TELEEXERCICESO01-TO05
Enoncé

Exercice 01
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Indications :
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1. On montrera que Z [un| converge (avec u, = n((n 2 1) )

sous le méme dénominateur.
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On fera un glissement d’indice dans le deuxieme sigma et on fera tendre N vers +oo apres. On utilisera
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3. On posera Sy = Z . Puis on utilisera 2. ce qui décompose Sy en la somme de deux sigmas.

Exercice 02

Soient a et b deux réels distincts et F' = {P € R,,[X], P(a) = P(b) = 0}.
Soit ¢ : R,[X] = R,[X], P — P(a)X + P(b), n étant un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considere enfin les familles de polynomes F = {(X —a)(X —b)X*, k€ [0,n —2]} et B={1,X}UF.

1. Vérifier que les familles F et B sont des familles libres de R,,[X].

2. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de R, [X].
Montrer que F est une base de F. Quelle est sa dimension ?

3. Montrer que B est une base de R, [X].
4. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de R,,[X]. Déterminer Ker ¢ et rg ¢.

5. On suppose ici n = 2. Ecrire la matrice de ¢ dans la base B.
Déterminer le polynéme caractéristique x4(t). ¢ est-elle diagonalisable?

Indications :

1. On sait que des polyndmes tous de deghré différents sont libres.

2. Il faudra pour montrer que F est un sous-espace vectoriel de R,,[X] que si P et @ sont deux polynémes
de F alors P + a) 'est aussi.

3. On se rappellera la dimension de R, [X].

4. On comparera F et Ker ¢. On sait aussi que rg ¢ = dim R,,[X] — dim Ker ¢.

5. On calcule ¢(1), ¢(X) et ¢((X —a)(X — b)) en fonction d’eux et cela donne les colonnes de la matrice
de ¢ dans la base B.



