TELEEXERCICES02-T05
Enoncé

Exercice 01

=38

Déterminer le polynéme caractéristique de A et diagonaliser A.

1. On consideére la matrice :

2. Déterminer les couples (1, x2) de fonctions de classe ¢! sur R vérifiant :

{x’l(t) = —2xz1(t) +4x2(t)
2h5(t) = —3z1(t) + 5xa(t)

Indications :

1. Diagonaliser A signifie trouver deux valeurs propres A1 et Ay (ici distinctes et réelles) puis trouver la
matrice de passage P de la base canonique & une base de vecteurs propres.

On prendra A\; < A2 et D = Diag(\1, A2).

2. On écrira le systéme différentiel sous la forme X'(t) = AX (t) avec

o= () wo= (5)

En posant X (t) = PY (t), on aura & résoudre Y'(t) = DY (¢).

Exercice 02

Pour une variable aléatoire réelle X telle que X (Q) = Z\ {—1,0}, on pose :

1

_a n b
2n(n+1) n n+1
2. Vérifier que X suit bien une loi de probabilité pour X.

1. Déterminer a et b tel que

3. La série associée & E(X) est-elle absolument convergente ?

Indications :

1. C’est comme le TELEEXERCICEO1. Au moins ¢a va rentrer.
—0o0 1 “+oo 1

2. Il s’agit de montrer que Z

Ly
—~, 2n(n+1) = 2n(n+1)
-N

N
1 1
Pour cela, on posera Sy = Z Gy Y + Z m et on usera de 1 en remplacant m

a b
dans chacune des deux sommes par — + ——.

On aura alors 4 sommes et dans la deuxiéme et dans la quatrieme somme, on fera un glissement d’indice
pour que le 1/(n + 1) devienne un 1/n.
Puis, on fera tendre N vers +oo.

3. On étudie la somme Z 1 ‘ Z 1 ‘ pour savoir si E(X) existe.
(n (n



Correction

Exercice 01

a=( 21

e Déterminons le polynéme caractéristique de A. On a :

On considere la matrice :

t+2 -4
XA(t)'J?: t_5‘(t+2)(t5)+12t23t+2.

Les valeurs propres sont Ay = 1 et Ay = 2.
e Déterminons la matrice de passage P de la base canonique a une base de vecteurs propres.

(v)emea(y)=(3) = {50 = )

On a alors 4y =3z, six =4 alorsy =3. On a :

De méme,

T T\ T —2x+4y = 2
(y)GEQ(A)@A@)2<y)®{—3w+5y = 2

Onaalorsy=x,sizx=1alorsy=1.0Ona:

EQ(A)Vect{< ' >}

Ainsi : P = ( ;L 1 > et si D = Diag(A1, A2) = Diag(1,2), alors

D =P 1AP
2. Déterminons les couples (z1, x2) de fonctions de classe &" sur R vérifiant :

{x’l(t) = —2xz1(t) +4a2(t)
x5(t) = —3z1(t) +5xa(t)

On écrit le systeme différentiel sous la forme X'(t) = AX(t) avec

- (2 )=
En posant X (t) = PY(t), on a :

X'(t) = AX(t) & PY'(t) = PDP7'X(t) < Y'(t) = DY (t).

On a donc a résoudre Y'(t) = DY (t). Ce qui donne :

() =(o 9)(u)={uy = 20

On a deux équations différentielles indépendantes.



Alors pour tout ¢t € R,
yl(t) = klet et yg(t) = k262t, ou (kl,kg) S R2.

Puis,
4 1 ket dk1et + koe?
xo=rre=(5 1) (e )= (sralie ).

Exercice 02
a b

1. Déterminons a et b tel que m = + P On a:
1 _8 b (a+bn+a 2(a+bn+2a
2n(n+1) n n+1  nm+1)  2n(n+1)

Alorsa+b=0et 2a =1. Donc :

1 1/1 1
2n(n+1) 2\n n+1)°

2. On peut déja remarquer que > 0 pour tout n entier relatif différent de —1 et de O.

1
2n(n+1)
= 1 = 1
Il s’agit ensuite de montrer que n;2 m + ; m =1.

—N N

1 1
Pour cela, on pose Sy = n;2 m + 7;1 m Alors :

N N
1 1 1 1 1 1
Sy == _— — - — )
N 222(71 n+1)+2nz_:l(n nJrl)

1
1]

(Z n Z n+1>+%<é%_in+

n=-—2 n=-—2

Cela donne :

Ou encore en faisant un glissement d’indice dans la deuxieme et quatrieme somme :
< —N+1 ) ( N41 )
Ce qui donne :
N D e S —
Mo\ =N 2 N+1

quantité qui tend vers 1 quand N tend vers +oo.
1 =1

3. On étudie la somme 572 St D) + 321 D) pour savoir si E(X) existe. Or en prenant —n a la
+oo 1
lace d E — E —— et d :
place de n, n—|—1 71222(7ﬁb_1)e onc

— 00

—+oo +oo 1

SR SN U o S S DU S SR o W S
22(n+1)‘+;‘2(n+1)‘;2(n—1)+;2(n+1)

=2

1 1 1
car —— > 0 pour n > 1. Or les séries a termes positifs —— et —— divergent et il
2n+1) T P ; 2(n—1) ;2(714—1) &

en est de méme de leur somme.
Ainsi E(X) n’est pas finie.



