TELEEXERCICES03-T02
Enoncé

Exercice 01

Représenter 'arc paramétré défini par

7
f: {%, ZF] — R2, t+ (cost,2sint).

Indications :
On remarque que x(27 —t) et y(27 — t) s’expriment simplement en fonction de x(t) et de y(t).

. . . . 7T JURRTE
On expliquera alors pourquoi on étudiera la courbe sur J = [Z,W} car on effectuera une symétrie a

préciser ensuite.

Exercice 02

+oo n
On veut déterminer ici la valeur de f(x) = 7;3 m, sixe]-1,1].
:rn
1. Déterminer le rayon de convergence de Z m
n=3
2. Premiére méthode pour calculer f(z).
1 a p Y
a) Rechercher des réels et v tels que : —————— = —
(&) rener réels a, 5 et v au n(n—1)(n—2) P
—+oo +oo l’n
b) Détermi tout x €] — 1,1, met Y
(b) Déterminer pour tout x €] [T;)x e ;n

(c¢) En déduire alors f(x) pour tout x €] — 1, 1[.

3. Deuxiéme méthode pour calculer f(z).

(a) Montrer directement en utilisant la dérivation des séries entieéres que pour tout
el -1,1[, f’(z) = —In(1 — ).
(b) En déduire alors f’(x) pour tout x €] — 1, 1 par une intégration par parties.
On remarquera que f’(0) = 0.
(c¢) En déduire enfin f(x) pour tout x €] — 1, 1] par une nouvelle intégration par parties.
On remarquera que f(0) = 0.

Indications :

z" U z

1. On pose u,(x) = —————— et on cherche la limite quand n tend vers +o0o de Un11(2) .

n(n — 1)(n -2) Un ()
2-a On met — + il + 2 sous le méme dénominateur.

+<>o oo
n s s /- , rps x R
2-b Pour Z z", on reconnait la somme d’une série géométrique et pour Z —, on l'integre.
n=0 n n=1 n
x
2-c On remplace dans 'expression de f(x) la fraction ———————— en utilisant 2-a. Puis, on a des
n(n—1)(n—2)
sommes qui ressemblent a la deuxieme somme de 2 b
“+o0
3-a On sait que si f Z anz™ alors f'(z Z na,z" "t et f(zx) = Z n(n — 1)a,z" 2.
=2
. E: 1 !
3-b On pourra utiliser : =1+
z—1 z—1
22

3-c On pourra utiliser : =r+14+——




Correction

Exercice 01

Etape 1

y?
On obtient 2% + =~ = 1.
Cela ressemble a un cercle si ’on prend sur ’axe des y une échelle double par rapport a celle de I'axe des
x. Dans le repere orthonormé classique, c’est une courbe maintenant hors programme en PC, on 'appelle
une ellipse (Les ellipses représentent la trajectoire des satellites et des planétes). Donc, nous devons faire
les étapes suivantes.
Etape 2
T T
47 4

Ici on impose I = { } , mais cela n’empéche pas de trouver des symétries.

On remarque que
x(2m —t) = x(t) et y(2m —t) = —y(t).

™
Comme 7 est le centre de I, on étudiera donc la courbe sur J = [Z’ F} et on effectuera une symétrie
orthogonale par rapport a ’axe Ozx.
Remarque : on peut remarquer aussi z(m — t) = —x(t) et y(m — t) = y(t), Parc pour ¢ € [n/4,7/2] et
pour t dans [7/2,37/4] sont symétriques par rapport & Oy. Comme J n’est pas centré en 7/2, cela est
d’une utilité limité, donc cela ne mérite qu’une remarque.
Etape 3
Sur J, 2'(t) = —sint et y'(t) = 2cost. Donc x est décroissante sur J et y croit sur [r/4,7/2] et décroit
sur [7/2, 7).
Etape 4
Donc 'arc possede une tangente verticale en M (w) = (—1,0) et une tangente horizontale en M (7/2) =
(0,2).
Etape 5
Tracé : on part de A = M(}) = (%, v/2), la tangente ayant une pente de —2. Comme x est décroissante
et y croissante sur [7/4,7/2], on va vers la gauche en montant jusqu'a B = M (F). Puis et y sont
décroissantes sur [r/2,7]. On continue toujours sur la gauche en descendant maintenant jusqu’a C' =
M (7).

Etape 6. Enfin, on trace le symétrique (en pointillé) par rapport & Oz de larc tracé a I'étape 5.

Exercice 02

n

1. Déterminons le rayon de convergence de f(z) = nz;g m
On pose u,(z) = S et on cherche la limite quand n tend vers +oo de M
n(n —1)(n — 2) Un ()
:CnJrl
n 1 -1 1 c
On écrit : Un+1() = (n+ )(nn)(n ) = zln + ), quantité qui tend vers |z|.
U () x (n —2)

n(n—1)(n — 2)



Donc quand |z| < 1, la série converge absolument et quand |z| > 1, elle diverge grossiérement.
Le rayon de convergence est 1. D’otut le fait qu’on bosse sur | — 1, 1].

2 Premiére méthode pour calculer f(z).

1
2-a Recherchons des réels «, § et v tels que : m = % + né 1 + - Z 5"
B v

Onmet—+—1+

sous le méme dénominateur.

a B v _2atn(3a-28-7)+n(atf+)
n n—-1 n-2 n(n—1)(n —2) '

Puis on identifie et on trouve o = 2 f=—-1lety= 3
400 s
2-b Déterminons pour tout z €] — 1,1] Z " et Z —
n=0 n=1
—+o0
Pour Z 2™, on reconnait la somme d’une série géométrique :
n=0

—+o0
g " =
n=0
Et en intégrant,
T nt1

T n
;”Jrl —1In(1 —x) Z—

2-c On va déduire alors f(x) pour tout = €] — 1,1].

n
On remplace dans I'expression de f(z) la fraction ————————— en utilisant 2-a. Puis, on a des sommes

nin—1)(n—2)

qui ressemblent a la deuxiéme somme de 2-b.
Alors, pour tout z € |—1,1],

Xan X am =
@) = nzg%_;n—l—’—;Q(an)
R oz a? o gl 2+OO "2
D SETi R k) e R O e
X oz 22 X gm 2+00:cp
- n_ﬁ*i*z*xng—”p:@
= 1—211n(1x)§%Qz(ln(lz)x)gln(lx)

1
= 3 (—2z + 327%) — 3 (z—1)"In(1—2).
3. Deuxiéme méthode pour calculer f(z).
3-a Montrons directement en utilisant la dérivation des séries entiéres que pour tout « €] —1,1[, f”(z) =
—In(1 — x).
+oo

On sait que si f Z anz™ alors f'(x Z napz™ et f(z) = Z n(n — 1)ap,z™ 2.

n=0 =2
On remarque que le rayon de convergence est 1 et donc on applique 1es regles de dérivation des séries

entieres S10.6 sur | — 1,1] :

+oo n—1

R T
Vo €] —1,1], f(x)_;—(nil)(nim.
too 2 +oo 7P
Vwe]—l,l[,f”(m)zz —5 = — =—In(1 —2).
n:3n p=1 p

3-b On va en déduire alors f’(x) pour tout x €] — 1, 1] par une intégration par parties.

1
On pourra utiliser : T + o
z—1 -1



f/ln(l—z)dz:/ xldx—zln(l—z)+K,
T —

ou K est une constante que 'on va préciser. Comme :

T $_1+1,1+ 1
xr—1 -1 z—1’

on en déduit (car x €] — 1,1]) :
f/ln(l—z)dz:quln(l—z)f:cln(lf:c)JrK.

Puis f'(0) =0 et donc K = 0.

3-c On va en déduire enfin f(x) pour tout = €] — 1,1[ par une nouvelle intégration par parties.

remarquera que f(0) = 0.
2

1
On pourra utiliser : ML A— + 14+ —-.

z—1 r—1
Intégrons :

z? z?
In(1 — =— | —— — In(1 — L
/x n(l —z)dx /2@71) dx + 5 n(l—z)+ L,

ou L est une nouvelle constante. Comme;

— — 1
r—1 r—1 Tt -1
on en déduit :
72 2
/xln(l—x)dm:—g—z——1n(1—x)+—1n(1—x)—|—L
Enfin :
322 1 2
f(x):—g %—Eln(l—x)—%ln(l—x)—i—xln(l—x)—l—L.

Comme f(0) =0, L = 0 et on retrouve le méme résultat que précédemment.

On



