TELEEXERCICES04-T03
Enoncé

Exercice 01
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere :

()

n=>0

Indications :

On rappelle que (2") = —,

n

Exercice 02

Soit a un réel fixé et A, = {P € R,[X], P(a) = 0}.
1. Montrer que A, est un sous-espace vectoriel de R, [X].
2. Montrer que {1,X —a, (X —a)X, (X —a)X?,...,(X —a)X" 1} est une base de R, [X].

3. Trouver la dimension de A, et un supplémentaire de 4, dans R, [X].

Indications :

1. Pour montrer que A, est un sous-espace vectoriel, il suffit de montrer que si P et @ sont dans A,,
alors P+ Q € A, et aP € A, pour « € R.

2. On rappelle qu’une famille de polyndmes tous différents est libre.

3. On rappelle que si P est un polynéme et la division euclidienne par (X —a) donne : P = (X —a)Q+P(a).



Correction

Exercice 01

2n
Déterminons le rayon de convergence de la série entiere E ( Z2ntl
n
n=>0

Ona: (2") =

n
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Cela donne :
wer()| _ @+ 2)Cne)
Un(2) (n+1)2
Quand n tend vers +oo, un+(1(;<:) tend vers 4/z|%.
Un (2

Donc si 4]z < 1 il y a convergence absolue et si 4|z|> > 1, il y a divergence grossiere.

1
D R =—-.
once 5

Exercice 02

Soit @ un réel fixé et A, = {P € R,[X], P(a) = 0}.

1. (P+aQ)(a) = P(a)+aQ(a) =0. Donc si (P,Q) € A2, P+ aQ € A,.

2. Montrons que {1, X —a, (X —a)X, (X —a)X?, ..., (X —a)X" "'} est une base de R,,[X].
Les polynomes sont de degré tous différents et forment une famille libre.

Puis dimR,[X]=n+1et il y a n + 1 polynémes.

C’est donc une base.

3. On rappelle que si P est un polynoéme et la division euclidienne par (X — a) donne :
P=(X—-a)Q+ P(a).

Donc (X —a)Q € A, et P(a) € R.

Alors : R,[X] = A, + R.

De plus si P € A, NR, P =0. Comme dimR =1 et dimR,,[X] =n + 1, ainsi,

dim A, = n.



