CONCOURS BLANC BIS 2020. 2151

MODELISATION. Partie math

Soit la matrice :

0 0 1
M = 0 -4 1
—-10 —-10 -2

1. Calculer et factoriser le polynéme caractéristique y de M. On pourra remarquer que x(—2) = 0.
La matrice M est-elle diagonalisable dans M3(R)? dans M3(C)?

Dans la suite, on cherche les solutions du systéme différentiel homogéne (1) suivant :

dY
E(S) = MY(S)a

ou l'inconnu est Y : R — M3 1(C). Pour cela, on considére les deux matrices :

1 0 5 2 V2 0 0
R: —1 —4 3 etQ:7 0 1 7
-2 =20 -10 0 ¢+ 1

On note Q la matrice dont tous les coefficients sont les conjugués de ceux de Q et I3 est la matrice
identité de dimension 3.

2. Montrer que R est inversible. Le calcul de R~! n’est pas demandé.
Vérifier que QQ = I3. En déduire que @ est inversible et exprimer Q1.
Montrer que P = R() est inversible et exprimer P~! en fonction de R~ et QL.

-2 0 0
On pose maintenant D = P~'MP et on admet alors que D = 0 —2+4+4: 0
0 0 —2—43
az
Soit le systéme différentiel (2) suivant d’inconnu Z : R — Msj1(C), d—(s) =D Z(s).
s
3. Soient Z : R — M3 1(C) une fonction vectorielle dérivable et Y = PZ.
Mountrer que Z est solution de (2) si et seulement si Y est solution de (1).
4. Montrer que les solutions & valeurs complexes de (2) sont de la forme
Z(S) = EQ(S)Zo,
1 0 0
ot Zg € M31(C) et : Ea(s) =e 25| 0 et® 0
0 0 6741'5
1 0
Calculer pour tout s € R, E1(s) = QE2(s)Q~! en fonction de V(s) = | 0 cos(4s)  sin(4s)

0 —sin(4s) cos(4s)
Vérifier alors que, pour tout s € R, F1(s) est a coefficients réels.
Montrer que V (s) est la matrice d’une isométrie vectorielle que l'on caractérisera.

5. Montrer que les solutions & valeurs complexes de (1) peuvent s’écrire sous la forme :
Y (s) = N(s)Yo,
avec Yy € M3 1(C) et, pour tout s € R, N(s) = RE;(s)R™1L.
Le calcul explicite de N(s) n’est pas nécessaire.

6. Soient Yy € M31(C) et Y : s — N(s)Yp.
Montrer que Y est & valeurs réelles si et seulement si Yy € M3 1(R).
En déduire I'ensemble des solutions & valeurs réelles de (1).



