EXERCICES. 2TSI L

Déterminants

B Calcul du déterminant d’une famille de vecteurs ou d’'une matrice

Exercice 01

2 -1 -1 24+¢ 1 3
Calculer avec la définition ou avec Sarrus, Ay =| =1 2 -1 |etAy=| 1 -3 =2 1
-1 -1 2 1+3i 4 2

1 2 2 4

. . 2 3 4 5

En développant selon une rangée, calculer Az = 34 5 6
4 5 6 7

Exercice 03

j 27
73

On rappelle que j = e
1. Calculer 1+ j + j2.

1 g g5
2. En déduire la valeur de A=| 52 1 j |.
i 3* 1
1 19
Montrer, sans le développer, que |1 5 3| est divisible par 17.
2 8 9

Starter
Les nombres 119, 153 et 289 sont tous divisibles par 17.

r+2 2x+4+3 3zx+4
Factoriser le déterminant | 2z +3 3x+4 4x+5 |, oux € R est fixé.
3z+5 Hzx+8 10z +17

Starter

Attention, on ne demande pas ici de développer directement et de trouver une racine évidente, bien
qu’ici cela fonctionne. On fait des opérations élémentaires qui mettent des polynomes en x en facteur et
qui rameénent le déterminant & un déterminant de calcul immédiat. On pourra commencer par : Cs ¢—

03*02, CQ(*CQ*CL

a+b b+c c+a
(a,b,c) € R®, on pose D(a,b,¢) =| a®>+b> b+ A +a?
a3+b3 b3+c3 C3+a3

1. En utilisant la lindrité par rapport a chaque colonne, développer ce déterminant et 1’écrire en

1 1 1
fonction de V(a,b,c)=| a b ¢
a’> b 2

2. En déduire la forme factorisée de D(a, b, c).

T.S.V.P —
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1 cosa cos2a
(a,b,c) € R®, écrire sous forme factorisée : | 1 cosb cos2b
1 cosc cos2c

Starter
On utilisera cos20 = 2cos?§ — 1. Attention, il ne s’agit pas de développer directement. On fera des

opérations élémentaires.
Exercice 08

Soit (a1, a9, ...,a,) € R, (n > 2) et pour p € [2,n], on pose :

1 1 1 1
aj as e Qp—1 X
2 2 2 2
Py (X) = ay ay a4y X
R ag:} xp-1
V(a, a2, -+ ,ap) = P,_1(ap) est le célebre déterminant de Vandermonde.
1. S’il existe (i, 7) tels que 1 < i < j < p et a; = aj, montrer V(ay, - ,a,) =0.
2. Si les a; sont distincts, montrer que P,_1(X) est un polynéme de R,_1[X], de racines
ai,as,...,ap—1 et de coefficient dominant V' (a1, a2, -, ap—1).
3. En déduire que dans tous les cas
V(ai,az, - ,ap) = (ap —a1)(ap — az) ... (ap — ap-1)V(ar,az, - ,ap_1).
4. Montrer : Vn > 2,V(a1,a2, -+ ,a,) € R" : V(ar, a2, -+ ,a,) = H (a; — a;).
1<i<j<n
1 cosa cos2a al a @ 1 a a
5. Calculer :a. Ay =| 1 cosb cos2b | ,b.Ay=| bt b b |, ccA3=|1 b b
1 cosc cos2c cl ¢ & 1 ¢ ¢
Starter

5. A; : C’est le déterminant de I'exercice 07. A, : On reconnaitra a un coefficient multiplicatif pres
V(a?,b?,c%). Az : Déterminer le coefficient en 22 de V(a, b, ¢, 7).

On pose A = (|i — j|)1<i,j<n € Mn(R) et A = DetA.
1. Ecrire A pour n =2 et n = 3.
2. Déterminer A dans le cas général.

Starter

2. Par différentes opérations élémentaires, on se ramene a un déterminant triangulaire.

Par exemple, on commence par faire les opérations sur les lignes successives de A :

Lo+ Lo — Ll,Lg +— L3 — LQ, 7Ln <~ L,—L,_1.

Puis on continue, en faisant des opérations sur les colonnes successives que vous trouvez vous-mémes !

0 0 - - a,
0 0 -+ an-1 O

On pose D1 = ay et pour n > 2, on pose D,, = | : . |, olt aucun des réels a; n’est
0 ax O e 0
ag 0 oo e 0

nul.
1. Calculer Ds.
2. Montrer que pour tout n > 2, D,, = (—1)"*1a,D,,_;.
3. En déduire D,, pour tout n > 1.

Starter
2. On développera D,, par rapport a la premiere ligne.
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B Applications du déterminant d’une matrice

Montrer qu’il n’existe pas de matrice A € M3(R) telle que A% + I3 = O.

Starter
On partira de A2 = —I3 et on passera aux déterminants.

La famille ((2,1,0), (1,3,1), (5,2,1)) est-elle libre ? Le montrer en utilisant son déterminant.

1 1 1
Pour quelles valeurs de a, A= |1 2 4| est-elle inversible ? Calculer alors A1,
1 3 a

B Déterminant d’un endomorphisme

En utilisant un déterminant montrer que ’endomorphisme P +— P + 2P’ + P” est un automorphisme de
Pespace vectoriel R3[X].

On pose ¢ : R,[X] — R[X], P+— X P+ P(1). Calculer Det.
Starter
On vérifie que 9 € L(R,[X]) puis on détermine Mp(¢), ou B = {1, X, ..., X"}.

X+1

Montrer que application ¢ définie sur R[X] par ¢(P)(X) = P(t)dt induit un endomorphisme de
b'e
R, [X] pour tout n € N*, que lon appellera ¢,,. Calculer Det ¢,,.



