EXERCICES. 2TSI L

Séries entieres

B Détermination de rayon de convergence

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres (pour x € R) :

Ztan (ng) ", Z n;——l—l’ T; %, Zn2$",

n=0 n=0 n=0
1\" . 1
E (1 + =1 z", g sin | — | 2", E nlx™
n n
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Déterminer le domaine de convergence et étudier la convergence aux bornes (z € C) pour la série :

Z(l +in)z"

n=0

Déterminer le domaine de convergence et étudier la convergence aux bornes (z € C) pour la série :
g a‘/ﬁz",
n=0

ol a est un réel fixé strictement positif.

Déterminer le domaine de convergence et étudier la convergence aux bornes (z € C) pour la série :

n —n
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n=0
B Développement en série entiere d’une fonction

Développer en série entiere la fonction g : z — m et préciser le domaine de convergence.
x

Développer en série entiere la fonction h : 2 — sin® x et préciser le domaine de convergence.

20 — 1
Développer en série entiére la fonction j : x +— m et préciser le domaine de convergence.
r—1)(z—

1
Développer en série entiere la fonction &k : z — In 1

z ;. .
et préciser le domaine de convergence.
x

T.S.V.P —



2sur 3

xr x
Développement en série entiere de x — / e~ dt et de x / sin(t?) dt ?
0 0

B Détermination de la somme d’une série entiere sur son domaine de convergence

Déterminer le rayon de convergence puis les sommes :
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Soit la série entiere g A A———
n(n —1)
>2
1. Trouver son intervalle de convergence.

2. Quelle est la nature de la série pour les valeurs de x aux bornes du domaine de convergence ?

3. On pose
x’ﬂ/
Up(r) = ————,
n(®) nin —1)
pour n = 2.
“+o0 —+o0
Calculer quand elles existent les sommes Z ul(z) et Z ul, ().
n=2 n=2
—+o0
En déduire Z Up ().
n=2
“+oo
Soit la série entiere Z anx™ définie par la relation :
n=0

apg=1,a1=3etVn >2, a, =3a,_1 — 20,2

1. Trouver son terme général a,, en utilisant le cours sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2.
2. Caculer la somme S(x) de la série ainsi que son intervalle de convergence.

3. Retrouver S(z) & laide de la relation liant a,, a,—1 et a,—2 sans expliciter a,.

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série de terme général :
un(z) = (=1)"71(2n — 1)z 2

avecx € Retn > 1.

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série de terme général :

exp(nf) — exp(—nb)
2n o

to(x) =

avecx € Rjn > 1, 6 € Ry étant fixé.
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Soit P € Ry[X] tel que P(0)P(—1)P(—2) # 0 et soit u,(z) = Pln)

—— " avecz € Retn > 1.
nn+1)(n+2)

1. Déterminer son rayon de convergence.

P(n)

2. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ——————
P P n(n+1)(n+2)

, en posant
P(n) =an®+bn+c
—+oo
3. Déterminer f(z) = E un(x) & Vintérieur de son domaine de convergence en 1’écrivant sous la forme
n=1

g(x)In(1 — z) + h(z)

2 )

€T

ol g et h sont des polynémes de Ro[X].

1. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série de terme général
$2n+1

Un(x) = (71)n+1 (271 T 1)(27’L — 1)

avecx € Retn > 1.

2. Si lon note f(x) la somme de cette série & l'intérieur du disque de convergence, déterminer le
domaine de validité de continuité de la fonction f.

3. Calculer f(x) pour tout x a l'intérieur du disque de convergence.
L
On suppose f continue en +1. En déduire la valeur de la somme Z -
4n? —1

n=1

n
1
Pour n > 1, on pose a,, = Z T
k=1

1. Déterminer le rayon R de Z anx".
n>1

—+o0
Pour = €] — R, R, on pose : f(z) = Z anz™.
n=1

2. Déterminer a,, — a,—1 pour n > 2 et en déduire une expression simple de f(z).



