EXERCICES. 2TSI L

Equations et systemes différentiels

B Equations différentielles linéaires d’ordre 1

La variation plasmatique C' lors d’une intramusculaire de phénol-sulfane-phtaléine satisfait a 1’équation :
Cl(t) + kQC(t) = Cokle_klt,

ou (Y est la substance administrée, k1 et ko sont des constantes caractérisant muscles et veines.
1. Calculer C(t) en supposant ki # ko.
2. Calculer C(t) en supposant k1 = ks.

Exercice 02

Résoudre le probléme de Cauchy : ¢/ (x) + y(z) = e* + sinz, y(0) = 0.

Exercice 03
Résoudre pour x > 0, I’équation différentielle : 2zy’(z) — 3y(z) = /.

Exercice 04

Résoudre sur } —g, g [, I’équation différentielle : cos?(0) p’(6) + cos(20)p(0) = e~2? tan(6).

Exercice 05
On note : I} =] — 00,0[, Iz =]0, 1] et I3 =]1, +00[. On considere I’équation différentielle (E1) :
2 — 1)y (x) + 22 — Dy(z) = —1

définie sur les intervalles Iy, I5 et I3. On note (Ep) son équation homogene associée.

1. Montrer que sur chacun des intervalles I, I et I5 fixés, 'ensemble des solutions de (Ep) est un
espace vectoriel sur R.

2. Résoudre (Ep) sur chacun des intervalles I, Ir et I5.

est In|x + va2 —1|.

1
3. On rappelle que pour |z| > 1, une primitive de ———=
ppelle que pour || p T
Intégrer (F1) sur I, I7 et Is.

4. On cherche des solutions de (E;) définies sur | — oo, 1[. Pour cela, on consideére S, une solution de
+oo

(E1) développable en série entiere au voisinage de 0. Si S(x) existe, on a 1’égalité S(z) = Z anx™.
n=0

a. Démontrer I'existence et 'unicité d’une telle solution S(z).
On pourra déterminer une relation entre a,_1 et a, pour n > 1.
b. Quel est le rayon de convergence de S(z)?

c. A l'aide de ce qui précéde, déterminer ’expression sur I; et I, en utilisant les fonctions circulaires
et hyperboliques réciproques, de 'unique solution de (E7) prolongeable par continuité en 0 dont le
développement en série entiere au voisinage de 0 est S.

T.S.V.P —
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B Equations différentielles non linéaires d’ordre 1

Résoudre sur | — 1, 1], 'équation différentielle : (1 — 22)y/(z) — 2(1 + z)y(x) = V1 — 22/y(z).
(On pourra poser le changement de fonction : u(z) = y/y(z) et se ramener & une équation différentielle

linéaire.)

Sur ]0, 4+00[, on considere I’équation différentielle : (E) : z* (y'(z) + 92 (x)) =1.

b
1. Chercher une solution particuliere de (F) de la forme yo(z) = & ;L .
x

1
2. Poser y(x) = yo(x) + @ et déterminer I’équation différentielle vérifiée par z.
z(x

Résoudre cette équation et en déduire les solutions de (E).

B Systemes différentiels linéaires d’ordre 1

2i(t) = —2x1(t) +4aa(t)
2h(t) = —3wz1(t) +5x2(t) ~

Résoudre le systeme différentiel : {

n(e) = 21 () + 4ys(x)
Résoudre le systeme différentiel : ¢ y4h(z) = 3yi(x) —4ya(x) + 12ys3(x) , avec la condition initiale
ys(@) = yi(z) = 2u2(2) + Sys(x)

y1(0) =1, 2(0) = 0 et y3(0) = —1.

1. Résoudre le systeme différentiel Y'(x) = AY (x) :

yi(x) = 5yi(x) + y2(z) — ys(z)
yo(z) = 2yi(x )+4y2($)*2y3( )
ys(z) = wyi(x) —y2(x) + 3ys(z)

sans conditions initiales fixées.
2. On reprend A de la question précédente et on considere maintenant le systéme différentiel :

(S): Y'(z) = AY (x) + B(x)

efE

avec : B(z) = 0

—xe”

(a) Ecrire B(z) sous la forme xe*U; + e*Us, olt U; et Uz sont deux matrices-colonnes & préciser.

(b) On cherche une solution particuliere de ce systéme de la forme : Y (z) = ze"C + e*D, ot C' et
D sont deux matrices-colonnes.
Déterminer deux égalités faisant intervenir C, D, A, Uy et Us. En déduire C puis D.

(c) Ecrire la solution générale de (S).

AX 2 0 1
Résoudre dans R? le systeme différentiel v AX,;ou: A= -1 1 -1
1 2 0

Indication : on pourra introduire la base :

{ty,81 — &, é1},

ol {€1, €, €3} désigne la base canonique de R? et @ est un vecteur propre de A qui sera bien choisi.
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B Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Exercice 12

Résoudre : y”(z) + 2y (x) + (1 — Ny(z) =0, ou A € R.
Montrer (en la déterminant) qu’il existe une et une seule solution ¢y telle que ¢»(0) =0 et ¢'(0) = 1.

Exercice 13

2 2

cos? x puis résoudre : y”(z) + y(x) = x cos? x.
Indication : on pourra chercher une solution particuliere qui soit impaire (car le second membre est une
fonction impaire).

Linéariser x

—~

Exercice 14

Déterminer 'unique solution de : 3" (x) — 2y’

—~

x) + 2y(x) = e® coszx, y(0) =0, y'(0) = 1.

Exercice 15

y(z) = —2y(z)—4z2(z)+1+4x

Z@) = —y(@)+z(x)+32°/2

Déterminer une équation différentielle linéaire du second ordre vérifiée par y seule a partir de (S) et
résoudre cette équation. En déduire z.

On considere le systeme différentiel : (S) : {

Exercice 16
Trouver sous forme de série entiere 'unique solution de :
y" (@) + 22y () + 2y(x) = 0

sachant que y(0) =1 et y’(0) = 0.

Exercice 17
Soit I'’équation de Bessel d’ordre O :

(B): zy"(z) +y'(z) + 2y(z) =0

—~

1. Trouver sous forme d’un développement en série entiere I'unique solution Jy telle que Jo(0) =1 et
J5(0) = 0.

—+o0
2. Développer cos(xsint) en série entiere de = en 1’écrivant sous la forme cos(zsint) = g un(t), ol
n=0

un (t) possede dans son expression une puissance de x.

m +oo

+oo T
3. On admet I'inversion : / Z un (t) dt = Z / un(t) dt.
0 n=o n=0"0

1 ™
En déduire que Jo(z) = — / cos(zsint)dt.
T Jo

1 ™
4. Vérifier en utilisant maintenant des dérivations sous le signe somme que f : = +— — / cos(z sint)dt
™ Jo

vérifie bien (E). Retrouver le fait que f = J.



