2TSI. DEVOIR LIBRE N°03

CORRECTION
Exercice 01

On considere les matrices suivantes :

10 11 2 1 2 0 3 0 11
e (o v)as(ha)me () e (8 ) o (0 0) = (0 )

1-a Montrons que P est inversible et déterminons son inverse.

On applique GAUS-Jordan. On concaténe P et Iy puis on fait Lo < Lo — L.

1 1 10:>11 1 0
1 -1 0 1 0o -2| -1 1)

Puis, Ly < La/(—2) et ensuite Ly < L1 — Lo donne :
L1 10 N (10|12 12
01| 1/2 —1/2 0 1| 1/2 —-1/2 )

1/1 1 1
, N -1 _ - _ -
On déconcatene et P~ = 5 < 1 1 ) = 2P.

1-b A% —2A = 0.

1-c OnposeU:(i)etV:(l1 ).Alors:

(1) (1) (2)mmar (1) ()~ (3) o

Déduisons que si ¢ est ’'endomorphisme associé canoniquement a A, et si 'on pose la base
B={u; =(1,1),d2 = (1,-1)}

de R?, alors la matrice de ¢ dans la base B est C.

En effet, ¢(il1) = 2i; et la premiere colonne de la matrice de ¢ dans la base B est 2U. Puis, comme
¢(t2) = 0 et la seconde colonne de la matrice de ¢ dans la base B est la colonne nulle, c’est bien C.

Comme P est la matrice de passage de la base canonique 4 la base B, on a bien ’égalité P~1AP = C.
2-a Exprimons B en fonction de I et de A.

On a immédiatement : B = A + I5.

Exprimons de méme D en fonction de I et de C.

On a immédiatement : D = C + I.

2-b Déduisons que P"'BP = D.

En effet, P"'BP = P71 (A+ L)P =P AP+ P 'LP=C+ 1, =D.

3-a Montrons que, pour tout n € N, on a : P~!B"P = D",

e Initialisation : vrai pour n =0 et n = 1.

e Hérédité : On suppose vrai au rang n. On a :
Dl =pr"D = P 'B"PD = P"'B"PP~'BP = P"'B"BP = P~'B"+P.
q.e.d.
3" 0
3-b Pour tout n € N, D™ = .

0 1
3-¢ On en déduit alors que pour tout n € N,

1 1 1 3" 0 1 1 1/3"+1 3"—-1
n __ np—1_ = — _
pr=rpre 2(11)(0 1)(11)2(3”1 3”+1)'



4-a Ben et Nuts jouent au Badminton. On suppose que lors de chaque échange, le joueur qui a le
service emporte le point avec une probabilité — et le perd avec une probabilité 3 On suppose que c’est
Ben qui a le service lors du premier échange. Ensuite, selon les regles de ce jeu, celui qui emporte I’échange
marque un point et obtient le service pour I’échange suivant.

Pour tout entier naturel n > 1, on note A,, ’événement <« Ben gagne le n®™¢ échange > et B,, I’événement

< Nuts gagne le n®m¢ échange ». On note a,, et b, leurs probabilités respectives.

2
Il est clair que a; = P(4;) = 3

Puis on utilise :

Ay = (A3 N A1) U (A3 NAy) = P (Ag) = Pa, (A2) P (A1) + Py (A2) P (Ay) .

2
Puis Py, (As) = 3 est la probabilité que Ben gagne le second échange sachant qu’il a le service car il a
gagné le premier échange.
Puis Pz (A2) = = est la probabilité que Ben gagne le second échange sachant qu’il n’a pas le service car

il a perdu le premier échange. Il reste :

P(A2) = 2P () + 1P (@) = 2 x

Wl =
©

+1><
3

Wil

4-b On observe que Ben emporte le deuxieme échange. Quelle est la probabilité qu’il ait emporté le
premier échange ?

Il s’agit de calculer Py, (A1) . On use de la formule :

Pa, (A1) = W _ %

4-c¢ On utilise la formule des probabilités totales et pour tout entier n > 1, on a :

An—i—l = (An—i-l n An) U (An—i-l ﬂA_n) = P(An+1) = PAn (An+1)P(An) + PE (An+1)P (A_n) .

2
Puis P, (Any1) = 3 est la probabilité que Ben gagne léchange numéro n + 1 sachant qu’il a le service
car il a gagné I’échange numéro n.

1
Puis Pr— (An+1) = = est la probabilité que Ben gagne I’échange numéro n 4+ 1 sachant qu’il n’a pas le

service car il a perdu I’échange numéro n. Il reste :

2 1 2 1
ant1 = P (Ant1) = §P(An) + §P (An) = Fan+ gbn.

Exprimons de méme b,, 41 en fonction de a,, et de b, pour n > 1.

On utilise (encore) la formule des probabilités totales et pour tout entier n > 1, on a :

Bpi1 = (Bps1 N Bu) U (Buy1 N By) = P (Buy1) = Po, (Bus1) P (Bn) + Py (Bay1) P (Bn) .

2
Puis Pp, (Bn+1) = 3 est la probabilité que Nuts gagne léchange numéro n + 1 sachant qu’il a le service
car il a gagné I’échange numéro n.
Puis Pg- (Bn+1) = = est la probabilité que Nuts gagne I’échange numéro n + 1 sachant qu’il n’a pas le

service car il a perdu ’échange numéro n. Il reste :

2 1 — 2 1 1 2

S Q

4-d Pour tout n € N*, on note X,, la matrice colonne ( " ) . On a immédiatement :
n

_ Ap+1 _l 2 1 Qp _1
rone (1232 ) ()2

1

T BT X

4-e Montrons par récurrence que pour tout entier n > 1, X,, =

Initialisation : c¢’est vrai pour n =1 car X; = 5 X;.



Héredité : Supposons la formule vraie au rang n. Alors :

1
Xn+1:§XBX

_ -
B X = B

3" +1
2 x 3"

4-f Déduisons de la question 3-c que pour tout entier n > 1, a,, =
expression de b, en fonction de n pour tout entier n > 1.

On peut écrire que :

ooy 1 3nmly1 3nt—1
"\ b, )T 32\ 31 3nl4n

1 3nmlpl 3nl-1 2\ 1
T3nx2\ 3vl—-1 34 1) 3nx2

341
T 2x 3

On aboutit a :
3" —1
2 x 31’

et b, =

an

5-a Calculons V5 et Wha.
2 1 1 2
Ona:Vi==Vo+=Wyet W7 ==Vy+ =W,. Alors :

3 3 3 3
2 1 1 2
Vo==Vi+=-Wjet Wo==-V; +=-W;.
2 31+3 1€ 2 31+3 1
Soit :
2 (2 1/1 2
%§<?@+§%)+§<§@+?%>
Ou encore :

22 1 2 2
‘/2:(3—2+3—2)V0+(3—2+3—2)W0-

La proportion de vodka est donc dans le premier verre rempli :

2 2
3 t3 4
T2 12 2 9
zEE Ty
De méme,
1/2 1 2 /1 2
Wo==(SVo+-Wo |+ (=Vo+=Wo).
2 3<30+3 °>+3<3°+3 0)
Ou encore :

2 2 22 1
W2<§+§)%+<?+§)W@

La proportion de vodka est donc dans le deuxieéme verre rempli :

122
w33 5
T2 12 2 9
2 EE Ty
2 1
Voo = Vo +sWh
5-b Comme ? % , la relation entre la matrice colonne (

Wn = § n—1 1 §Wn71

. Vi—
et la matrice colonne ( n-l

Vn _ 1 Vn—l
W, . ) est pour n > 1, ( W, ) _§B( W, )

).

Va
Wy

et déterminons de méme une

) , la matrice B



5-c En utilisant les résultats des questions 3 et 4, déterminons la proportion de vodka dans le pre-
mier verre plein. On a :
143" 3" —1
= Wo.
" 3nx2 %3k ?

La proportion est :

3 —1

3nx2 3" -1
1+3"3"—1 " 3nx2
3n % 23" x 2

De méme, la proportion de vodka dans le second verre plein a l'issue de la n®™¢ opération, pour tout
entier n > 1 est :

3" +1

3 % 9 3" +1
1+3"3"—1" 3nx9’
37 x 23" x 2

Quand on fait tendre n vers +00, on constate que ces deux proportions tendent vers 1/2.

Exercice 02

Ici E est un R-espace vectoriel de dimension n > 2.
1-a On considere un projecteur p de FE, c’est-a-dire un endomorphisme de E tel que pop = p.
Montrons que E = Kerp @ Im p.
On remarque que tout vecteur Z s'écrit dans E, & = & — p(&) + p(Z).
Puis p(Z — p(¥)) = p(¥F) — p*(¥) = 0 et donc ¥ — p(T) € Kerp.
De méme, par construction, p(Z) € Imp. Ainsi, E C Kerp + Im p.
Comme Kerp C E et Imp C E, Kerp+Imp C E.
Ainsi, F = Kerp + Imp.
Montrons que Kerp N Imp = {0}.
Prenons ¢ € Kerp N Imp, alors p(f) = 0 et il existe Z € E, p(&) = i. Et donc :

p(t) = p*(@) = p(@) =0=1.
On a bien : E = Kerp @& Imp.

1-b Etablissons que Imp = Ker (Id — p).

Soit Z € Im p, alors il existe § € E tel que p(y) = Z. Puis

=7 —p(@) =0= & e Ker (Id — p).

8

p(T) = p*(¥) = p(¥) =

Réciproquement, si & € Ker (Id — p), alors & = p(Z) € Imp.

1-c La matrice de p dans une base adaptée a la somme directe de la question 1 est une matrice diagonale
ayant pour commencer dim Kerp zéros sur la diagonale principale puis dimImp chiffres 1 toujours sur
cette diagonale principale.

Comme Tr(p) est le nombre de 1, soit dimIm p, on a bien :

Rg(p) = Tr(p).
2 Montrons par récurrence sur k € N* que si F1, ..., E} sont des sous-espaces vectoriels de F, alors :
dim(E1 + ... + E) < dim E; + ...dim E.
e Initialisation : Evident pour k = 1 et pour k = 2, on écrit :



e Hérédité : Supposons le résultat vrai jusqu’a k > 2 donné,

dim (E1 + ...+ B+ Ek+1) =dim ((El + ...+ Ek) + Ek+1) < dim (El + ...+ Ek) +dim Ex41

<dmE; 4+ ... +dim E; + dim Ej .

Dans la suite k est un entier supérieur ou égal & 2 et on considere des projecteurs de E, notés pi, pa, ...,
D et on pose g = p1 + p2 + ... + Pk.

3 Montrons que pour tout couple d’entiers (7,7) compris entre 1 et k avec ¢ # j, si 'on a : p;op; =0,
ol 0 est 'endomorphisme nul alors g est un projecteur.

On écrit :
Goqe={P14+p2+..+pr)o(P1+p2+...+pp) =0i+ ... +pi =p1+ ..+ Dk

Et donc ¢x est un projecteur.

On suppose dans la suite que gx est un projecteur et on souhaite montrer que, pour tout couple d’entiers
(i,7) compris entre 1 et k avec ¢ # j, on a : p;op; = 6, ou 0 est I'endomorphisme nul.

4-a Montrons que Im gy est inclus dans Im p; + ... + Im py.

Soit & € Im gy, alors il existe t € E tel que Z = qx(t) = (p1 + ... + pr) (&) = p1(£) + ... + pr(2).
Comme py () C Impy, ..., pe(f) C Impg. Donc : & € Impy + ... + Im py.

4-b Etablissons, grace aux résultats de la question 1, que Rg(qr) = dim (Im p; + ... + Im py).
En effet,

Rg(qx) = Tr(qr) = Tr(pr + ... + px) =Tr(p1) + ... + Tr(px) = Rg(p1) + ... + Rg(px)

=dim (Imp;) + ... + dim (Im py,).

D’apres 4-a, Im g, C Impy + ... + Impr, = Rg(qr) < dim (Impy + ... + Impy,) .
D’apres la question 2,

Rg(qr) < dim (Impg + ... + Impg) < dim (Imp;) + ... + dim (Im px) = Rg(qx)-
Ainsi, Rg(qi) = dim (Impy + ... + Impy) = dim (Tm g, ).
Et comme Imq,, C Impy + ... + Impg, Imqy, = Imp; + ... + Im py.

4-c Etablissons finalement : Im g = Imp; ® ... & Im py.

Partons de ce qui précéde, dimIm g = dim (Imp; + ... + Impg) = dim (Imp;) + ... + dim (Im py).
Ce qui implique que les sous-espaces Im p1, ... , Impy sont en somme directe.

Warnung : on sait qu'il ne suffit pas de vérifier que pour tout couple d’entiers (I,m) avec | # m,
Im p; N Im p,, = {0}. D’ailleurs, on ne peut pas le vérifier directement.

5-a Montrons que pour tout entier j compris entre 1 et k, on a : gx op; = p;.
Comme Im g, =Imp; @ ... @ Im pg, Imp; C Im gx pour tout entier j entre 1 et g. Donc pour tout & € E,

p;(Z) € Imp; est invariant par gi et : gx(p;(Z) = p; ().
k

5-b Déduisons en que pour tout entier 7 compris entre 1 et k, on a : Vr € E, Z pi(pj(z)) =0.
i=1,i#j
Pour tout ¥ € E, ((p1 + ... +p; + ... + px) 0p;)(Z) = p; ().
k k
Et donc: Y pi(p;()) + p2(@) = Z 7)) = 0 car p3 (%) = p; (j)-
i=1,i£] =1,i

5-c¢ Montrons alors que pour tout couple d’entiers (z, Jj) compris entre 1 et k, aveci # j,ona: p;op; = 0.

Comme 0 € Im g, alors comme Imq; = Imp; & ... & Impy, le vecteur 0 s’éerit de facon unique comme
somme de vecteurs de Im p; avec i variant de 1 a k: Et comme 0 € Im p; et comme 0 est la somme de 0
la somme allant de 1 a k, alors :

k
Z Pipi(E) = pilp; () = 0.

i=1,i#

6 g¢r est un projecteur si et seulement si pour tout couple (¢, 7) avec i # j, p; op; = 0.



