4. Pour tout £ € {0, 1, 2, 3}, exprimer pour tout n € N la probabilité P[X,,,; = k] en fonction
de P[X,, = 0], P[X, = 1], P[X,, = 2] et P[X, = 3.

PX,. =0] 0

) 1 BLX, =1] ) 1

Pour tout n € N, on pose : U, = PLX, = 2] Remarquons que : Uy = 0
Pl X = 3] 0

5. En déduire que le vecteur U, satisfait la relation de récurrence : U,,1 = MU,, oula
matrice M a été définie dans le calcul préliminaire.

6. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n: U, = M"U,.
7. En déduire que pour tout n € N :

2 1 i " 1 1 "
P =0~ g —3 (5) o PR U=ty (g)

On admet pour la suite que pour tout n € N ;
7 mn
5]

n 1
P[Xn=2lzl(z) “rxm o PRe=l=g+ o

2\9 2 X3t
8. En déduire: lim P[X,=0] et lim P[X, =3].
n~3»+00 n—+00

9. Montrer que pour tout n € N: E[X,]=1.

Partie B : Probabilité de disparition d’un alléle dans le cas général

On revient au processus de Moran dans le cas ot N € N* est quelconque.
On admet que pour tous i € [I, N — 1] et n € N :

° P[Xn‘:O][Xn-{-l = 0] =1 et ]P[anN][Xn—i-l = N] = 1.

. 24+ (N—4)?
L] P{anz] [Xﬂ+1 5= 'L] ] (]vz ) .

. ) (N —1
® P{ani] [Xn+1 =1+ 1] = P[ani][Xn+1 =7 — 1] — L_jv_z__).

o Py, —j[Xnt1 =4 =0sijg{i—1,4,i+1}

Pour tout i € {0,..., N}, on note :
— p; la probabilité que, sachant qu’il y avait initialement ¢ alléles A, 1'alléle B disparaisse.
— ¢; la probabilité que, sachant qu’il y avait initialement i alléles A, 'alléle A disparaisse.
10. Préciser les valeurs de pg, pn, qo €t gn-
11. On admet que pour tout i € {1,...,N — 1} :

(N =) 2+ (N —1)? i(N —1)
bi = —x3z Pi-1 + N? pi+ Nz Pitt-

(a) En déduire que pour tout 2 € {1,...,N —1} :  pis1 — pi = Pi — Pi-1-
(b) En sommant les égalités précédentes, montrer que pour tout k € {1,...,N —1}:
Dk+1 = Pk + P1-
(c) Exprimer finalement p; en fonction de p;, pour tout k& € {0,..., N} puis en déduire
k
que : pr = -
12. (a) Justifier que pour tout i € {0,...,N}: ¢ = pn—i-
(b) Calculer p; + g; pour tout ¢ € {0,...,N}.
(c) Qu’en concluez-vous?



