Devoir libre 04 tour

CORRECTION

Partie A

t—1 —2/9 0 0
0 t-5/9 -2/9 0 t-5/9 -2/9 0
Q1. (a) Oncalcule: yp(t) = 0 Z2/9 t—5/9 0 =(t-1)| -2/9 t-5/9 0 |=
0 0 -2/9 ¢-1 0 -2/9 t-1
| t=5/9  —2/9 _
(t—1) ~2/9 t-5/9 . Et alors :
5\> 4 10 21
H=t—-12|(t—=) —=|=0t—-1)? |2 - —t+—|.
() = >[( ) 81] e-vefe- D ]
10, 21 16 42
Orlediscriminan‘cdet2—§t+8—1zoestA:78—1:@,

o 10, 21 . _ 1 A
Ett t+81 a pour racines t; = 3 et tg = 5 Ainsi :

9
1 7
—_12(s_2 _ L
xm(t)=({F—-1) <t 3) (t 9>.
(b) C’est déja fait.

(¢) On remarque que M(e1) = e; et M(eq) = e4 donc Vect ({e1,e4}) C E1(M). Donc E1(M) est de
dimension au moins égale & 2 et comme 1 est valeur propre double, dim E; (M) < 2. Donc dim Eq (M) =2
et comme les autres sous-espaces propres sont de dimension 1 car ils sont associés a des racines simples,
on en déduit que la somme des dimensions des trois sous-espaces propres est 4. Donc M est diagonalisable
dans R.

(d) P~MP peut se calculer directement sinon on remarque que P est une matrice de passage. Les
colonnes C; et C5 de cette matrice sont les vecteurs ey et ey, vecteurs propres associés a 1. Puis sa colonne
Cs vérifie :

1.2/9 0 0 1 1/3
1 0 5/9 2/9 0 -3 | _ -1
MCs =1 2/9 5/9 0 3 |~ 1
0 0 2/9 1 -1 -1/3
Donc C3 représente un vecteur propre de M associé & 1/3.
De méme,
12/9 0 0 1 7/9
1 0 5/9 2/9 0 -1 1| | -7/9
MCi=1| 2/9 5/9 0 -1 || =7/9
0 0 2/9 1 1 7/9
Donc C4 représente un vecteur propre de M associé & 7/9.
1 0 0 0
. 101 0 0
Finalement, D = 00 1/3 0
00 0 7/9
(e) Pour le coup, il faut faire vraiment le produit des quatre matrices ici.
0 0
En fait PD"P~! (1) est M"™ (1) , ce qui ne sert pas ici. Attaquons le produit des 4 matrices
0 0
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1 0 1 1 10 O 0 1 2/3 1/3 0 0
0 0 -3 -1 0 1 0 0 0 1/3 2/3 1 1
00 3 -1 0 0 1/3" 0 0 -1/6 1/6 0 0
01 -1 1 oo o 7/9" 0 -1/2 -1/2 0 0
Le produit des deux premieres puis des deux dernieres donne :

10 1/3™ /9" 2/3

0 0 —1/3nt —7/9n 1/3

0 0 1/3"=t —7n/9n -1/6

0 1 —-1/3»t 7n/9n -1/2

2 1 1

Ce qui donne :

1+1 1X7"
3 2x37% 2 9

Q 2 a. S’il n’y a aucune allele A a 'instant n, aucune allele n’est transformée alors et il n’y a aucune
allele A a l'instant n + 1. Donc Pry, —g)(Xn41 = 0) = 1.

De méme, S’il n’y a que des alleles A a l'instant n, aucune allele n’est transformée alors et il n’y a que
des alleles A a I'instant n + 1. Donc Pix, —3)(Xn11 = 3) = 1.

Q 2 b. e Déterminons Prx,—i(Xn+1 = 7). On peut considérer le probleme comme le choix de deux
boules avec remise dans une urne ayant trois boules. Cela fait 32 = 9 résultats possibles. Les résultats
favorables sont la réunion de deux cas : on tire un allele A puis un autre allele A ce qui donne ¢ X @
possibilités ou on tire un alléle B puis un autre alléle B ce qui donne (3 — i) x (3 — i) possibilités. On
arrive bien a :

L2+ (3—1)?
Pix, =) (Xnp1 =) = %
e Déterminons Py, —jj(Xny1 = @ + 1). Cela fait toujours 32 = 9 résultats possibles. Les résultats

favorables consiste a tirer un allele A puis un allele B qui devient A, ce qui donne 4 x (3 — i) possibilités.
On arrive bien a :

i3 —i)

Pix, =) (Xns1 =i+ 1) = =5

e Déterminons Pry, —j(Xny1 = ¢ — 1). Cela fait toujours 32 = 9 résultats possibles. Les résultats
favorables consiste & tirer un alléle B puis un allele A qui devient B, ce qui donne (3 —14) X ¢ possibilités.
On arrive bien a :

i(3—i)

Px,=)(Xnp1=1-1) = 9

e It en une seule étape, transformer au moins deux alleles est impossible donc Pix,—;(Xn11 = j) =0
sijgé{i—1,i,i+1}.
Q 3 e Déterminons la loi de X;. On a déja X;(Q2) = [0, 3].
3
Puis, pour tout i € [0,3], P(Xy =i) =Y Pix,—;(X1 = i)P(Xo = j).
j=0

Cela donne : P(X; = 0) = Pix,—0)(X1 = 0)P(Xo = 0) + Pix,=1)(X1 = 0)P(Xo = 1)+

2 2
Pixy—2(X1 =0)P(Xo = 2) + Pix,—3(X1 =0)P(Xo =3) =0+ 9 +04+0= 9
Puis : P(X1 = 1) = P[Xg:O](Xl = 1)P(X0 = 0) + P[X():l](Xl = 1)P(X0 = 1)

5

+Pixy=2)(X1 =1)P(Xo = 2) + Pix,—3)(X1 = 1)P(Xo =3) =0+ 9 +0+0=
Puis P(X1 = 2) = P[XQ:O] (Xl = 2)P(XQ = 0) + P[onl] (Xl = 2)P(XQ = 1)

2
+Pxo=2 (X1 = 2)P(Xo = 2) + Pxo=3) (X1 =2)P(X0 =3) =0+ 5 + 0+ 0 =

Ne) i \V) O ot
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Enfin P(Xl = 3) = P[Xg:O](Xl = S)P(XO = 0) + P[Xg:l](Xl = S)P(XO = 1)
+P[X0:2](X1 = S)P(XO = 2) + P[ong](Xl = S)P(XO = 3) =04+04+04+0=0.

e Déterminons la loi de X5. On a déja X»(2) = [0, 3].
3

Puis, pour tout i € [0,3], P(X2 =i) = Y _ Pix,—j(X2 = i) P(X1 = ).

7=0
Cela donne : P(Xs = 0) = Prx,—o)(X2 = 0)P(X; = 0) + Piy,—1j(X2 = 0)P(X; = 1)

Py (X = 0) (X1 =2) + P[Xl 5(X2 = 0)P(X, = 3) = g + g g _ g
Puis : P(X3 = 1) = Py, /(X2 = 1)P(Xy = 0) + P, 1 (X2 = DP(X; = 1)
+Plx,m (X2 = DP(X, )+P[X1 WX =DPXi=8)= 2242 2=2
Puis : P(X = 2) = Py, (X2 = 2)P(Xy = 0) + Py, 1 (X2 = 2)P(X) = 1)
Py o (X2 = 2)P(X) = 2) + P, g (X2 = 2)P(X, = 3) = g 3 + g g _ g
Enfin, P(X2 = 3) P[X1 0] (XQ ) (X1 =0)+ P[X1 1) (XQ = 3)P(X1 =1)
+Pxia(Xo = B)P(X) = 2) 1 Plx, (X2 = 9)P(X, =) = 2 2 = L

Q 4 On applique encore la formule des probabilités totales. Pour tout & € [0, 3],
P(X,11 = k) ZP[X —j)(Xns1 = k)P(X,, = j).

Cela donne, en utilisant Q 2 :

1x(3—

1
P(Xn1 = 0) = 1 x P(X, = 0) + —— )P(Xn:1)+0><P(Xn:2)+0><P(Xn:3):

2
P(Xn41=0) =1 x P(Xy =0) + SP(Xn = 1) + 0 x P(X, =2) + 0 x P(X,, = 3).
12

P(Xpi1=1)=0xP(X, =0)+
P(Xny1=1) =0 x P(Xy =0) + cP(Xp = 1) + 5 x P(Xp = 2) +0 x P(Xy =3).
1 x

P(Xp41=2)=0x P(X, =0)+

P(Xp1=2)=0x P(X, =0)+=P(X, =1)+ = x P(X,, =2) + 0 x P(X,, = 3).
P(Xp41 =3)=0xP(X, =0)+0xP(X, = 1)+

P(Xp+1=3)=0xP(X,=0)+0x P(X,,=1)+ = x P(X,, =2)+ 1 x P(X,, = 3).

Q 5 On en déduit alors : Up4q1 =

2/9 P(X1=0)

- , 59 | | P(xa=1)

Q 6 U; = MUy est vraie car MUy = 2/9 | 7| P(X1=2)
0 P(Xy=3)

Puis, supposons que U,, = M"Uy et comme U, 11 = MU,,ona:U,y1 = MM"Uy = MHL,.
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0 0
Q 7 On sait que : M™ (1) = pPp"p! (1) =U,. En usant de Q 1 e,
0 0
2 1 1 7\"
PX,=0)=2— —— _~x (L)
(X =0)=3 = 555w 2X<9>

1 1 1 7\"
PX,=3)=-+————x(=].
K =3) =3+ 353 2X(9)

2 1
Q8 Ona: lim P(X,=0)=—-, lim P(Xn:3):§-

n—-+00 3’ n—o+oo
Q9 EX,) =PX,=1)+2x P(X, =2)+3x P(X,, =3) =1 apres remplagement de P(X,, = 1),
P(X,, =2) et P(X, = 3) par leurs valeurs.

Partie B

Q 10 e Siinitialement 0 alleles A, N alleles B, rien ne change car on ne pioche que des alleles B. Alors

Po = 0.
e Si initialement N alleles A, 0 alleles B, rien ne change encore car on ne pioche que des alleles A et
PN = 1.

De méme, gy = 1 et gy = 0.
Q 11 a. On part de la relation admise en début de Q 11 et on multiplie par N2 de chaque c6té. On a :

N2p;i =i(N = i)pi-1 + (i* + (N = )*)pi + i(N = i)pis1.
Cela s’écrit : (N? — 4% — (N —i)®)p; = i(N — i)(pi—1 + pi+1) ou encore :

2(Ni —i*)p; = (Ni — i®)(pi—1 + Pi+1) = 2Pi = Pi—1 + Dit1 = Pit1 — Pi = Pi — Pi—1-

P2 —p1 = P1 — Do
P3 — P2 = P2 —p1
Q 11 b. On écrit : : : = Pk+1 — P1 = Pk — Do = Pk = Pk+1 = Dk + P1-
Pk —Pk—1 = DPk—1 — Pk—2
Pk+1 — Pk = Pk — Pk—1

Q 11 c. Par récurrence immédiate, py, = kp; pour tout k € [0, N]. Puis comme py = 1, py = Np; et
donc :

_by _ 1
N N’

P1

Q 12 a. ¢; est la probabilité que, sachant qu’il y avait i alleles A donc N —1 alleles B, 'allele A disparait.
Et pn_; est la probabilité que, sachant qu’il y avait N —i alleles A donc i alleles B, I'allele B disparait.En
intervertissant A et B, alors : ¢; = py—;.

N —k k k k
Q12 b. Pourtoutke[[O,N]],qk:pN,k:TzlfN etdonc:pk+qkzﬁ+1fﬁzl.
Q 12 c. Les probabilites p; et g; évoluent de facon inverse par une proportionnalité indépendante de 1,

donc du nombre initial d’alleles A.



