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CORRECTION

Constante d’Euler-Mascheroni

On note (up) la suite définie pour tout entier p > 1 par la relation :

1 /P“ dt
Up = — — —.
P p » t

n
On pose pour tout n > 1, w, = Z Up-
p=1

1 1
1. Prouvons que, pour tout p > 1, 0 < up < — — ——.
p p+l1
1 Pt
Comme g/ — < — alors :
p+1 » t p
1_ /P“dt Lyt /P“dt<1 1
p J, t = p+1 “p J, t p p+1

2. Etablissons alors que (wy,) est une suite croissante.
Pour n > 1, wp41 — wy = Upy1 = 0. Done (w,,) est croissante.
3. Montrons que cette suite converge vers un réel v tel que 0 <~ < 1.

En utilisant la question 1,

Cela donne : 0 < w, <1— <1
n+1

Comme (wy,) est croissante et majorée par 1, elle converge vers un réel v tel que 0 < v < 1.

u
ptu

1 [t 1 [t — 1/t 1/t 1 Lg
—/ “ du:—/ wdu:—/ du——/ P du:——/ v
pJo Ptu pJo Dptu P Jo pJo Ptu p 0o Ptu

L du Py
Or / n = / — en posant v = u + p. Donc on a bien le résultat voulu.
0o Ptu » v

du.

. 1t
4. Etablissons que, pour tout p > 1, u, = —/
P Jo
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1/1 1 1 1 1
5. Déduisons-en que pour tout p> 2, - (- — —— | <y <z [ — — - ] .
2\p p+1 2
1],

Comme p+u < p+ 1 pour u € [0,

1/1 U /1 J 1 1
Up = — —du > —— | udu= ———7= = -
Poplo ptu p(p+1) Jo 2p(p+1) 2

De méme, p+u = p > p— 1 pour tout u € [0,1] et donc :
1t 1 ! 1 1
up:—/ Y dugi/ udu = = —
pJo ptu pp—1) Jo 2p(p—1) 2

N 400
6. On pose r, = Nlim Z Up = Z Up.

—
oo p=n+1 p=n+1

(a) Justifions que (r,) existe.

La somme de la série convergente E uy, est v et donc on a pour tout n > 1, w, +r, = 7.
nz1
Donc r,, existe.

1

b) Mont toutn>1, ——— < .
(b) Montrons que pour tout n > ’2(n+1)\ o™

Utilisons la question 5. On a :

Et donc :

(c) On approche 7 par w,. Explicitons un entier n permettant d’obtenir la précision 1072,

Comme |y — wy,| =1, et comme (r,,) tend vers 0, il suffit de prendre tout n tel que 1/(2n) <
1072. Cela donne : n > 50. Donc n = 50 est la valeur minimale de n & choisir.
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Formule de James Stirling

D’apres la partie I, on sait qu’il existe un réel ~, appelé constante d’Euler-Mascheroni telle que, quand
n tend vers 400 :

=Inn+~v+o(1).

=

n
k=1

On pose de plus : Vn > 2,

n

" 1
Tn, :/_1(t—n+1)2t—2dt, Yn = —lnn+/ Intdt.

-1

™

2
Et pour tout n € N, [, = / sin” x dzx.
0

1. Vérifions que t — t1lnt — t est une primitive de ¢t — Int.
On a immédiatement : (¢Int —¢)’ = Int.

2. Montrons pour tout n supérieur ou égal a 2,

Zyk =nlnn —n+1—In(n!).
k=2

On écrit :
n n k n
Zyk = Z <1nk+/k_1lntdt> :g

k=2 k=2 2

k n
/ Intdt — ka.
k—1 k=2

En utilisant la question 1, cela donne :

n
Z Yk =
k=2 k

n

tnt—t;_, —> Ink.
=2 k=2

Ce qui donne :

3
3

ye =Y (klnk— (k= 1)In(k—1)—1) = > Ik
k=2 k=2 k=2

Et on reconnait une somme téléscopique,

Zyk :nlnn—ZI—Zlnk:nlnn—n+1—ln(n!).
k=2 k=2

k=2

3. Vérifions, en effectuant une intégration par parties, que, pour n > 2 :

" 1
yn:—/ (t—n+1)-dt.
n—1 t

On va partir de I'intégrale d’arrivée car elle inspire plus que la forme initiale de y,,. On a :

n

n 1
_/ (t_n+1)¥dt:/ Intdt+[—(t—n+1)Int]"_,.
n—1

n—1

(On a dérivé t — —(t —n + 1) et intégré t — 1/t.)
Cela donne :

n 1 n
—/ (thL‘i’l);dt:/ Intdt —Inn = y,.
n—1 n—1
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Effectuons de nouveau une intégration par parties pour en déduire que, pour tout n > 2,

On integre t — —(t —n + 1) et dérive ¢ — 1/t.

n 1 no(t— 1)2 1 t— 12 11" a1
,/ (t,nﬂ)_dt:,/ t-n+1)"1 , [E=n+D1]" _ 2. 1
1 t 1 2 12 2 tl,

1 1
4. Montrons que pour tout p € N\ {0, 1}, z, < —
p— p

On remarque que (t — p + 1)? est compris entre 0 et 1 pour tout ¢t € [p — 1, p]. Alors, pour tout

p=2,
P _ 2 P
ngp:/ %dté/ d_gzL,l_
p—1 t plt p_l p

Alors pour tout n > 2,

n
Donc la suite (Z zp> est majorée et comme elle est croissante car x, > 0 pour tout p > 2, la
p=2 n>2

n
suite <Z x,,) a une limite quand n tend vers +oo.
p=2 n>2

5. Démontrons que, quand n tend vers +oc :

1 1 -
In(n!) =nlnn—n+ §1nn+§ <1+7+Zxk> +o(1).

k=2
On part de y, = 5, T3 Puis, on fait des sommes de cette égalité pour k variant de 2 a n,
n
n n n
1 1
o I
k=2 k=2 k=2

Or, en utilisant la question 2 de cette partie,

L1 1
,Z_f—zzk:nlnn—nJrlflnn!.
k:22k 2k:2

Cela s’écrit :

Inn!l=nlhn-n+1+

DO | =
> =

DS DI
k=2 —

k=2
Or :

=Ilnn+~vy+o(1).

e

n
k=1

commence & k = 2) :

n

1
Donc (attention, la somme -
( 2

1 1
1nn!:n1nn—n+1+§(lnn+'y—1+o(1))+2

X

Et finalement :

1 1 =
In(n!) =nlnn —n+ §1nn+ 3 <1+’y+k22xk> +o(1).
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1 n
6. En posant K,, = - [ 1+~v+ Z x| , vérifions que
2 k=2

n! ~ n"e " /neX
,ou lim K, =K, quand n — +oc.
n—-+o0o

On va exponentier comme ’on dit! On part de la question précédente :

1 n
eln(!) — gnlnng—neznn exp (5 (1 + v+ Z xk> + 0(1)) )
k=2
n n
1 o
En posant K,, = 3 14+~v+ Z xk> , Ol comience par remarquer que comme Z T a une limite
k=2 k=2

quand n tend vers 400, alors lim K, = K existe.
n—-+oo

On a alors :
n! = n"e~"/nefnto(l))-
Puis :
n! — Knto(1)).
n"e "\/n
Si l'on fait tendre n vers 400,

n! K

lim e

n—too nle~m/n
Donc :
n! ~n"e "/nek.
7. On veut déterminer K dans cette question.
(a) En remarquant que sin” x = sinz sin” ! z, déterminons par une intégration par parties, une
relation entre I,, et I,_s pour tout n > 2.
On a:

x 3
I, = [f sin" !z cos :L']O2 +(n—-1) / sin" 2 x cos? x dx.
0

2

Comme cos? z = 1 — sin® x, on arrange sous la forme :

3 E
I,=(n- 1)/ sin" 2z dr — (n — 1)/ sin"zdr = (n—1)I,—a — (n— 1)I,.
0 0

n—
On obtient : I, =

I,,_o, relation valable pour tout n > 2.

T
(b) Partons de Iy = 5 et Iy = 1, montrons par récurrence pour tout p € N,

2p)! (2vp!)?

I x — et I ="
= (eplyz T2 LT g )

La proposition est vraie pour p = 0.

Supposons le résultat vrai pour p donné. Alors :

Lypy1) = Iopta = 72p2+27 llzp = 2p+2-1 X (2p)!2 x L = 2p+1 X (Qp)!2 x .
p+2 2p+2 - (2p)2 2 2(p+1)  (20p1) 0 2
Or :
2p+1 ) @t (2p + 2)! _ (2p+2)!
2p+1)  (2rp)? 2(p+1)(20p1)%  2(p+1)2(p+ 1)(2Pp))2 (20T (p+ 1))
Ainsi :

I __Ce+1)
T @+ 1))

C’est bien la relation a l'ordre p + 1.

T
X —.
2

2p+3-1

De méme, on montre I'autre relation en partant de Iy41y41 = lopts = “op 3 Lt
p
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(¢) Montrons que Ioplopyq ~ 41 pour p = +0o0.
p

On utilise la question précédente :

(2p)!
(2rp!)?

_T
202p+ 1)

T (2rph)2 (2p)! T
Sy @prl C2 T

Ioplopi1 =
Et donc :
T
Ioplopy1 ~ —
p-<p 4p

quand p tend vers 4oc0.

(d) Montrons que pour n € N,
InInJrl < 1721 < InInfl-

On a clairement : I,y < I, < I,,—1 pour tout n > 1. Il reste a mutiplier par le positif I,, et
on a le résultat.

Déduisons-en un équivalent de I,, au voisinage de n = 4o0.

7r
D’apres la question précédente, Ioplopti1 ~ P
D

Et de facon similaire, Iop_11ap ~ 41 (il suffit de prendre p — 1 & la place de p).
P

T
Ce qui donne : I, 11 ~ o Ainsi, quand n tend vers 400,
n

2~

moon’
Et donc : I, ~ i.
2n

En particulier, I, ~ | /41.
D

(e) Vérifions que Iz, ~ ﬁ au voisinage de p = +0o0.

On a :

(2p)lr (2p)?re=2P/2pek
oy = ~
P (2pp|)22 922p (ppe—p\/z_)el()2

™
X — =
2

V2peX’

P
Or, d’apres la question précédente, Iz, ~ , [ —.

4p
Donc :
T T
V2pek 4p’

On en déduit : e = /27.

(f) On voit immédiatement que lorsque n — +00,

n! ~ (E) 27n.
e

On appelle ce résultat la formule de Stirling.

Partie 111

Démonstration du théoréme de Moivre-Laplace dans un cas particulier. Ici n € N*.

1. Générateur aléatoire.

On note, dans cette question et les suivantes, X une v.a.r de Bernoulli prenant les valeurs —1 et 1
de fagon équiprobable, c’est-a-dire que :

P(X=-1)=P(X=1)=
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Démontrons que X est une variable aléatoire centrée réduite, c’est-a-dire que E(X) =0et V(X) =
1.
1
En effet, E(X):flx%Jrlxg:O.
1
Puis : E(X?)=1x 3 +1x 5= let V(X)=FE(X?) -EX)*=1.

2. Somme d’épreuves élémentaires.
Soit Y, la v.a.r égale a la somme de 2n v.a.r X indépendantes.

(a) Montrons que Y;, ne prend que les valeurs paires de [—2n, 2n].

S’il y a n valeurs 1 et n valeurs —1, Y,, = 0.
S’ily an — 1 valeurs 1 et n + 1 valeurs —1, Y,, = —2.
S’illy an — 2 valeurs 1 et n + 2 valeurs —1, Y,, = —2 x 2.

e Sily an—kvaleurs 1 et n+ k valeurs —1,Y,, = -2 x k.

e S’ily a0 valeurs 1 et 2n valeurs —1,Y,, = —2 x n.
Puis on reprend avec —Y,, qui donne une majorité de 1. On obtient Y;, = 2 X k avec k entier
entre 0 et n. On a bien que des valeurs paires.

(b) Dans le calcul de Y, soit R la v.a.r égale au nombre de fois ot X vaut 1 et L la v.a.r égale
au nombre de fois ou X vaut —1.
i. On a immédiatement :
R+ L =2n.
Comme Y,, = R— L,
Y,=R—-(2n—R) =2R — 2n.

ii. La loi de probabilité de R est une loi binomiale B(2n, %) En effet, la loi de R est une
succession de 2n lois de Bernoulli de valeur 1 si X vaut 1 et de valeur 0 si X vaut —1. Ces
lois de Bernoulli ont pour parametre 1/2.

Comme R + B(2n, %),

X

1
E(R):2n><§:netV(R):2n>< 5

N | —
DN | =

iii. Pour k € [—n,n],

P(Yn2k)P(2R2n+2k)P(Rn+k)< 2n > <1)n+k <l>nk

n+k 2 2
oam \ (1\>"
n+k/\2 ’
(¢) Montrer que Y, est symétrique par rapport A 0, c¢’est-a-dire :

VEk € [-n,n], P(Y, = —2k) = P(Y, = 2k).

On a en effet :

et == 2 (3~ ) (8-
() (3) = piv -

(d) Démontrons que Y, est centrée (c’est-a-dire E(Y,) = 0).
Ona:

E(Y,) = E(2R — 2n) = 2E(R) — 2n = 2n — 2n = 0.
(e) Calculons la variance V(Y;,) et I'A@cart-type a(Yn).
On a:
V(Yn) =4V(R) =4 x g = 2n et donc o(Y,,) = v2n.
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Comme 2n # 1, [a variable Y,, n’est jamais réduite.

3. Réduction de la variable aléatoire.
On pose :

p— Yn
Vi om

vn € N*, Z,

(a) Démontrons que Z,, est une variable aléatoire centrée réduite.

On a: E(Z,) = \/%E( )= 0 et V(Zn) = <¢L2_n) V(Y,) = 1.

(b) On part de Y,,(Q) = {2k, k € [-n,n]} et donc :

Z, () = {zk = \j—2k_n, ke [[—n,n]]}.
(c) Vk € [-n,n],

P(Zy=2z)=P (Zn = %) = P(Y, =2k) = (712:’0 2-2n,

4. Histogramme L’histogramme de Z,, est un diagramme constitué de 2n+1 bandes jointives centrées
sur les valeurs de zj, et dont laire est égale & P(Z,, = zj). La largeur commune de ces bandes est
égale A Tespace inter-valeurs de la variable Z,. C’est Pévolution de ce diagramme lorsque n tend
vers +00 qui va nous amener a la loi normale.

On fait un dessin sans souci.

On commence par graduer 'axe des abscisses en faisant apparaitre z_,,, z2_p41, ... 2-1, 20, 21, -
Zn-

On crée des sous-intervalles centrés en z; qui se touchent et les bandes ont des hauteurs variables,
a calculer.

La largeur de chaque bande est :

Zn T An—1 — —%

2
Puis Paire de la bande centrée en z; est : ( " ) 272,
n+k

Donc la hauteur de la bande centrée en zj est :

h(zk)<n+k \/ \/_ n—l—k) o

5. Préparation au passage a la limite
Soit « € Ry (on sait que les Z,, sont symétriques par rapport a O).
On veut créer une suite (z,,) d’éléments de Z,,(2) convergeant vers x.

On pose :
Vn V2
kn = | —= t T, = — kn.
Lﬂx R

(a) Démontrons que x,, € Z,(€2) pour tout n assez grand et en appliquant le théoréme des Gen-
darmes que la suite (z,,) tend vers z.

2
Les éléments de Z,(€2) sont de la forme Tk avec k € [—n,n].
n

Déja, a-t-on ky, € [—n,n]?

n
k., est positif et de plus si %x n alors k, < n et donc si z < v/2n. Ceci est vérifié des que

n est assez grand. Puis :

@zfl<k v V2 V2

n S SErer— —= < —=kn
NG N AV TNV

< x.

2
Donc si n tend vers 400, d’aprées le théoreme des Gendarmes, ikn tend vers z.

Jn
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1 (2n)! ﬁkt ¢% .
— car z = ——k et comme xz, = —k,, en prenan
920 (1 + k)| (12 — Kon)! = n NG P

2 22
(¢) Démontrons que la limite du rapport —* quand n tend vers +oo est =
n
2
1 k2 2
Ona:— (ﬂxl) <—"§x—.
n \ 2 n 2
2

x
Les deux membres extremes de la double inégalité tendent vers > quand n tend vers +o0.

(b) On a: h(z,) = %

k, a la place de k.

(d) Vérifions que n + ky, et n — ky, tendent vers +oo quand n tend vers +oo.

v vn

Ona:k,>—-—x—1et doncn+k, > —x—1+n quantité qui tend vers +oo quand n tend

V2 V2
R

Puis &, < —= = n— —= < n — k,, quantité qui tend vers +oco quand n tend vers +oo.

VT VT
6. Calcul de la limite

(a) En utilisant la formule de Stirling établie en fin de partie II, montrons, quand n tend vers +oo,

2%, \ "
1_
1 n—+ky

V2 ( ki)"

h(zn) ~

Partons de la question 5-b, on a quand n tend vers +oo,

_no 1 (2n)!
T V2 22 (k) (n— k)

h(zn)

Et donc :

()

e

227’7, ]{j n+tkn B k n—rkn .
<n+ n> 2w (n + ky) (n n) 2w(n — ky)
e e

Cela donne :

Vnv2n(2n)"
VIR (4 )" (n 4 R 3 (n— ) (n— ) IV

h(xn) ~

Cela donne encore :
n(2n)2"(n — ky )k»

h(xz,) ~ .
(#n) (n2 — k2)2 (n+ kp)"(n — kn)™(n 4 kn)*n /27
Ou encore :
— k’ﬂ
k2\? Eo\" Eo\"
1-— 14+ — 1——= 1 (n+ky)kv2r
n n n
Ce qui donne :
()
h(@n) ~ n+k,

R\" [ R\ —
(1) (15) v

1
k2 2
Or, la quantité (1 — —g) tend vers 1 quand n tend vers +o0. Il reste bien :
n

L 2k Fn
n+ ky,

h(zn)

n2
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(b) Posons :

kn 2\ "
2k k
A=(1--2tn B=(1-"2) .
( n+kn) et ( nQ)

En utilisant In(1 —u) ~ —u quand u tend vers 0, calculons In A et In B puis leurs limites quand

n — +00.
On a:
k2 nk? k2 x?
1nB:n1n(1—§) N—?N_;N_?

n—-+o0o

22
Donc: lim B =exp (—?) .

Puis,

InA=k,In (1 - 2kn > .
n+ ky,
Et quand n tend vers +oo, comme k, = @,
V2
Vnx
2k, V2

n+ky, n
n

quantité qui tend vers 0 quand n tend vers +oco.

2\/T_L:L' Vnx
V2 V2 na’ 2
Vnx n+v2ynz
V2

n +

Donc: lim A =exp (fo) .

n—-+o0o
Il reste :

i h(zy) 1 o (:EQ 2) 1 o < :L'2) ()
im h(x,)=—exp|——2a°) = xp | —— | = g(z).
n—+00 o P o P B g

g est appelée la densité de probabilité de la loi normale N(0,1). On dit que Z, converge vers N(0,1).



