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PROBLEME 1

Soit V — AB(p), alors| P(V=1)=pet P(V =0) = 1—p\

On saitque E(V) = 1x p+0x (1 - p) = p; et, d’apres la formule de transfert, E(V?) = 12 x p+0% x (1-p) = p;

donc E(V?) existe et ainsi| V € 77

Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, et seulement si V (i, j) € N2, ona:
P([X = xi] Ny = y]]) =P([X = xi]) x P([Y = y]])
on en conclut que :

rij=pixq; < XetYsont indépendantes ‘

On applique a nouveau la formule de transfert :
Xe 7/512’ donc E(X?) existe et X est d’espérance finie, ainsi on peut écrire :

E(X?) =) x2P([X = x;]); soit|E(X?) = ) pix?
ieN ieN

De méme, ona:|E(Y?) = > qjyf
jeN

Les événements ([Y = y;]) jeN forment un systéme complet d’événements, d’apres la formule des proba-
bilités totales, on en déduit pour tout i e N :

+00 oo
P(X=x)=Y P(X=x]1n[Y =y}, s0it| p;= Y 1
j=0 j=0

+00 +00 +00
On amontré que E(X?) = Y p;x7;donc: |[E(XX?) =Y Y rijx?
= i=0 j=0

De méme, les événements ([X = xi]) ieN forment un systéme complet d’événements, donc

+00 +00 +00 +00
P(IY =yj)) = }_ P(IX = x;1n[Y = y;1), soit q; = y_ rij, etdonc|E(Y?) = Y Y riy5
i=0 i=0 j=0i=0

Pour tout (x, y) E[Rz, ona: (x—y)2 =20 o x2+y2—2xy>0 © xy< %(x2+y2);
deméme: (x+ )20 & x>+ y*+2xy=0 & —xy<z(x*+)?)
Si x et y sont de méme signe, alors |xy| = xy et si x et y sont de signes contraires, alors |[xy| = —-xy;

1
dans tous les cas, on a bien montré: | |xy| < 3 (x* + )

Tout d’abord XY (Q) = {x;y;, (i, ) e N®}.
Ensuite, si elle existe, 'espérance du produit XY est Z Z xiyiPUX=x;1n[Y =y;]) = Z Z XiYjTij
ieN jeN ieN jeN
D’apres le résultat précédent, on peut écrire : V(i, j) € N?, |x;y;| < 3 (x? + y?) ; or on sait que X? et Y2 sont
d’espérances finies, donc, par linéarité, on peut dire que la variable aléatoire %(X2 +Y?) est d’espérance

finie, et, en appliquant le résultat de I'énoncé, on en conclut que ’ XY estd’espérance finie ‘
2 D XiViTij
ieN jeN

de plus, on sait que V (i, j) € N?, [x;yj| < 3(x? + y?), donc:

E(XY) < < Z Z |x;yjlrij, par inégalité triangulaire;

ieN jeN

L 2 2 1 2 2 1 2 1 2
E(XY) < Z Z E(xi +yj)r,~jsiz inriijJ’jrijSEZ inrif+§ Z Zyjrij
ieN jeN ieN jeN ieN jeN jeNieN
1
ce qui donne bien :| E(XY) < E(E(Xz) +E(Y2))
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Q8- Tout d’abord, la variable aléatoire nulle N, de loi certaine, vérifie P(N =0) = 1, E(N) =0 et E(N?) =0 et
donc appartienta 72,
Soient X et Y deux variables aléatoires de 7/(12 et Aunréel; onpose Z=1X+Y.
Il est clair que Z est une variable aléatoire réelle discrete définie sur Q. Montrons que E(Z?) existe :
7% = A2X?2+2AXY +Y?;les variables X? et Y2 sont d’espérances finies par définition de X et Y, et, d’apres
la question précédente, la variable XY est également d’espérance finie; on en conclut par linéarité que
Z? est d’espérance finie et donc que Z=AX+Y € V7.

On a montré que 7/; est un sous-espace vectoriel de 'ensemble des variables aléatoires réelles sur Q

Q9- | Z( Q) ={1}etP(Z=1)=1

Q10- ]E(Zz):lzxp([zzl]):l\etdonc Zev?

Q11— Soit X € 7/012, on sait que Z € 7?2, on peut donc appliquer le résultat de la question Q7 :
XZ estd’espérance finie et : E(XZ) < 3 (E(X?) +E(Z%)) < 1 (E(X?) +1)
Posons X (Q) = {x;} et P([X = x;]) = p;; on sait que Z(Q) = {1}, et P(IZ =1]) = 1; on adonc x; x 1 = x; et
+00

P([X=x;1n[Z=1))=P([X =x;]) = p;; alors E(XZ) = Z x;p; = E(X). On en déduit donc :
i=0

E(X) < %(1 +E(X?))

Q12— (X-EWX))(Y-E(Y))=XY - XE(Y)- YE(X)+E(X)E(Y); par linéarité, on a donc:
E(X-EX))(Y -E(Y)) =E(XY)-EX)E(Y) -E(Y)E(X) +E(X)E(Y), soit :

| cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y)] (1)

Q13- Soit X € 72, alors E(X?) existe, donc X admet une variance égale a V(X) = E(X?) — (E(X))°; de méme, si
Ye 7/(12, alors Y admet une variance V(Y).
D’apreés la question Q7, E(XY) existe, donc en appliquant la formule (1), on en déduit que :

’ X et Y admettent une covariance cov(X,Y)

Ql4-
P((Vi=1) =P([Vi =1In[Va=1In[V3 =1+ P([V1 =1]n[V2 =1]n[V3=0])
+P([(Vi=1In[V2=0In[V3=1]D)+P([V1 =1]n[V2=0]n[V3=0])
=0+p3+p2+0=[1-pi|
P([Vi=0D) =P([Vi =0In[Va=1IN[V3=1])+P([V1 =0]n[V2 =1]n[V3=0])
+P([Vi=0In[V2=0In[V3=1])+P([V1 =0]n[V2=0]n[V3=0])
=p1+0+0+0=
De méme, on montre que| P([Vo =1]) =1 —po ; P([Vo =0]) = p» ‘et’ P([Va=1])=1-p3; P((Vz3=0]) = p3
Les variables Vi, V, et V3 sont bien des variables de Bernoulli de parametres respectifs 1 — p;, 1 — p» et
l—pg.
Q15—

P(S=2)=P([V1 =0]n[Vo=1INn[V3=1])+P([Vi1=1]1n[Vo=0]n[V3=1])
+P((Vi=1In[Va=11n[V3=0]) = p1 + p2 + p3 =[ 1]

S suit une loi certaine, donc|V(S) =0
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Q16— cov(Vy, Vo) =E(1 Vo) —E(V1) E(V,); avec E(V1) =1—p1 etE(V2) =1—po;
EWiVo) =1x1xP([Vi=1In[V2=1) =P([(Vi=1In[V2=1INn[V3 =1+ P([Vi =1INn[V2 =1In[V3=0])
donc E(V1V3) = p3 et ainsi: cov(Vy, Vo) = ps — (1 — p1)(1 — p2) = ps — 1 + p1 + p2 — p1p2 Soit :

Vi) =p1(1-p1)

Q17— Sii = j, cov(V;, Vj) = cov(V;, Vi) = E(V2) = (E(V)))® = V(Vi) = pi(1 - py) etsi i # j, cov(V, V}) = —pipj;

cov(Vy, Vo) = —p1p2 ‘ et, par propriété d'une variable de Bernoulli,

donc:
pil=-p1) —pip2 —p1P3
K=( —pip2 p2(l-p2)  —p2ps3 )
—P1p3 =p2p3 p3(1=ps3)

p1l=p1)  —pip2 -p1P3 1 p1—p1(p1+ p2+ p3) 0
Q18- | —-mp2 p2l—p2)  —p2p3 L|={p2—p2(p1+p2+p3)|=|0
1 0

—p1P3 -p2p3  p3(1—p3) ps— ps(p1+ p2+ p3)

1

1
Donc (1) est un vecteur propre de K associé a la valeur propre 0

Q19— p1(1-p1) #0, on peut utiliser ce ccefficient comme pivot :

pil—-p1) —pip2 —p1P3 pil—=p1) —-pip2 —pip3
-p1p2 p2l—p2)  —pa2p3 Ll 0 0 p2p3  —p2p3
—-P1P3 —paps ps(l—pg)) 2T POR2ER 0 —p2P3  P2P3

L3 — (A -p1)Lls+p3ly

~

(1 -p1 —P2 —Pp3

) g
0 0 0

1
Ainsi, d’apres le théoréme du rang, son noyau est de dimension 1, et donc| Ker(K) = Vect (( 1 ))
1

2

2p(1-2p) -p(-2p) —p(l-2p)
Q20— Sip,=p3=p,alorsp1=1-py—p3s=1-2pet K:(—p(l—Zp) p(l-p) -p )
-p-2p)  -p° p-p)
p(=1+4p) p(d-2p) pQA-2p) 4p-1 1-2p 1-2p
pls—K=(p(1—2p) p? p? )~(1—2p p p )
p(1-2p) p? p? 0 0 0

Sip# %, alors rg(pIz — K) = 2 et dim (Ker(pIs — K)) = 1 et donc:

sip# %, p est valeur propre de K d’espace propre de dimension 1

1
0 3
1
3

O WI—W|—

0

Sipz%,alorsplg—K~(
0

) = 1g(pls—K)=1 = dim(Ker(plz — K)) =2

sip= %, p est valeur propre de K d’espace propre de dimension 2

Q21- Toutd’abord, K étant une matrice symétrique réelle, elle est diagonalisable et donc, semblable & une ma-
trice diagonale. On sait que la trace est invariante par changement de base, donc la trace d'une matrice
diagonalisable est égale a la somme de ses valeurs propres. Pour finir, une fois les valeurs propres déter-
minées, il possible d’en déduire le polynéme caractéristique, car on sait que ce polynéme est unitaire et
admet les valeurs propres pour racines.
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Tr(K) =2p(1-2p) +2p(1—p) =2p(2-3p) = 4p—6p? et on sait que 0 et p sont les deux premieres valeurs

propres, ainsi| Sp(K) = {0, p,3p(1 —2p)} |et alors | yx (x) = x(x — p)(x—3p(1-2p))

V(Vl) COV(Vl, Vz) COV(Vl, Vg)
Q22— K =|cov(V,, V1) V(V5) cov(Vs, V3) |, or, d’apres la définition de cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y),
COV(Vg, Vl) COV(Vg, V2) V(Vg)
on en déduit que Vi # j, cov(V;, V) = cov(V}, V;) et donc que ’ K est une matrice symétrique

K est une matrice symétrique réelle, donc, par théoreme,

K est diagonalisable

Q23— V(W) =EW?) - (EW))?, avec
wW?= x% V12 + x% V22 + x§ V32 +2x1ViVo+2x2x3Vo V3 +2x1x3V1 V3 et
(EW)? = x2(E(VD)? + 22 (E(V))? + x2(E(V3))” + 2x1 %2 E(V1) E(Va) + 2x263 (V) E(V3) + 231 %3 (V) E(V3)
il vient :
V(W) = x2V(V}) + x5 V(V2) + X5 V(V3) + 2x1 %2 cov(Vi, Vo) + 2xx3 cov(Va, V3) + 27 x3 cov(Vy, V3)
= x% cov(Vq, V1) + x% cov(Vs, Vo) + x§ cov(Vs, V3) + 2x1x2 cov(Vq, Vo) + 2x2x3 cov(Va, V3) + 2x; x3 cov(Vy, V3)

On en déduit donc:

Z x;xjcov(V;, Vi) = V(W), or une variance est positive donc :
1<i,j,<3

V(x, %2, x3) €R®, Y xpxjcov(Vy, V) =20

1<i,j,<3

V(W) cov(V,V2)  cov(Vy, V3) cov(V1, V1) cov(Vy, Vo)  cov(Vi, V)
Q24— Onrappelle que K = | cov(V>, 1) V() cov(Vo, V3) | = | cov(Vr, V1) cov(Vs, Vo)  cov(Vs, V)
cov(V3, V1)  cov(V3, Vo) V(V3) cov(Vs, V1) cov(Vs, Vo)  cov(Vz, V3)

X1
Soit X = | x» |, alors:
X3
cov(Vy, V1) cov(Vy, Vo) cov(Vy, V3)) (x1
XTKX:(xl,Xz,Xg) cov(Vo, V1) cov(Vo, Vo) cov(Vo,V3) || x2 | = Z x;xjcov(Vi, V)
COV(Vg,Vl) COV(Vg,Vg) COV(Vg,Vg) X3 1<i,j,<38

Le résultat de la question Q23 s’écrit donc :| V(x1, X2, X3) € IR{?’, X'KX=0
Soit A une valeur propre de K associée au vecteur X; on adonc KX = 1X.
Ainsi, XTKX =0 © X"AX=0 & AXTX>0 o A|X[%2=0,ou | X|? = xf +x§ + x?z’; onalX|?=0,donc:

’ A est valeur propre de K si, et seulement si A =0
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PROBLEME 2
Q25— Lafonction f est définie par f(x) = Arcsin(2x —1). La fonction u — Arcsin(u) est définie et continue sur
[-1,1], et dérivable sur] —1,1[;or2x—-1€[-1,1] © x€[0,1] donc:
’ f est définie et continue sur [0, 1], et dérivable sur ]0, 1] ‘
u'(x) B 2 B 1
Vi—um)? Vi-@x-12 Vax—ax? VXd-x

— Soit g une fonction constante sur 0, 1], alors, Vx €]0,1[, g'(x) = g"(x) =0 et| g est bien solution de (Ey
Q26— Soit g une foncti 10,1[, alors, Vx €]0,1[, g'(x) = g"(x) = 0 et| g est bien solution de (E)

f(x) = ; soit| f/(x) =

1/2  1/2 x—1+x 2x—1 16x—8 . 16x—8 1/2  1/2
Q27- — + = = = ,donconabien:| ———=—+ ——
x  x-1 2(x(x-1) 2(x(x-1) 16(x2-x) 16(x2-x) x x-1
B Z:yl Z:yl Z:yl
Q28 { 16(x*> - x)y" + (16x—-8)y' =0 @{ 16(x?> - x)z' +(16x-8)z=0 °{ 2+ i s2=0

z=y S !
16(x? — x)y"+ (16x-8)y' =0 Z+(L2+12)z=0

x T x-1

Q29— Pour x €]0, 1[, une primitive de la fonction x — ”72 + %

X— %ln(x)+%ln(l—x) =In(Vx-x?)

est donnée par :

C
Les solutions de (E*) sur 0, 1] sont donc définies par| z(x) = Ce " nvx1-0) = = ayec CeR
P vx(1l-—x)
~ . z = y/ z = y/
Q30— Onsait que { z solution de (E*) e { y solution de (Ejy)

Les solutions de (Ep) sur ]0, 1[ sont donc définies par :
y(x) = CArcsin2x—1)+D, avec (C,D) € R?

Q31— y est développable en série entiére au voisinage de 0 et coincide avec sa série entiere sur | — R, R[, donc,
par théoréme, | y est de classe € sur | — R, R|

+00 +00 +00
Q32— y(x)=)_ apx",doncy (x)= Y na,x"'ety"(x)=) nn-1a,x"?
n=0 n=0 n=0
en comptant, cette fois, les termes nuls dans y’(x) et y"(x); y est solution de (E,) si, et seulement si

+00 +00 +00 +00 too
16n(n—1a,x" - 16n(n- Da,x" '+ Y 16na,x"- ) 8na,x" ' — Y papx"=0

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

on pose n:=n— 1 dans la deuxiéme et la quatriéme somme, I’égalité est donc équivalente a :
+00 +00 +00 +00 +00
Z 16n(n—1)a,x" - Z 16n(n+ a1 x" + Z 16na,x" - Z 8(n+1a;1x" - Z pa,x" =0
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

+00
< Y [16n(n-1a,—16nn+1)ap1 +16na, —8(n+1)ans1 — pay] x" =0
n=0

+00
PN Z [(16n2 —Wan—8(n+1)2n+1ap+1]x" =0

n=0

Q33— Une série entiere est nulle si, et seulement si les ccefficients sont nuls, donc

VneN® 16n°—p
n ,pel = ———————a
"LTgm+n@n+D "
n—1
[Ta6k*-w
. k=0
Montrons par récurrence la propriété &, : a, = ———a
P prop ne ST T e 0
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o Initialisation : a; = ?uao, donc &, est vraie.

n-1
[Ta6k*—w
k=0

© Hérédité: Supposons que pour un certain n, a, = —————
4"(2n)!

ap; par hypothese de récurrence :

n—-1
(16k% — )
16n% —u 16n% —u kl:[()

a = a, = a
"8 D@n+) " 8(n+D@n+l) 4@l
n n
[Ta6k*-pw [T6k*-p
3 k=0 o = k=0 4
41 2n+2)2n+ @) 0 4artien+2)
n-1
[Ta6k*-w
. . . k=0
o Conclusion : On a montré par récurrence : | d, = ——————dy
4n(2n)!

Q34— Il est clair que si ag =0, alors a;, =0, pour tout n € N;

y estla fonction nulle et son rayon est +oco

Q35— Soit ag # 0 et u = 16p?. Dans un produit, si un facteur est nul, alors le produit est nul, donc tout produit
ayant pour facteur 16 p2 — pestnul, ainsi a, =0 pourtout n= p+1.

On en conclut que y est alors polynomiale de degré p

Q36— Soit ag #Z0 ety #16p%, Vp eN. Alors a, #0, YneN. On pose u, = a,x" :
Upi1 16n° —pu » 1612

= x ~ —_—
Uy 8(n+1)2n+1) n—+co 1612
si |x| < 1, alors la série est absolument convergente, et si |x| > 1, alors la série diverge grossiérement;

d’apres le théoreme d’Abel, on en conclut que :

|x| = |x|; d’apres le critéere de d’Alembert :

le rayon de convergence de la série entiere y est égala 1 ‘

n-1 n-1
[Task*-1 | []@k-D@k+1)
Q37— Soitag=1et pu=1; daprésla question Q33 : a, = k:04n(2n)! =| =0 YCerT
n-1
Q38— Montrons par récurrence que pour tout n € N*, (4n)! = —22" x (2n)! x (4n—1) x [T@k-D@Ek+1)
k=0
o Initialisation : 4! = 24 et =22 x 2 x 3 x (—1) = 24, donc la propriété est vérifiée pour n = 1.
n-1
o Hérédité : Supposons que pour un certain n, (4n)! = 22" x (2n)! x (4n—1) x 1_[ 4k-1)(4k+1):
k=0
An+4)!=M@Un+4)4n+3)4n+2)4n+1)(4n)!
par hypothese de récurrence :
n-1
=—(An+4)4n+3)@n+2)@dn+1) x 22" x 2n)! x (4n—1) x H (4k-1)4k+1)
k=0
n-1
=-22"22n+2)2n+1)2n)!@n+3)4n+1)@n-1 [] 4k-1)@k+1)
k=0
n
=-22""22n+2)!4n+3) [ 4k- D@k +1)
k=0
n-1
o Conclusion : On a montré par récurrence : | (4n)! = —2" x (2n)! x (4n—1) x H (4k-1)4k+1)
k=0
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n-l —(4n)!
Q39— D’apres la question précédente, on déduit ]}:[0(416 -1)@k+1) = W
—(4n)! —(4n)!

donc a, =

22n2p)\(4n—1)4"(2n)! - 42n(2m))2(4n-1)

Q40— D’apreslaformule de Stirling, n! ~ e™"n"v/2an, donc 4n)! ~ e Uun*V8rnet 2n)! ~ e 2" 2n)2"/4nn
—e ' (4n)*"/8nn —@An)*"2v2 -1
2ne~4n2p)in(dnn) x4n  24"2n)*n x 16nVnyT | 4n3\on

Ainsi, a,, ~

Q41— On appelle que le rayon de convergence de ¢ est ; donc la série est absolument convergente sur

1-1,11.
n s . L 1 1 . L.
Pour |x| =1, |a,x"| = |anl; d’apres la question précédente |a;| ~ x —; or on sait que la série de
4v2m  n2
1 . . .
terme général — est une série de Riemann convergente; on en conclut, par comparaison que :

nz

la série entiere ¢ est absolument convergente aux bornes de son intervalle de convergence ‘

Q42— D’apres les questions précédentes, la série entiére ¢ est convergente donc définie sur [-1,1] et est non
nulle; de plus son terme général vérifie la condition établie a la question Q32. La restriction f de ¢ a
I'intervalle ]0, 1[ est également non nulle et vérifie la méme condition.

Donc’ f estune solution non nulle de (E7) sur ]0,1{
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