2TSI. Devoir surveillé n°04
CORRECTION

| Exercice 01|

1. Soient E un plan vectoriel, B = (Z, j) une base de E et 0 €]0, 7| fixé. On définit alors sur E une forme
bilinéaire symétrique ® par les relations (1) :

- - -

®(i,7) = ®(j,1) = cos(h) et B(7,7) = ®(j,j) = 1.

On rappelle qu'une forme bilinéaire sur E est une application de E? dans R, linéaire par rapport a
chacune des variables. En utilisant les relations (1) et le fait que ® est linéaire par rapport & chacune de
ses variables et que ® est symétrique, c’est-a-dire que @()?,?) = @(?,X) pour tout couple ()?,}7) de
vecteurs du plan, calculons ®(2i — 7,47 + 37) en fonction de 6.
On développe @(257 joi+ 3;) par rapport a chacune des variables. On trouve :

®(24,1) + (27, 37) + ®(—4,7) + ®(—7,37).
Cela donne :

20(21,7) + 69(7, j) — (7, ) — 3®(], ).

Ou encore :

-,

2+ 5®(i,7) —3=—1+5cosb.

2. On passe au cas général. Soient X = zi+ xgj et Y = ylf—i— ygj deux vecteurs de E. Exprimons
®(X,Y) en fonction des réels 1, xa, Y1, y2 et 6.

On utilise la bilinéarité de ® et son caractere symétrique. Il vient

(217 + 227, 1T+ y2]) = 2191 @ (,7) + 22y2®(7,7) + 2192@ (%) + 2231 ®(7,7)
= x1y1 + T2y2 + (T1y2 + T2y1) cos O

1 cosf Y1
(1’1 yl) (cos@ 1 > <y2>

Cette expression matricielle peut s’avérer pratique.

3. Montrons que ® est un produit scalaire sur F, c¢’est-a-dire que ® en plus d’étre bilinéaire symétrique
est définie et positive.

Pour montrer que ® est un produit scalaire, il reste a étudier @()z , X )

@()2,)2) = a3 + 23 + 22122 cos0 = (|21| — |.I'2|)2 + 2|21 22| (1 + cos )
2
> (|z1] = |z2])” + 2[@122] (1 — | cos0]) > 0.

De plus, @()? , X ) étant la somme de deux quantités positives et '’hypothese 0 < § < w assurant que

|cos] < 1, elle est nulle si, et seulement si, |z1] = |x2| et |#122] = 0, done si, et seulement si X = 0.
Alnsi, @ est bien un produit scalaire sur E. (On pouvait aussi écrire plus naturellement

®(X,X) = (21 + 22 c080)2 + (1 — cos? 0)z3).
4. o Soit X = z1i+ xgj, déterminons les composantes de f()z)

f(i) =217+ w2 — T+ 2c080]) = —27+ (21 + 2 cosba2)].



2

e Montrons que pour tout X de E, ®(f(X), f(X)) = ®(X, X).

@ (1(%).5(X))

(—x2)? + (xl + 2 cos 9z2)2 — 229 (:L'l + 2 cos 91‘2) cos 8

22+ (1+4cos® 0 — 4cos® 0)a3 + (4 — 2) cosOzyx9 = 22 + 25 + 22129 COSO = @()?,X)

5. Déterminons un vecteur k € E tel que (i, E) soit une base orthonormée pour ® et que ®(7, E) > 0.

On utilise le procédé de Gram-Schmidt en orthonormalisant la base (i’, j)

—

. Vi
O t: =
n écri { 7

! - avec @(‘71,‘72) = 0. On écrit :

2 = 3+az

O(Vi, Vo) = ®(i,7) + a®(i,7) = cos + a = 0.

On en déduit que a = — cos . Ainsi Vg = j— cosfi. Puis on a :

®(V1, V1) = @(0,0) = 1.

Et il reste a développer :

On trouve :

Ou encore :

-,

B(Va, Vo) = ®(—cosli+j, —cosOi+j)

cos? 0 B(i, i) — cos O B(i, j) — cos O D(7, j) + D(7], )

14 cos?0—2cos?f =1—cos’f = ||1_/'2H2

Comme 6 €]0, [, 1 — cos?@ > 0. Et donc :

7 Vs —005917—1—37 —cos@f—i—f COSHT’+ 1 -
= — = = - = —— 7 - .
Ak V1 — cos2 @ sin @ sin @ sm@j
1 __cosf
sin 6 1
6.a On pose : On pose P = . Montrons que P~! = < 0959 > .
0 L 0 sinf
sin 6

11 suffit de faire P~1P = .
6.b Calculons P~'CP et déduisons en la matrice de f dans la base (i, k).

-1 (1 cosf) (0 -1 1 —cosf/sinf\ [(cosf —sind
P CP(O sin9> <1 20059> <O 1/sinf ~ \sinf  cosf }°

Et cette derniere matrice est la matrice de f dans (i, k).

Spécial 5/2 : Précisons la nature de f.

On a donc Mat(TE)(f) = (

cosf) —sinf

sing  cosd ) et f est bien entendu la rotation d’angle 6.

| Exercice 02|

Si m € R est fixé, on considere 1'équation différentielle (E,,) : y”(z) + maxy'(z) + y(x) = 22 et on note
(H,) son équation homogene associée.

PARTIE A. Etude du cas m = 0

1. Ici y”(2) + y(z) = 0. L’équation caractéristique est 72 + 1 = 0 de solution r = 44. Donc :

Siry) = {gg — Acosx + psinz, (A, u) € RQ}'
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2. Trouvons une solution particuliere de 1'équation différentielle (Ep) définie sur R de la forme y,(z) =
22+ ax + B, ol « et B sont des réels & déterminer.

Pour tout z € R,
yp(x) +yp(z) =2+ 2° +ax+ =0 +ax+f+2=2"

Donc a =0 et B = —2. Il reste : y,(x) = 2% — 2.

3. Déduisons en l'ensemble des solutions de (Ejp) et 'unique solution y : R +— R de (Ey) avec y(0) =0
et y'(0) = 1.

On a:

S(iy) = {z > Acosz + psinz + 22 — 2, (\, ) € R*}.
Puis si y(z) = Acosz + psinz + 22 — 2 et 3/ (x) = —Asina + pcosx + 2, avec les conditions initiales, on
a:

A—2=0et p=1.
L’unique solution du probleme d’Augustin Cauchy est :

x> 2cosx +sinz + 22 — 2.

PARTIE B. Etude du cas m = 1

1. On cherche les séries entieres Z anz™ solutions de (Hj) avec a; = 0.
neN

On part de équation : y”(z) + zy’(x) + y(x) = 0. On se place dans | — R, R|.

—+oo
Z anz™ = y'( Z na,z" "t =y’ (z) = Z n(n — 1a,z" 2.
n=2
On remplace dans (Hy).
—+o0 —+o0 —+o0
Z n(n —1)a,z" 2 + Z na,x" + Z anx™ =0
n=2 n=1 n=0
On fait un petit glissement d’indice.
—+o0 —+o0 —+o0
Z(n +2)(n+ Dapqoz™ + Z na,x" + Z apx” = 0.
n=0 n=1 n=0

Donc pour tout n > 1, any2(n + 2)(n + 1) + (n + 1)a, = 0, c’est-a-dire an42(n + 2) + a, = 0.

G
On a bien déja pour n > 1, apyo = 1o Puis pour n =0, 0n a: as +ag =0 et donc az = —ap. On a
n
bien :
a
Vn >0, anio = _n:2'
_1\n
2. Montrons par récurrence que pour tout n € N, as, = gy 00 et agn+1 = 0.
n!

. (="
Notons la proposition (P,,) : < az, = Sl

!
(-1)°
200!

e Transmission : supposons (P,,) vraie, alors :

ag et Ao2n+1 = 0>.

e Initialisation : ag = ap = Ap et a3 = 0 donc (Py) est vraie.

(="

——Q _1\n+1 _1\n+1
azn 2np) (=1 (=1
Vi > 0, agmit) = Gonis = — _ _ _ == -
2T Gantr) = A2 =I5 T m+2  2m2n+ )0 2 (n 4 1)
Puis a =a = 22+l _ (. On a bien (Pn+1)
2(n+1)+1 2n+3 o+ 3 . n+1) -
+oo
3. Donnons une expression simple de Z anx™ en fonction de x et de ag.
n=0
+oo (71)k k 22k
Pour tout = €] — R, R|, Z apz” = Z SEpy 0% ao Z Qkk'

k=0



4

Cela donne :

2

+oo 2
—x 1 a:
Vo €] = R, R[, yp(x) = ao E (T) i ape .
k=0 ’

PARTIE C. Existence d’une solution polynomiale non nulle

1. Soit m € R. On suppose qu’il existe un polynéme P non nul de degré d solution de (H,,). Montrons
que d # 0 et que m = —1/d.

Ona:P’'+mXP +P=0.

e Supposons d > 1. Alors P = X + Q, avec deg Q < d — 1.

Ainsi, P! = dX 7' +Q" avec deg Q' < d—2 et donc mX P’ = mdX?+mXQ’' puis P" = d(d—1) X2 +Q"
avec deg Q" < d — 3. Ainsi P” + mX P’ + P se transforme en :

(md+ 1) X4 +d(d—1)X4"2+ Q" +mXQ + Q.

Onpose Z =d(d—1)X¥2+ Q" +mXQ' + Q, il est clair que deg Z < d — 1. Comme P” + mXP' + P a
pour seul destin d’étre nul, nécessairement :

1
md+1:0:>m:—g.

e P est constant et donc P’ +mX P’ + P = 0 implique que P = 0. C’est impossible. Donc le cas d = 0
est absurde.

2-a. On étudie ici le résultat réciproque. On fixe un entier naturel d non nul et on souhaite montrer que
(H_1/4) admet une solution polynomiale non nulle. On note Ry[X] I'espace vectoriel des polynoémes de
degré au plus d et 'application :

1
h: Ra[X] s RalX], P h(P) = P = SXP'+ P,

Montrons que pour tout P € Ry[X], degh(P) < d —1.
On part de P = aqg X%+ Q, avec deg @ < d — 1. Alors :

1 1
Pl = dadXd_l +Ql = _EXP/ = —apr — EXQ/

1
Ainsi, h(P) = P" — EXQ/ + @' et donc h(P) est une combinaison linéaire de polynomes de degré < d — 1.

2-b. e Rappelons la dimension de Ry[X]
On a (c’est du cours) dimRy[X] =d + 1.
e Montrons que h est un endomorphisme de Ry[X].

Il suffit de montrer que h est linéaire car h(R4[X]) C R4[X] d’apres la question précédente. Pour tout
couple (P, R) de polynémes de Ry[X] et tout a € R,

1
h(P 4 aR) = (P + aR)" — EX(P +aR) + P+ aR.
On développe.

1
WP +aR)=P"+aR" — ~XP' - gXR’ +P+aR.

On a bien : h(P 4 aR) = h(P) + ah(R).
2-c. Montrons que h n’est pas surjective. Est-elle injective 7

X% n’a pas d’antécedent donc h n’est pas surjective.
D’apres le théoreme du rang, dimR4[X] = dimKerh + dimIm . Donc comme dimImh < dim Rgz[X],
dimKer h > 1. Ainsi, h n’est pas injective.

2-d. Déduisons en l'existence d'une solution polynomiale non nulle de (H_ /4).
Il existe donc un polynéme non nul de Ry[X] appartenant & Ker h, c’est-a-dire qu'’il existe donc un

1
polynéme non nul de Ry[X] tel que P’ — EXP/ + P = 0. C’est bien ce que 1’on voulait. q.e.d



‘ Exercice 03

1. On rappelle que la partie entiere |x] de x € R est I'unique entier relatif n tel que n < z <n+ 1.
On considere la fonction f : R - R, . +— z — |z].
e Pour tout = € R, exprimons |z + 1| en fonction de |z].

On a:
n<r<n+l=an+l<r+1l<n+2

Comme n + 1 et n + 2 sont des entiers consécutifs, |z + 1] =n+ 1= |z] + 1.
e Déduisons en que f est périodique de période 1.

Pour tout réel z,

fe+l)=z+1—-|z+1l]=z+1—|z]-1=2— |z] = f(x).
e Exprimons f(z) pour z € [0, 1]. Précisons f(1).
Rapidement, pour tout = € [0,1[, f(z) =2 — 0= z. Enfin, f(1)=1—[1] =0.

e Enfin, f est-elle continue sur R?

f est clairement continue sur R\ Z et en toute valeur k € Z, lim f(x) =1 et 11121+ f(z) = f(k) = 0.
z—

rz—k—
Ainsi, f est continue a droite mais pas a gauche en tout point de Z.
—+oo
2. On note, si elle existe, S¢(z) = ao + Z (an cos(2mnz) + by sin(2wnx)) la série de Joseph (Fourier)
n=1

de la fonction f.
e Calculons ag.

Iei T =1. Alors :

e Determinons pour tout n > 1, a,.

2w
Ona:w= T = 27. Puis, pour tout n > 1,

o (T 1
an, = T/ f(t) cos(2mnt) dt = 2/ t cos(27mnt) dt.
0 0

Il reste & faire une unerléssliche (indispensable) intégration par parties.

1 1 . . 1
2 2mnt 2mnt
5 / ¢ cos(2mnt) dt = — / Mm[%w} _
0 0

2mn 2mn 0

C’est-a-dire :

1 1 .
2mnt
2/ tcos@m)dt:,/ sin@2rnd) oo,
0 0 ™

Et enfin :

cos(27mt)} ! 1 1

e — =0.
2m2n2 |, 27m2n?  272n?

1
2/ t cos(2mnt) dt = — [
0

Donc pour tout n > 1, a,, = 0.
Warnung : Il ne faut pas en déduire que f est impaire (et en plus ag n’est pas nul).
3. Calculons les coefficients b,, pour tout n € N*.

Pour tout n > 1,

2 (T !
b, = _/ f(t) sin(27mt) dt = 2/ tsin(27mt) dt.
T Jo 0

Il reste a faire notre intégration par parties.
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2 2 9
2 / tsin(2mnt) dt = / Mm{_%w] |
0 0 o

2mn 2mn
C’est-a-dire :

1 . 1
sin(27nt 1 -1
2/ tsin(2mnt) dt = — {M} — —cos(2mn) = —.
0 0 ™ ™
-1
En conclusion, pour tout n > 1, b, = —.
™
4. Montrons que la série de Fourier Sy de f est convergente en tout point € R. Précisons la fonction

vers laquelle elle converge sur |0, 1[.

2mn

1
Comme f est de classe C'! par morceaux, d’apres Dirichlet, on sait que S¢(x) converge vers §(f(ac+) +

f(z7)). Comme la restriction de f & ]0,1[ est continue,

1 X sin(2mna)
Vee)o 1z =~ — =Y Smeme)
sl e=g- 1)

|~

(=D
2p+1

5. On admet la convergence de la série Z up de terme général u, =
peN
trouvons une relation entre U et S¢(1/4) et calculons alors U.

. On note U sa somme,

1
Comme 1 €]0,1],

7rn

1+ 1n—
,;; 2\2)

l\’)l»—t

Si n est pair, n = 2p et

sin (Z2) = sin (F—gp) = sin(pmr) = 0.

Si n est impair, n =2p + 1 et

sin (Z2) =sin (@) = sin <p7r + 2) = cos (g) = (—1)P.

Alors :
L S R N G VA S
4 2 7T:02p+172 T
Alors :
1 1 1 7
-l =U=U=-
2 1 F 7Y 71

6. e Emnoncons le théoreme de Marc-antoine Parseval.

Si f est une fonction T périodique et continue par morceaux, pour tout a réel,

1
—/ dt—ao—i— E a+b2)
+oo 1
e Déduisons en la somme g —
n=1

On peut appliquer Marc-antoine Parseval car f est justement continue par morceaux.

Cela donne :




