2015 Centrale TSI I

Un corrigé - Centrale 2015 1 TSII

I Autour des matrices trigonales

I.A - Cas des matrices 3 x 3 et4x4
I.A.1) Préliminaires

a) Soit Py, : A¥ = PB*P~1.
Py est vraie car A’ = I, = PI,P~' = PB'P~1.
Supposons Py vraie.

Al = AF A = pBFPp~1pBP~! = pB*BP~! = pBFtip-!

Donc Py est vraie.
Conclusion finale : Vk € N Py est vraie .

b) Soit n € N. En utilisant la question précédente, il vient :

N N N
ZakAk = ZakPBkP_l =P (Z akBk> p!
k=0 k=0

k=0

en utilisant la distributivité de la multiplication matricielle par rapport a ’addition.

MO0 -0 Moo
c) Soit B = O vken B2 Y
N : 0
0 0 A\ 0 (it
N
a0 0
k=0
al 0
Dol » " apB* =
k=0 : 0
N
0 e 0 Y arE
k=0

I1.A.2) Diagonalisation d’une famille de matrices 3 x 3

a) Ajs est une matrice symétrique réelle donc diagonalisable dans .#3(R).
Comme la premiére colonne et la troisitme colonne de Az sont égales, As n’est pas inversible donc Ag
a 0 pour valeur propre. La trace de Ag est la somme de ses valeurs propres, or cette somme est nulle,
donc les deux autres valeurs propres de As sont opposées.

A 1 0
(1)A valeur propre de Az < det(A3 —A3) =0 |1 -\ 1]|=0c -A)\>—1)—(=)\) = 0.
0 1 -

Donc (1) & —A(A? =2) =0 A=00uX=+Vv2o0u\=—V2.

T Y =0
y| €ker(45 —0I5) < ¢ z+2z = 0
z Y =0

Lycée Marcel Sembat Sotteville Frangois Dusson 1/13



2015 Centrale TSI I

1 1
Donc ker(As — 0I3) = {z | 0 |,z € R}, de base 0
-1 -1
x 2z +y = 0 y = V2
y| €ker(A3 —V2I) ©{ 2-V2y+2z = 0 4 2z = =z
1 1
Donc ker(As — v2I3) = {z | V2 | ,x € R}, de base V2
1 1
En changeant V2 en —/2 dans les calculs précédents, il vient :
1 1
ker(As — (—V2)I3) = {z | —v/2 | ,z € R}, de base -2
1 1

Contréle : Les sous-espaces propres d’une matrice symétrique réelle sont orthogonaux (dans Ms 1 (R)
muni du produit scalaire canonique) et effectivement ici les trois vecteurs formant bases des sous-espaces
propres sont bien orthogonaux.

Soit Lg, 'endomorphisme canoniquement associé a la matrice As.

50 Msa(R) —  Mz1(R)

1 1 1
L3 est représenté dans la base canonique de M ; (R) par Az et dans la base 0 ],(v2|,l-v2
-1 1 1
0 O 0
par D3 avec D3 = | 0 V2 0 . La formule de changement de base donne :
0 0 —v2
1 1 1
A3 = P3D3P3_1 avec P3 = 0 \/i —\/5 .
-1 1 1

Remarque : La théorie des matrices symétriques réelles dit que ’on peut trouver une matrice ortho-
gonale Q3 qui permette d’écrire Az = Q3D3Q3_1. Une telle matrice (Y3 est obtenue en divisant les
colonnes de la matrice P3 par leurs normes.

11 1
V2 o2 2
QRQs=1] 0 Q _@ . Dans ce cas leng.
-1 i i
2 2 2
100 00 1 01 0
F=Lal0 1 0]+b[{0 1 0] +c|[1l 0 1],(a,b,c)€R®S = {alz+bJ+cAs, (a,b,c) € R*}.
00 1 100 010

Z est donc I'ensemble des matrices de .#3(R) qui sont combinaisons linéaires de I3, J et Az, qui est
(par théoréme) un sous-espace vectoriel de .#3(R) noté Vect(Is, J, Az). (Is, J, A3) est donc une famille
génératrice de (F'). De plus :

0 0 O a c b 0 0 O a=0
als3+bJ+cA3s=10 0 0|l |c a+b ¢c]=|0 0 0] & b=0
0 0 O b c a 0 0 O =0
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Donc (I3, J, A3) est libre.
Conclusion : (I3, J, A3) est une base de .#.

Les matrices de .# sont symétriques réelles (réelles et égales a leurs transposées) donc sont diagonali-
sables.

1 0 0
Soit By = |0|,Ey;= 1], E3=|0]. L3 est 'endomorphisme canoniquement associé a As.
0 0 1

L3(E1) = Ea, L3(E2) = By + B3, L3(E3) = B>
d’'ou L3(E1) = Ey + E3, L3(E») = 2E,, L3(Es) = E1 + Ej.
A3 est la matrice de L3 dans la base (Ey, Eq, E3) de .#31(R). Donc :

10 1
A3=10 2 0| =13+,
101

D’apres la question précédente,

M(a,b,c) = alz + bJ + cAz = alz +b(—I3 + A2) + cAz = (a — b) I3 + cAz + bA2.

En utilisant les questions de I-A.1), que A3 = P3D3P§1 et la question précédente, il vient :
M(a,b,c) = Ps ((a — b)I3 + cD3 +bD3) Py'. Soit D(a,b,c) = (a — b)I3 + cDs + bD3.

a—b 0 0 a—b 0 0
D(a,be)=| 0 a—b++v2c+2b 0 =| 0 a+b+Vv2 0
0 0 a—b—\2c+2b 0 0 a+b—ec

M (a,b,c) et D(a,b,c) sont semblables et ont donc les mémes valeurs propres.
Les valeurs propres de M(a, b, c) sont donc a — b, a + b+ V2¢, a+b—2c.

Soit L I’endomorphisme canoniquement associé & M (a, b, ¢). Dans la base canonique de .#31(R), L est
représenté par M (a, b, c).

1 1 1
La nouvelle base de 3 1 (R), 0o ],1v2],l-v2 , a pour matrice de passage P3 par rapport
-1 1 1

a la base canonique. Donc P?flM(a, b, ¢)Ps, c’est-a-dire D(a, b, ¢), est la matrice de L dans la nouvelle
base. Comme D(a, b, c) est diagonale, cette nouvelle base est formée de vecteurs qui forment des bases
de chaque sous-espace propre de L ou de M(a,b, c).

1
Donc le sous-espace propre de M (a, b, ¢) associé & a — b a pour base 0

-1

1
Le sous-espace propre de M(a, b, c) associé & a + b+ ¢V2 a pour base V2

1

1

Le sous-espace propre de M(a, b, ¢) associé & a + b — ¢V/2 a pour base -2
1

I1.A.3) Application en physique

a)

b)
c)

2 2
_2(;0 o 2 02

Ms;=| wg —2(;10 wp ,

0 wg —2wy

Ms = —2(,03[3 + OJSA?,.
En exploitant I.A.2)f), il vient :
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—2w3 0 0
Mz = P3DyP; " avec Dy = D(—2w2,0,w3) = | 0 —2w2 + V2wl 0
0 0 —2w2 — V2w
Ty hn
d) On pose xg =P |y
Y3
.fg = P3
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(S1) s’écrit : Ps :PngPgng yo | cest-a-dire | G2 | = D5 | y2 |,

Y1 71 Y1
y2

Y3 U3 Y3
i = —2woyl i = *T%W(Q)yl
dw%wu@»:y2=<2%+f%m,wamM«mw B = —rwiys .
g3 = (-2 \fwo) Us = *Tgw())yg
en posant 1 = V2, 1o = \/2 — V2 et rg =

= H; cos(riwot) + K sin(riwot)
Les solutions de (S,) en ¢ sont données par : = Hjcos(rawpt) + Kasin(rawot) .

= Hjcos(rswot) + K3 sin(rswot)
Les constantes se calculent a partir des COIldlthl’lb 1n1t1ales.

0 1(0) 1(0) r1K1
0| =P [3200) | = [ 5200) | = [ rek>
0 3(0) 3(0) r3 K
Donc Kl = K2 = K3 =0.
Z1im z1(0) y1(0) H,y T1im H, + H, + Hj
P3_1 Tom = Pg’_l .’172(0) = yQ(O) = H2 s c’est-a-dire T2m = \/§H2 — \/§H3 (*)
T3m 23(0) y3(0) Hj T3m —H1+ Hy + Hs
(1) — (2) T1m = T3m
(1)  Hy+ Ho+ H. 2 e = 2
* 1 2T H3 = Tim *1) + (%2 Tim + @
(*) <~ (*2) _Hl + H2 + H3 = T3m <= % H2 + HS = w
(+3)  V2(Hy—Hy) = @ (+3) VEra,
— Hy — Hy =
V2 2
H1 _ Tim ; T3m
(*) o 1—_12 _ Tim + \/QZZm + Z3m
H3 — - \/§m2m + T3m
4
ni) = S cs(re)
V2. +x
Les solutions de (S,) en ¢ sont données par : ¢ yo(t) = Tim + zzm sm cos(rawpt) .
m 2 m m
u(t) = = V2o + 23 cos(rawot)

4
Les solutions de (S7) en ¢ sont donc données par :
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— 2 — V2
r(t) = w cos(riwot) + Tim + \[232771 + Z3m cos(rawot) + Lm \[zTQm + Tam cos(rswot)
0o (t) _ Tim + \/§x2m + Z3m COS(TQWot) _ Tim — \/ime + T3m COS(T3LUOt)
2v/2 2v/2
— 2 — /2
z5(t) = _Tim — T3m cos(riwot) + Zim + V2o + Tam cos(rawot) + Tim = V2T + Ty cos(rswot)

4

2 4
avecm:\/i, 7"2:\/2—\/§etr3:\/2+\/§.

I.A.4) Application en chimie

(67 ﬂ 0 0 Cl Cl (67 B 0 0
e o |8 a B0 Col | O, . B a B0
a) (Sz) s’écrit : 0 8 o j al=lel Soit My = 0 8 o B
0 0 ﬂ (0% C4 04 0 O ﬁ «
C1
Trouver les € tels que (S2) ait des solutions gQ non nulles revient a trouver les valeurs propres de
3

Cy
My et pour ces valeurs 14, les solutions non nulles de (S4) sont les vecteurs propres de Mjy.

b) M4 = 0414 + ﬁA4

o+ By 0 0 0

) ) 0 +B(1 - 0 0

¢) My = Py(ady+ BD4)P; " = PyDyP; " avec Dy = 0 : BE) 7 a+B(p—1) 0
0 0 0 a— Py

M, et D} sont semblables donc ont mémes valeurs propres qui sont sur la diagonale de DJ.
Donc les valeurs de e cherchées sont : o + B, a4+ B(1 — @), a+ Bl — 1), a — Be.

Les colonnes de P, forment les bases des sous-espaces propres de M, associées aux valeurs propres dans
le méme ordre sur la diagonale de Dj. (cf. démarche détaillée en 1.A.2)f)).

p—1
Pour € = « + By, les solutions de (S2) non nulles sont p i , avec i # 0.
p—1
14
Pour € = a + B(1 — @), les solutions de (S2) non nulles sont :1 , avec p # 0.
¥
¥
Pour € = a4 B(p — 1), les solutions de (S3) non nulles sont p jl , avec p # 0.
—p
p—1
Pour € = o — By, les solutions de (S2) non nulles sont p _11 , avec p # 0.
L—¢p

d) Aulieude My[1,4] = M4, 1] = 0, pour la molécule de cis-bitadiéne ot I’on tient compte de l'interaction
entre le premier et le dernier atome de carbone, on écrit :

MI[1,4] = M[4,1] = 8.
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I.B - Diagonalisation de A,
LB.1)

Soit n > 4. En développant le déterminant u,, suivant la premiére colonne, compte-tenu de la régularité
de la matrice A4,, (qui contient A,_; et A, 5 comme "sous-matrices"), il vient u, = 2cos(a@)u,—1 —
(—1) det(m) avec m matrice obtenue en supprimant la premiére colonne et la deuxiéme ligne de A4,,. Or
cette matrice m n’a plus que —1 en haut a gauche comme seul terme non nul de sa premiere ligne. En

développant suivant cette ligne, on obtient det(m) = — det(m’), avec m’ obtenue en supprimant les deux
premiéres colonnes et les deux premieres lignes de A,,. Donc det(m') = u, _s.
Finalement (R) : w, = 2cos(a)up—1 — tUp—_2.

uz = 2 cos(a)uz — 2 cos(a). Aussi, pour obtenir la méme relation que ci-dessus avec n = 3, il suffit de
définir u; = 2 cos(a)

ug = 2cos(a)(2cos(e)) — 1 = 2cos(a)u; — 1. Aussi, pour obtenir la méme relation que ci-dessus avec
n = 2, il suffit de définir ug = 1.

L.B.2)

(un)nen vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre deux. On associe & la relation (R) une
équation caractéristique (qui s’obtient en cherchant les suites non nulles (A"),en solutions).

(E.) : A —2cos(a)A — 1 = 0. Les solutions de (E.) sont €' et e ™™ (car A = —4sin®(a) =
(2i sin(alpha)?).

Par théoreme, on sait qu’il existe deux constantes C7 et Co complexes telles que :

VneN wu, =C(e")" + Cye™ )" = Cre™* + Che ™.

up = 2cos(a) = O+ Coe ™
uy = 1 = Cy+Cs
Les formules de Cramer donnent :
2cos(ar) e
o - 1 1 _ 2cos(a) — et _ el 4 el — el _ el
el e el — e 2isin(o) 2i sin(av)
1 1
e 2cos(a)
o - 1 1 ‘ e —2cos(a) e —(e* e —eT
2 el et B el — e~ B 2isin (o) ~ 2isin(a)
1 1
Doncvn € N u, — — e-ia gina_ .eiia Jina _ . 1 <ei(n+1)a _ .ei(n+1)a> _ Sin((.n + 1)@)
2i sin(a) 2i sin(a) sin(a) 2i sin(a)

L’hypothése « €]0, 7 a été utile pour assurer que les dénominateurs des fractions précédentes ne sont
pas nuls.

Autre facon de démontrer le résultat : La méthode précédente permet de comprendre comment obtenir
la formule donnant w,, pour tout n tout en la démontrant. Comme le texte donnait la formule, il était
possible de répondre a la question en démontrant que celle-ci était vraie. Voici une démonstration utilisant

une récurrence 'a deux niveaux'.
sin((n + 1))
U, = ——

. sin(a
Soit Py, : _sin((n Ei— )Z)a)
i sin(«)
w = 1 _ sin(«)
Py est vraie car Ssllnn((QO&))
up = 2cos(a) =
sin(a)

Supposons P, vraie.
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. . sin((n + 2)«
On sait donc en particulier que u,+1 = M

. sin(a) .
Unt2 = 2c08(0)tn 1 — tn = 2 cos(a) Sm(s(iTrll(J;)Q)a) - Sm(igl(z)l)a)
Upyo = ﬁ (sin((n+2)a + a) +sin((n + 2)a — @) —sin(n + 1)a)) = W

Donc P, est vraie.
Conclusion finale : Vn € N P, est vraie

DoncVne N u, = M.
sin(«)

I.B.3)

Soit n > 2.
Compte-tenu du résultat de la question précédente, si  élément de ]0, 7| vérifie sin((n +1)a) = 0 alors
Un = Xn(2cos(a)) = 0 donc 2 cos(a) est une racine de x,, donc une valeur propre de A,.

o= km ke
sin((n +1)a) =0 - =
{ <<04 E]O?WE < kelZ/ k%Jr;]o [ - k:{1n+1n}
R T AR
n+1 7
k
Sur ]0, 7r[ cos est une fonction strictement décroissante donc les valeurs de cos (Il) sont toutes
n
distinctes pour k € {1,--- ,n}, ce qui fait n valeurs deux & deux distinctes.
k
Conclusion : A,, an valeurs propres deux a deux distinctes qui sont les cos (:1) pourk € {1,--- ,n}.
n
1.B.4)
sin(«)
sin(2«)
Soit X, =
sin(na)
2 cos(a) -1 0 ce 0 2 cos(a) sin(a) — sin(2a)
—sin(a) + 2 cos(a) sin(2a) — sin(3av)
-1 2 cos(a) -1 X
0 -1 2cos(a) - 0 Xo=|_ sin(ma) 4 2 cos() sin((m + 1)a — sin((m + 2)«)
0 o 0 —1 2cos(a) —sin((n — 1)a) 4+ 2 cos(a) sin(na)

Soit m € {0,--- ,n—1}.
—sin(ma) + 2 cos(a) sin((m + 1)a — sin((m + 2)a) = - - -

-+ = —sin(ma) — sin((m + 2)a) + sin((m + 1)a + ) + sin((m + o — a) =0
0
0
Donc (2cos(a)I, — Ap) Xy = :
0
sin((n + 1))
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0
L 0
Pour o = o, = %, X4 est une colonne non nulle et (2cos(a)l, — A)Xa =] |,
" :
0
0

Cest-a-dire A, X,, = 2cos(ax)Xa,-

Donc X, est un vecteur propre de A, associé & 2cos(aoy). Comme A, a n valeurs propres deux &
deux distinctes, chaque sous-espace propre est de dimension 1. Donc pour k entier entre 1 et n, (X, ) est
une base du sous-espace propre de A,, associé & 2 cos(ay).

I.C - Localisation des valeurs propres de certaines matrices tridiagonales
1.C.1)
X Ll—
a) Sik#1etk+#n alors bry_1 — A\xg + axgy1; = 0 done A = a—FL + ph=L
T Tk
En effet x; ne peut étre nul puisque X est non nul.
Tl — X
Comme |21l <let |21 <1, comme a > 0et b> 0, il vient :
|| |k ]
Tl — X
A < |a|| 1] +\b|‘ el oy,
|| |

Sik=1alors A = a—2 donc A = |a|@ <a<a+b.
X I

1 done A = o222l < b < 0 1o
X

Tn ‘ n
b) La question précédente permet d’affirmer que les valeurs propres de B sont entre —a — b et a + b, donc
appartiennent a I avec I = [—a — b, a + b].
sp(B) C [-a —b,a+b).

Sik:nalors)\sz

1.C.2)
—A\z1 + azxo 0
bxy — Ax1 + azs = 0
bxi — A 0
1 T2 + ars . by — Ao + axs - 0
X _ : _ : e —
Ca bxy — )\xk+1 + arp42 0 < bxy, — /\JCk_H +argya = 0
' : bxy,_1 — Azp n =
bz | — Az 0 T —1 Tn + QTp41 0
en posant rg = xp41 = 0.
0
Donc Ch\X = | 1 | & Vk€{0,--- ,n—1} brp — Arpq1 + axpqz = 0.
0

I.C.3)

a) Soit (E,) I’équation caractéristique associée a (R) : au® — A+ b = 0.
A = A2 — 4ab > 0 d’aprés I’hypothese de la question. Donc (E.) a deux solutions réelles distinctes g

b 1
et po de méme signe car leur produit est — > 0 et positives car de plus leur somme est — > 0.
a a

Les suites qui vérifient (R) sont : (Cyuf + Copy ), cn-
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0
b) Supposons C\X = [ : |. Alors il existe deux constantes C; et Cy telles que x) = Cl,u]f + C’g,ug pour
0
ke{0,--- ,n+1}.
g = 0 . Ci+ Co =0
{ Znii = 0 entraine que { 01//11“ + C’QMSH I
Le déterminant de ce systeme linéaire vaut ,ug"H — u{”‘l. Il est non nul car py et po sont distincts et
strictement positifs.
0
Par suite le systéme a une seule solution et donc C; = Uy = 0 et cela prouve que X = | :
0
1.C.4)
a) (E.) a une seule solution x (non nulle) puisque dans cette question A = \? — 4ab = 0.
Les suites qui vérifient (R) sont : (Cpu" + Canp™), c-
0
b) Supposons CxX = | : |. Alors il existe deux constantes C et Cs telles que x, = C4 uk + C’gkuk pour
0

ke{0,-- ,n+1}

i) = 0 . Cl =0

{ Tns1 = 0 entraine que { Clun+1 + Co(n+ 1)Hn+1 - 0
0
Ce systeme a une seule solution, C; = Cy = 0, et cela prouve que X = | :
0

I1.C.5)

Supposons A € sp(B).

Il existe alors X non nul tel que C) X soit nul. Or les questions I.C.3)b) et I.C.4)b) montrent que ce
n'est pas possible si A2 > 4ab ou si A2 = 4ab. Donc A2 < 4ab donc |\ < 2V ab.

Donc A €] — 2Vab, 2Vab|.

Conclusion : sp(B) C] — 2Vab, 2V ab|.

1.C.6)

2\/(%§a+bcara—2\/%+b:(f—\/5)2 > 0.
Donc | — 2Vab, 2V ab[C [—a — b, a + D).
Donc le résultat de la question I.C.5) est meilleur que celui de la question I1.C.1).

II Séries de pile ou face

II.A - Etude des longueurs de séries

IL.A.1)
a) L1(Qn) ={1,--- ,n}.
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b)

Cas ou m < n.

(Ll :m) = (le"'ﬂPmmFm+1)U(Flm"'mmePm+1).

(L1 = m) est la réunion de deux événements incompatibles. Donc la probabilité de (Ly = m) est la
somme des probabilités de ces deux évenements. Les lancers étant indépendants :

P(Plﬁ ﬂP ﬁFm_H):pmqetP(Flﬂ~~~ﬁFmﬁPm+1):qmp.

Done P(Ly = m) =p"q+q"p.

¢) (L1 =n)= ( n- mP) (FAN---NE,).
P(Ly =n) =p" +
n n—1 n—1
d) Y P(Li=n)=> ptq+ Y q"p+p" +q"
m=1 m=1
n 1— n—1 1— n—1
> P(Li=n)=pg 1p S A
-P l—¢q
Y PLi=n)=p(l-p" ) +ql—¢" " +pp" " =p+g=1.
I1.A.2)
a) Ly(,) = {0,1,-- ,n —11.

b)

Casoum+k < n.

(Li=m)N(Ly=k)=(PiN---NPuNFpy1 NN Fppk N Py 1)U (FL NN Epy NP1 NN
PrirN Fm+k+1)-

P((Ly = m) N (Ly = k)) = p"¢"p + ¢"p"q = p" 1 ¢" + "+ 'p".

Cas ou m+ k = n.

(Liy=m)N(Lo=k)= (PN NPy Fpg1 NN Frgp) UFL O N Epy N Py NN Prgr).
P((Ly = m) N (Ly = k)) = p"q" + ¢"p".

Les événements (L; = m) pour m variant entre 1 et n forment un systéme complet d’événements.

La formule des probabilités totales donne alors :

P(Ly=k) = ZP ((Ly =m) N (Ly = k)).

Si m+k>nalors P(Li=m)N(Ly=k)) =
Sim+k = n, c’est-a-dire, sim = n—k alors P((L; = m)N(Le = k)) = p"qF g b = pEgE g R
Sim + k < n, c’est-a-dire m < n — k alors P((L; = m) N (Ly = k)) — pHlgh 4 gmHlpk
n—k—1
D’ou P L2 = k Z pm+1 k m+1pk +pn,qu _|_qn7kpk.

l_pn k—1 1_qn—k:—l . e

P(L2:k):p2qkﬁ+q2pk?+p qu+q k: k
P(L2 _ k) :p2qk—1(1 pn—k—l) _|_q2pk 1(1 _ qn—k—l) _|_pn qu _|_qn kpk
P(L2 :k‘) :p2qk—1 pn k+1 k 1+q2pk 1 qn—k+1pk—1 +pn qu+qn k k
P(Ly=k) =p*¢" "+ ¢*p"" +p" " —p+ @)+ ¢ (g + ).
P(Ly=0)=P(L;=n)=p"+4q".

n—1
On peut vérifier que Z P(Ly=k)=1.

k=0

q n—1 1 p n—1

n—1 _ _ 1—(4 _ | B

1_qn 1 1_pn 1 _ (p) _ (q)
S P(Ly=k) = p* : + 0 +(ptr " T + (a4 p)d T 5
k=1 4 P T T4

Lycée Marcel Sembat Sotteville Frangois Dusson 10 / 13



2015 Centrale TSI I

Y P(La=k)=p(l—q" ") +ql—p" ' =" —¢" p— (" —p" g

> P(Lo=k)=p—pg" ' +q—aqp" ' —p"+p" " —q"+aqp" =p+q—p" —q"
n—1
Donc Y P(Ly=k)=p"+¢"+p+q—p"—¢" =p+q=1
k=0
1
Ce qui précede fonctionne si p # ¢. Supposons p = ¢ = 5
— 1 7pn71 S
ZPL2—k ZP e
k=1
n— 1
> P(Ly=k)=2p"+1 -1
k=0
II.B - Etude du nombre de séries lors de n lancers
IL.B.1)
Ni() ={1}. P(N; =1) =1. .
Na() = {1,2}. P(Na = 1) = P((PLN P2) U (Fy N Fy) = + ¢ = 5

1
P(Nz = 2) = P(PLNF2) U(FiN P2)) = pa+gp = 2pq = 5. On vérifie que P +q*+2pg = (p+q)° =

1
N3(Q3) ={1,2,3}. P(N3=1)=P(PLNP,NP)U(FLNFNE)=p°+¢* = T

1
P(N3=2)=P((PLNP,NEF)U(FLNFNP)U(PLNF,NE3)U(F N PN P3)) =2p%q +2¢°p = 3

1
P(N3=3)=P(PLNF,NP)U(FLNPaNF3) =p*q+¢*p==

On vérifie que p* + ¢* + 2pq + 2¢°p + p’q + ¢°p = p* + 3p°¢ +3pg® + ¢* = (p+q)° =

1 I 3 1 1 1
E(Nl):l,E(N2):f—|—27:7 E(N3):7+2§+3Z:

2 2 2 4
IL.B.2)
Nn(Qn) — {17 .. 7n}. P(Nn = 1) :pn +q7l = 2n71_
P(N,, =n) =pP@) = FE) 4 (PG pn=E(3) = ST (E désigne juste 14 la partie enti¢re d'un réel).

I1.B.3) Fonctions génératrices de N,

a) Le théoréme de transfert dit que si X est une variable aléatoire de valeurs distinctes xy, k variant de 1

a p et f une fonction définie sur l'image de X alors E(f(X)) = Z f(zp)P(X = x). Prenons X = N,

xp =k, k variant de 1 anet f: x> s¥. Il vient :

E(s™) = E(F(X)) = Y fla)P(X =21) = > " P(N, =
k=1 k=1

Conclusion : Pour s € [0,1] G, (s) = E(s)).

n

= P(N, = k)ks*~" donc G, (1 ka = E(N,).
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Conclusion : G/,(1) est I'espérance de N,,.

(N, = kNP, = (N, =kNP,NP,_1)U((N, = kN P,N F,_1), réunion de deux événements
incompatibles (P,_; et F,_; formant un systéme complet).

Donc P((N, =k)NP,)=P(N,=kNP,NP,_1)+ P(N,=kNP,NEF,_1).

Ona (N,=k)NP,NP,_1=(Nn_1 =k)NP,_1 NP, parce que :

-Siw e (N, =k)NP,N P,_1 alors les deux derniers lancers dans w étant identiques, ils font partie
de la méme série. Donc avant le lancer n, il y a le méme nombre de séries qu’apres le lancer n donc
Np—1(w) =k, donc w € (Np,—1 = k)N P,_1 N P,.

- Réciproquement, si w € (N,—1 = k) N P,_1 N P, alors les deux derniers lancers étant identiques,
le nombre de séries ne changent pas entre le lancer n — 1 et le lancer n, donc X, (w) = k, donc
we€ (N,=k)NP,NP,_1.

Ona (N,=k)NP,NF,_1=(Nn_1=k—1)NF,_1 NP, parce que :

-Siw € (N, =k)NP,NF,_; alors les deux derniers lancers dans w étant différents, ils se créent une
nouvelle série par le lancer n. Donc N,,_1(w) =k — 1, donc w € (N1 =k —1)NF,,_1 N P,.

- Réciproquement, si w € (N,—; =k — 1) N F,_1 N P, alors les deux derniers lancers étant différents,
le nombre de séries augmente de 1 entre le lancer n — 1 et le lancer n, donc X, (w) = k,

donc w € (N, =k)NP,NF,_1.

On en tire que :
P(N,=k)NP,NP,—1)=P(Np-1=k)NP,_1NP,)=P(Np-1=kNP,_1)P(P,)

car les lancers sont indépendants.

De méme :
P((N,=k)NP,NF,1)=P(Np-1=k—1)NF,_1NP,)=P(Np-1=k—1)NF,_1)P(P,)
Dot P((N, =k)NP,) = %P((Nn,l =k)NP,_1)+ %P((Nn,l =k—1)NF,_1).

stk ok ok sk ok ko sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok

On va utiliser la formule des probabilités totales en utilisant d’abord (F,,, P,)) comme systéme complet

d’événements puis (F,,_1, P,_1). En utilisant les résultats acquis de la question, il vient :

P(N, = k) = P((N, = k) N P,) + P((N, = k) N F,) =

(;P((an )N Pay) 4+ %P((Nn,l —k-1)n Fnl)) .
(;p((zvn_l RN Fa) 4+ %P((Nn_l —k-1)n Pn_l))
P(N, = k) = % (P((Npy = k) Pot) &+ P(Npoy = k) (1 Fpg)) 4+ - -
S (P((Naoy =k = 1) N Fut) 4 P((Ny = k= 1)1 Pay)
Conclusion : P(N,, = k) = %P(Nn,1 —k)+ %P(Nn,l —k—1).

n 1 n n
Soit n > 2. Gy(s) = »_ P(N, = k)s* = 5 (Z P(Npo1=k)s* + P(Ny1 =k — l)sk>.
k=1

k=1 k=1
n n—1
Comme P(N,,_1)=n)=0,o0na ZP(Nn_l = k)sk = Z P(N,_1 =k)s* =Gn_1(s).
k=1 k=1

n n
Comme P(N,_1 =0) =0, on ZP(Nn_l =k—1)s" = ZP(Nn_l =k—1)s" =
k=1 k=2
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n

=3 P(Na1 = )" = G (9)

j=1
Donc G, (s) = %anl(s) +

Gi(s) =P(Ny =1)s =s.

_1+8
T2

1an,l(s)

. G (5).

(Grn(8))nen est une suite géométrique de raison

n—1
Donc Vn € N* G,(s) =s (1;r$>

e) Soit n > 2. Cette question demande de calculer E(N,,) ¢’est-a-dire d’apres I1.B.3.b) de calculer G7,(1).

n—1 n—2
1 1/1
D’aprés la question précédente, GI, (s) = ( ; S) +s(n— 1)5 ( ;— 8) .
1 1
GMU=1+W—U§=H;-

3
Remarque : Pour n = 2, on retrouve bien E(N3) = 3 et E(N3) = 2 de la question I11.B.1)
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