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[ Correction concours blanc Math 2021 |

Probleme 01

Q1. e Pour k € [0, n], on note fj : R — C la fonction définie par :

VzeR, fr(z)=cos®(z)sin"*(z).

Montrons que la famille (fo, f1,..., fn) est libre.

n
On considere n + 1 scalaires ag, . . ., a, tels que : E a fr = 0. Traduisons cela par les images par x.
k=0

(E1) Vo € R, aog(sin(x))™ + a1 (sin(x))" ! cos(z) + - - - + an(cos(z))"™ = 0.
Si l'on applique (F4) avec = 0, on obtient : a,, = 0. L’égalité (E;) devient (2).
(2) Vo € R, ap(sin(z))"™ + a1 (sin(z))" "t cos(x) + - - - + a,_1 sin(z) cos"(x) = 0.
On peut se restreindre & x # km, avec k € Z. On divise alors par sinz et on obtient les égalités (Fs).

++ +ap_asinxcos” 2(x) +a,_1 cos"L(x) =0

(E2) Vz € R\7Z, ap(sin(x))" ! +a(sin(z))" 2 Cos(zz)

On ne peut pas prendre encore x = 0 car 0 € 77Z mais comme la fonction
x + ao(sin(x))" ™ + a1 (sin(z))" "2 cos(x) + - - + ap_asinx cos™ " %(x) + a,_1 cos" 1 ()
est continue, on peut faire tendre = vers 0" dans (F2). On obtient :
an—1 = 0.
Ce qui donne 1’égalité (3) pour tout z € R\ 7Z,
(3) ao(sin(x))" 1 + a;(sin(z))" "2 cos(x) + - - + ap_gsinz cos”?(x) = 0.

On peut diviser par sinz. On obtient (E3) pour tout z € R \ 7Z.

(E3) aop(sin(z))"2 + a1 (sin(z))" 2 cos(z) + - - + an_3 sinx cos" 3 (x) + a,_2 cos"2(z) = 0 et
ap_1 = an =0.

Nous allons donc continuer par récurrence descendante.
On suppose les égalités (E,, ou p est un entier entre 2 et n — 1 et pour tout = € R \ 7Z,

(Ep) ao(sin(z))" =2 + a1 (sin(z))" 3 cos(z) + -+ - + an—psinz cos" P (z) 4 a,_(p—1) cos" =P~V (z) = 0 et

Up—(p—2) = Ap_(p—-3) = .. = ap, = 0.
On fait tendre = vers 0" dans (E,), justifié par Pargument de la continuité de
z — ag(sin(z))" =2 + a1 (sin(z))" 3 cos(z) + - -+ + an—psina cos" P(z) + a,,_(p—1) cos" =P~V (z).
On obtient :
n—(p-1) = 0.
On en déduit Iégalité (p).

(p) Vo € R\ 7Z, ao(sin(z))" "2 + ay(sin(x))" 3 cos(z) + - - - + ap—p sinz cos"P(z) = 0.
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On divise par sinz.
Ve € R\ 7Z, ao(sin(z))" 2 + a;(sin(z))"* cos(z) + - -+ + an_p cos" P (z) = 0.
Et on a bien (Ep4+1). Pour tout x € R\ 7Z,

(Ept1) ao(sin(z))" 2 + a1 (sin(z))" 3 cos(z) + - + - + an—psinx cos" P () + a,,_(p—1) cos" P~V (z) = 0 et

an_(p_l) = an_(p_g) = ... = Qp = 0.
Ainsi de suite, on aboutit & (E,4+2) qui donne : ag = a; = ... = a,, = 0.
En conclusion, on obtient la nullité de tous les scalaires ag, ..., an, et donc la famille (fo,..., fn) est

libre.

e On note V,, le C-espace vectoriel défini par :

V, = Vectc(fo,fl, .. ,fn) = {Z Ak [k / ()\0, .. .,)\n) S (Cn+1} .
k=0

Déterminons maintenant sa dimension.

Il est clair que la famille (fo,..., f,) engendre V,,, et xomme elle est libre, on en déduit que c’est une
base de V,,. La dimension de V,, est le cardinal de cette famille.

dim (V,,) = card ((fo, ..., fn)) =n+1.

Q2. e Pour k € [0, n], montrons que f; € V,,.

Distinguons les cas k =0 et k =n des cas ou k € [1, n — 1].

Si k =0, alors fo(z) = sin™(z) et donc sa dérivée f}(x) = nsin” *(z) cos(x). On remarque que f; = nf
et donc fj € V,,.

Si k = n alors f,(x) = cos™(z) et donc sa dérivée f/(x) = —ncos" 1(x)sin(z). On remarque que
i =—-nfn_1(x) et donc f], € V,,.

Pour maintenant k € [1, n — 1], on écrit :

fi(x) = —ksin(z) cosh1(x) sin”_k(z) + cosk(x) (n — k) cos(x) sin”_k_l(x).

Cela s’arrange : ff(z) = —kcos* () sin"~* =Y () 4+ (n — k) cos" 1 (z) sin"~*+(z).
Il reste a remarquer que :

fe(@) = —kfr-1(z) + (n — k) frr1 ().

L’écriture est bien licite car k ne vaut ni 0 ni n. Et comme f}, est une combinaison linéaire de vecteurs
de V,,, f; appartient bien a V;,.

o o, :V, — V., f— on(f) = f' définit bien un endomorphisme de V,, car ¢, est d’une part bien
linéaire (on(f + ag) = ©n(f) + apn(g) pour tout a € R et tout couple de fonctions dérivables (f, g)) et
d’autre part, comme les images par ¢,, des éléments fy, ..., f, de la base de V,, sont des éléments de V,,
I'image de V,, par ¢, est inclus dans V,,.

On peut résumer par :

on(fo) =nf1, VEe[l,n—1], on(fr) = —kfe—1+ (= k) fey1, ©n(fn) = —nfn1.

e La matrice de ¢, dans la base (fo, f1,...,fn) est construite colonne par colonne. Chaque colonne
correspond aux composantes des dérivées des vecteurs de cette base exprimés dans cette base.

0 -1 0O -+ --- 0

n 0 -2

On retrouve bien la matrice B,, = 0 n=-1 0 =3
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Q3. Pour k € [0, n], on pose g : R — C la fonction définie par : Vo € R, gp(z) = e!k—n)z,

n—Fk

Pour montrer que pour tout * € R, gg(x) = (cosx + isinz)¥(cosz — isinz)” %, on part du second

membre en utilisant la formule de Moivre pour tout x réel.
(cos(w) + isin(z))* (cos(x) — isin(x))"~F = (e”)k (e‘”)n_k = eikweilk—n)z — (iZk—n)z — g (1),

Q4. On veut ici en déduire, & I’aide de la formule du binéme de Newton, que : Vk € [0, n], gk € Va.
Posons donc k € [0, n] et prenons la forme de gy trouvée & la question précédente.
On travaille pour un z fixé dans R.

gr(z) = (cos(x) + isin(x))*(cos(z) — isin(z))" .

n

o) =3 (5 tosto isinGa)t- k ("7 ") teosta' (- singa)y =+,

i=o M ;

Il
=]

Les deux sommes sont indépendantes et on peut regrouper en une double somme.
k n—k ) k n—k ) )
gr(x) = ; ;(_1)717}%12%7]4 (j) ( l > (COS(ZC))lJr] (sin(x))”f(]ﬂ)-

Puis, montrer que g;, € V;, revient & montrer que g est une combinaison linéaire des fonctions f; pour j
variant de 0 & n. Le groupement (cos(x))!* (sin(x))" U+ correspond & fi4;(x).

k n—k ‘ k n—k
ge(z) = Z(_l)n_k_lin_J_l( ) ( ; )fl+j(90)-
3=0 1=0 J
Or, comme j € [0, k] et p € [0, n — k] alors I + j € [0, n]. On peut conclure.
g € Vi
Q5. e Pour k€[0,n],ona:
(@) = (=) = i(2k — n) =TT = §(2k — n)gu(z).

e Déduisons en que ¢, est diagonalisable, en donnant la liste des valeurs propres complexes de ¢, et
les espaces propres correspondants.

Déja, on remarque que pour tout k € [0, n],

onlgr) = i(2k —n)gx.

De plus, g, est une fonction non nulle. On peut donc dire que pour tout k € [0, n], gx est un vecteur propre
de @, associé a la valeur propre i(2k—n). Comme k # k' = i(2k—n) # i(2k'—n), , {i(2k —n), k € [0, n]}
est un ensemble de n + 1 valeurs propres distinctes de ¢,,. Par ailleurs, ¢,, est un endomorphisme de V,,
espace vectoriel de dimension n + 1. Donc ¢,, a exactement n + 1 valeurs propres distinctes et est donc
diagonalisable.

Sp(en) = {i(2k —n), k € [0, n]}.

Comme il y a n+ 1 sous-espaces propres et que la somme de leurs dimensions est égale a dim (V,,) = n+1,
les sous-espaces propres de ¢,, sont des droites vectorielles (dimension 1). Il est clair que gy, est un vecteur
propre associé & i(2k — n) pour tout k € [0, n]. On peut résumer par :

Vk € [0, n], Ker (¢, — i(2k — n)Idy, ) = Vectc (g ) -
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Q6. Déterminons pour quelles valeurs de n ’endomorphisme ¢,, est un automorphisme de V,, 7

Un automorphisme est un endomorphisme bijectif. Et comme ¢,, est un endomorphisme défini sur V,
qui est un espace vectoriel de dimension finie, on sait d’apres le cours que ¢, est un automorphisme
si et seulement s’il est injectif. Cela équivaut a dire que Ker ¢,, est réduit au vecteur nul et donc si et
seulement si 0 n’est pas une valeur propre de ¢,. Comme le spectre de ¢, est {i(2k —n), k € [0, n]},
i(2k — n) est nul pour n = 2k, avec k € [0, n]. Donc n est nécessairement pair. Réciproquement si n est
pair, pour k = n/2, i(2k —n) = 0 et donc 0 est une valeur propre de ¢,,. En conclusion, 0 est une valeur
propre de ¢, si et seulement si n est un entier pair. Et 0 n’est pas une valeur propre, donc ¢, est un
automorphisme de V,, si et seulement si n est un entier impair.

Q7. e Ecrivons la décomposition de g,, dans la base (fo,---» fn)

On continue le travail fait a la question Q4. Partons de la formule établie a cette question.
Travaillons pour z fixé dans R.

E

n—

o)=Y 3 V) [ F

Jj=0

On applique avec k = n.

) =Y 00<—1>lz’”-j-l (5) () s = vt (4) s

§=0 I=

Ainsi : g,(z) = Zn:i"—j (k) fi(w).
do

e Montrons que : Ker (B,, — inl,4+1) = Vect (1'1 , ot pour tout k € [0, n], qp =i"* <Z>
qn

On sait d’apres plus haut que B,, étant la matrice de ¢,, dans (fo, ..., f), et comme le sous-espace vectoriel

Ker (¢, — i(2k — n)Idy,) est l'espace propre de ¢, associé a i(2k — n), de base (gi) pour tout k entier

entre 0 et n, dans le cas k = n, Ker (¢, — i(2n — n)Idy, ) = Ker (¢, — inldy, ) est 'espace propre de ¢,

associé a in, de base (g,). Donc Ker (B,, — inl, 1) est 'espace propre de B,, associé a in, de base (Gy,),

qui est le vecteur colonne ayant les composantes de g,, dans la base (fo, ..., fn). Il reste & déterminer G,,.
n

n
Comme g, = Z I < > fj, la matrice colonne des composantes de g,, dans la base (fo,..., fn) est :
J

5=0
A" (5) %
i"1(1) @
G, = z”_J (7;) = qj , avec pour tout j € [0, n], ¢; = i" ™7 (?)
() In
do

q1
On a bien le résultat : Ker (B,, — inl, 1) = Vectc (G,) = Vectc .

dn
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Probleme 02

Q1. Pour k € N, que peut-on dire de la famille (Ex 0, Ex 1. ., Egn)?

On rappelle que pour k fixé entier, [ € [0, n], on note Ej; 'événement (N = 1), ou Ny, est la variable
aléatoire égale au nombre de boules dans 'urne U; apres ’échange effectué a U'instant k. D’apres le
protocole, & U'instant k, I'urne U; contient un nombre de boules compris entre 0 et n, de plus (N = 1)
est ’événement : < 'urne U; contient [ boules a 'instant k.

Donc :

n

Q= 0 (N =1) = U (Ek)-
1=0

1=0
Et pour tout [ # ', Ex; N Ey = 0 car il ne peut pas y avoir a la fois [ boules et I’ boules dans Uy.
Q2. Sil'urne U; contient j boules a l'instant &, combien peut-elle en contenir a 'instant & + 17
e Casj=0.
Dans ce cas, il n’y a pas de boules dans I'urne U; a l'instant k et donc la boule tirée sera nécessairement

issue de 'urne U,. Comme le protocole exige que la boule tirée change d’urne, elle atterira dans 1'urne
U;. Et donc U; contient 1 boule & 'instant & + 1.

e Casj=n.

Dans ce cas, il n’y a pas de boules dans I'urne U, a l'instant k et donc la boule tirée sera nécessairement
issue de 'urne U;. Comme le protocole exige que la boule tirée change d’urne, elle atterira dans 'urne
Us. Et donc U; contient n — 1 boule a 'instant & -+ 1.

e Casje[l,n—1].

Ici deux sous-cas sont possibles, 'urne Uy va gagner une boule si la boule est tirée parmi les n — j boules
de U; et 'urne U; va perdre une boule si la boule tirée provient d’une des j boules de cette urne U;. On
ne demande pas ici la probabilité de chacun de ces sous-cas. En tout cas I'urne U; aura j + 1 boules a
Iinstant k& + 1.

Q3. Pour k€ Net 4,1 € [0, n], déterminons : Pg, , (Ex11,5)-

e Casj=0.

Pour k entier fixé et [ entier fixé entre 0 et n, on veut calculer Pg, ,(Er41,0), ¢'est-a-dire la probabilité
que 'urne U; n’ait aucune boule a l'instant k + 1 sachant qu’elle contenait [ boules a l'instant k. Or,
le seul moyen d’étre dans la situation de n’avoir aucune boule dans I'urne U; a Uinstant k£ + 1 est qu’a
instant &, U; contenait une seule boule. Donc pour [ # 1, Pg, ,(Ext1,0) = 0. Puis, dans le cas ot U;
posséde une seule boule et comme il y a n boules, la probabilité de tirer la boule de U; est donc 1/n. On
peut conclure.

1
Vi € [0, n] \ {1}, Pg,,(Ekt+10) =0 et Pr, , (Er10) = -

e Casj=n.

Pour k entier fixé et | entier fixé entre 0 et n, on veut calculer Pg, , (Exi1,n), c’est-a-dire la probabilité
que l'urne U; n’ait aucune boule a l'instant k 4+ 1 sachant qu’elle contenait n — [ boules & l'instant k
(car Uy en contenait 1). Or, le seul moyen d’étre dans la situation de n’avoir aucune boule dans 'urne
Us a linstant k + 1 est qu’a l'instant k, U; contenait n — 1 boules et Us une seule. Donc pour [ # n — 1,
Pg, ,(Eky1,n) = 0. Puis, dans le cas ot Uy possede une seule boule et comme il y a n boules, la probabilité
de tirer la boule de Us est toujours 1/n. On peut conclure.

1
Vi e [[Oa TL]] \ {TL - 1}a PEk,L(EkJFLn) =0et PEk,n—l(Ek‘i’lyn) = E
e Casje[l,n—1].
A Dinstant k, 'urne U; possede | boules. On peut en ajouter ou en enlever une a 'instant £ + 1. Donc a
Iinstant k + 1, il y a j = 1 boules dans 'urne U;.
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vie [0, n]\{j—1,j+1}, Pg, ,(Ert1,5) = 0.

Sil=j—1, on doit passer de j — 1 boules a j boules dans I'urne U; et il faut donc tirer une boule de
Us, qui contient n — (j — 1) =n — j + 1 boules & l'instant k. La probabilité de tirer une boule de U est
donc (n —j+1)/n.

Sil=j+1, on doit passer de j + 1 boules a j boules dans 'urne U; et il faut donc tirer une boule de
Ui, qui contient 5+ 1 boules & I'instant k. La probabilité de tirer une boule de Uy est donc (j 4 1)/n. On
peut conclure.

j+1

n—7+1
E T et Py (B ) =

PEk,j—l (Ek+17j) =
1

Q4. ¢ Démontrons que pour tout k¥ € N, P (Eyy1,0) = —P (Ek1) -
n

On utilise le fait que (Fk,;)ogi<n €st un systéme complet d’événements et (vous 'avez deviné), on use de
la formule des probabilités totales.

P(Exi10) = Y _Pr, , (Brr1,0)P(Ex).
=0

1
Or, d’apres la question précédente, Pg, ,(Ext+1,0) =0sil# 1 et Py, (Eky1,0) = —.
: : n

1
P(Ex+1,0) = Pr, ) (Bkt1,0)P(Er1) = s P(Ej.1).

1
e Démontrons que pour tout k € N, P (Egt1,n) = EP (Ekn—1)-

On part encore de la formule des probabilités totales.

P(Ext1n) = O Pry, (Bit1n)P(Ek ).
=0

1
Or, d’apres la question précédente, Pg, ,(Ext1n) =0sil#n—1et Pg, ,_,(Ept10) = —.

1
P(Ext1,n) = Pry _y (Bkt1,0)P(Ekn-1) = e P(Eyn-1)-

e Démontrons que pour tout k& € N, pour tout j € [1, n — 1],

n—j7+1

P (Ekt1,5) = p

i+ 1
P (Egj-1) + ]TP (Ek,j+1) -

On part toujours de la formule des probabilités totales.

P(Ert15) = > Pry,(Bri,)P(Er).
=0

Or, d’apres la question précédente, P, ,(Epy1,0) =0sil#j—1etl#j+1.

P(Eyxt1,5) = Pry ;3 (Bkt1,5)P(Ek j—1) + Pry iy (Bky1,)P(Ekjv1)-

n—j+1 41
Puis, toujours d’apres la question précédente, Pg, ; , (Epi1,5) = n—Js+1 et Pp, ., (Ery1j) = iy
: n : n

On peut conclure.

n—j—|—1><

VJ S [[1, n— 1]], P(Ek-l-l,j) = "

P(Ek,j-1) +

)+ 1
/ — X P(Ek,j+1)-
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1
Q5. Montrons que pour tout k € N, Z = _kAszOv ou A, est la matrice introduite dans 1’énoncé et
n

Pk,0
Pk, 1
Z = . |, ol pour tout I € [0, n], ppi = P (Ek,). Partons de — A, Z.
: n
PE,n
0 1 0 0
n 0 2 Pro
_ R Pk,1
Ly 0 n—1 0 3 S -
Pk,n
2 0 n
0 0 1 O

1
La ligne Ly de la matrice colonne résultante est —P(Ej 1) = P(Ek+1,0)-
n

1
La ligne L,, de la matrice colonne résultante est —P(Ey n—1) = P(Fk+1.n)-
n
Enfin, pour tout j € [1, n — 1], la ligne L; de la matrice colonne résultante est
—7+1 )+ 1
n—jJ+ « 7+
n

P(Ek,j-1) + X P(Ek,j+1),

c’est-a-dire P(Ejy41,;). On en déduit 'égalité :
1
VkeN, Zpy = —AnZ.
n
On en déduit alors, par une récurrence immédiate le résultat.
VkeN, Z; = L Ak 7
bl k = nk n 0-

Q6. Déterminons la loi 7 de Ng.

On précise I’énoncé a partir de maintenant. On suppose jusqu’a la fin du Probleme qu’a I'instant 0, on a
disposé de facon équiprobable et indépendamment les unes des autres les n boules dans I'une des urnes
Uy ou Us. Dire que les n boules sont placées de maniere équiprobable signifie que chaque boule a la

probabilité — d’étre placée a I'instant k = 0 dans I'urne U; (et idem dans I'urne Us). Ny est la variable

aléatoire égale au nombre de boules dans U; a l'instant 0. Ainsi Ny est une somme de n variables de
Bernoulli indépendantes X;, i variant de 1 a n, associant a X; la valeur 1 si la boule numéro i est dans

Ui et la valeur 0 si la boule numéro ¢ est dans Us. Le parametre commun de ces n variables de Bernoulli
n

est % Comme Ny = Z X, Ny suit donc une loi binomiale de parametres n et %
i=1
Ainsi, No(Q2) = [0, n] et pour tout j € [0, n],

P(No=j)=(})5 x (1~ I (7;)2_”

Probleme 03

2 2
Q1. Au voisinage de 0, cosu =1 — % +o0o(u?) et In(1 —u) = —u — % + 0o (u?).
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7r
Q2. Posons, pour tout entier naturel n, w, = In <cos ( 1 >)
n

Remarquons que l'on a immédiatement lim w, = In(1) = 0, ce qui nous permet de dire que la série de
n—-+oo

terme général w,, ne diverge pas grossierement.

Nous allons utiliser des développements limités pour obtenir un équivalent simple de w,, au voisinage de
+o00.

Le développement limité de cos(z) et de In(1 — z)au voisinage de 0 & Pordre 2 ont été rappelés dans la
question 01.

7T2

= e o ()

)), et par composition des développements limités :

On peut donc écrire, pour n au voisinage de +0o : cos(

1

7.(.2
212 O <(n T1)2

Donc w,, = In <1 —

2

_ T 1
Yn S Ty 1 PO ()
2 2
Donc au voisinage de +00, w, est équivalent a SR donc aussi a -
T 2(n+1)2’ 2n?

On utilise alors le critere d’équivalence pour les séries numériques a termes de signes constants (ici

s . - L m " 1 "
négatifs), et le fait que la série de terme général 53 est convergente (car la série ,>1— est une série
n =n

de Riemann convergente), pour conclure finalement que :

T
la série de terme général In (cos (?)) est convergente.
n
Q3a. Apres avoir défini la suite (R,)n>2, I’énoncé manipule le logarithme népérien des termes de
cette suite. On pourrait vérifier que ceci est bien valide en montrant par exemple par récurrence que
Vk > 2, Ry > 0. En effet, c’est vrai pour Rs et si R, > 0 alors R, 41 est le produit de R, > 0 et de

m
cos > (0 donc est positif strictement.
n+1

Q3b. Soit n un entier tel que n > 4. Transformons de deux fagons la somme proposée :
— Z (In(Ry) — In(Ri_1) Zln (Rg) — Zln(Rk,l) = In(R,) — In(R3) car il s’agit de sommes

télescop1ques
n

7;“”(& — In(Ry_1)) Zln(Rk 1) Zln(cos( 1))

Q3c. D’apres la question précédente, Vn > 4,In(R,) = In(Rs3) + Z In (cos (L))
— k+1

™
Or d’apres la question Q2, la série de terme général In (cos <k3——|—1)> converge , donc la somme partielle

Z In <cos (#)) admet une limite finie lorsque n tend vers +oo.

On a donc In(R,,) qui admet une limite finie lorsque n tend vers 400, c’est-a-dire
la suite (In(Ry)), -, est convergente.

Q3d. Intéressons nous au logarithme népérien du produit proposé :

m(ﬁm( )) STICHES)ED SACHEY)

C’est la somme partlelle de la série convergente étudiée a la question 1., elle admet donc une limite fine
a lorsque n tend vers +oo.
Par composition avec la fonction exponentielle, on a donc :

N

7r
H cos (E) tend vers R = e® lorsque n tend vers +oc0.
k=3
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n—1
1 AN
Q4a. D’apres le cours on sait que : Vg # 1,Vn € N¥, Z " = l—q
—4q

k=0

Q4b. Soit ¢t €]0, 1], on applique cette formule avec ¢ = 1 — ¢ qui est bien différent de 1, donc :

n—1
1— (11—t
VneN*,Z(l—t)k:M

t
k=0
Q4c. Cette intégrale est une intégrale impropre en 0.
T Ll L o 11 t)k 21
= t = —~ "

La fonction sous 'intégrale admet une hmlte finie lorsque t tend vers 0, I'intégrale est donc faussement
impropre en 0, et finalement U'intégrale I,, est une intégrale convergente.

1n—1 n—1
Q4d. Soit n € N*. On a alors I / Z(l —t)kdt = Z o1 = t)*at par linéarité de Iintégrale. Donc

k=0
1

- (1 —t)k+t e 1
;[ k+1 ]O_I;)k—ﬂ

11 suffit alors de faire un changement d’indice pour conclure : I, = Z —

Qb5a. Soit n € N*.

/01 (%%H) dt — [%znqwnnl

1 1 1
Finalement on obtient : u, = — —in(n+1) +in(n) = — —in <1 + —>.
n n n

Q5b. Déterminons un équivalent simple de u,, au voisinage de 400 :

I A U I SR e
u”_n " n) n n  2n2 © n?2 T on?2 © n?

1
Donc au voisinage de 400, u, est équivalent & —.
2n2

On utilise alors le critere d’équivalence pour les séries numeriques a termes de signes positifs , et le fait que
la série de terme général — > est convergente (car la série E — est une série de Riemann convergente),
n? n?
n>1
pour conclure finalement que :
la série de terme général u,, est convergente.

Q5c. o Intéressons-nous a la somme partielle de la série de terme général u,,. Sin > 1 :

(

—in(k+1) + ln(kz))

ilnkJrl +Zln

k=1

wl*—‘

i
M=

b
Il
—

M:EM:

> =

—In(n+1) — In(1) car les deux dernieres sommes se télescopent.

el
Il
—

|
(]
> =

—in(n+1)

>
Il
—
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= 1
. Or(l—i—%—i— —|———ln ) <ZE lnn—i—l))—l—ln(n—i—l)—ln Zuk—i—ln(l—i— )O
k=1

constate que :
n

— g uy, tend vers une limite finie lorsque n tend vers +oo en tant que somme partielle de la série
k=1
de terme général u,, qui converge.

1
— In (1 + —) tend vers 0 lorsque n tend vers +o0.
n
: P . ) . 1 1
Finalement on en déduit l'existence duréel : y = lim (14 =-+---4+ — —in(n) .
n—-+o0o 2 n
Q6a. Soit n un entier naturel non nul et x un réel strictement positif.

t
Le changement de variable u = — nous permet immédiatement d’obtenir :
n

1
Gn(x) = nz/ (1 —uw)"u* du.
0

n*n!
6b. Soit la propriété P, : "Vx > 0,G,(x) = 7,
Q prop () @) @)

Montrons par récurrence que P,, est vraie pour tout entier naturel n non nul. Si z > 0, alors :

G1(z) = /01(1 — w)u "y = /Ol(u“ — u®)du

| w1t 1 1 1
e z+41l], T 241 z@+1)
n®n!
Orsin=1, = , donc la propriété P; est vérifiée.

zx+1)---(x+n) z(x+1)

1
Q6c. Soit > 0. On a alors : Gp11(z) = (n+ 1)9”/ (1 —u)" M du
0

Effectuons une intégration par parties,

wlu) = (1 — u)+? W/ () = —(n + 1)1 — )"
V' (u) = w7t v(u) = u?

Les fonctions w et v sont bien de classe C'! sur ]0,1], on a alors :

Grir(@) = (n+1)° [(1 - u)"ﬂu—z] oy /01(1 — w)"u®du

X 0 x
— (7’L + 1)z+1 ' — )" uFdu
= /0 (1 ) u*d
_ (7’L+1)$+1 ' W) (g — U
- [ e -y +

1 xz+1 1 1 x+1 1
= 77@ +1) / (1 —u)" " tdu + 7(71 +1) / (1 —u)"u"du
€z 0 €z 0

n+1

+1 z+1 1
= Gn+1(x)+u

_Gn(x)

x n¥*
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Q6d. On a donc :

1 1 x+1 1 1 x+1
rAnt e =MD ) S G () = D)

x x n® nm(x+n+1)Gn($)'

On applique alors I’hypothese de récurrence : G, (z) =

_ (n+ 1)* 1 (n + 1)!
donc Gpy1(x) = @T D) @ EnE s q.e.d

T
Conclusion : Vn € N*,Vz > 0,G,,(z) = nw )
z(x+1)---(xr+n)
Q7. Soit x un réel strictement positif fixé. On a alors, pour k au voisinage de 400 :

/ (1+x) r x oz n x? x x? . z?
n )= —-=—=+40|5 |- 7T=—==5+0| =
k k. k  2k? 2 k 2k? k2
2
x
Cette expression, au voisinage de +00, est équivalente a Y X =
On utilise alors le critere d’équivalence pour les séries numériques a termes de signes constants (ici

et est négative.

1
négatifs), et le fait que la série de terme général 12 est une série de Riemann convergente, pour conclure

finalement que :

la série de terme général in (1 + E) ~ est convergente.

Q8. Remarquons que :

w(f1 (D)) - S0 -2

k=1 k=1

qui tend vers une limite finie 5 lorsque N tend vers 400 d’aprés la question précédente (somme partielle
d’une série convergente).
Donc, en composant par la fonction exponentielle, on peut affirmer que :

N X
VN = H ((1 + %) e k) tend vers une limite finie lorsque N tend vers +oo
k=1

Q9. Nous allons transformer expression de G,,(x) obtenue & la question Q6d.
Soit x un réel strictement positif fixé et n un entier naturel non nul.

x

n*n!
G,(x) =
(z) z(x+1)---(xr+n)
Tz +1lx4+2 z+n
T T2 n
n® - A
=S I0+5)
k=1
"2 o=z
e 7k 1E k 1Eﬁ(1+$)1
= e = ek= —
T Pt k
"1
—a (Z z ln(n))
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n
x o
D’apres la question précédente, H ((1 + E) eiﬁ) tend vers une limite finie non nulle (nous I’avions
k=1

n
z\~1 .
notée e?) lorsque n tend vers +oo, donc H (1 + E) e* tend vers une limite finie non nulle (qui est
k=1

e~ ) lorsque n tend vers +oo.
n

De plus, en Q5, nous avons montré que Z P In(n) tend vers une limite notée ~.

On peut donc conclure que lim Gp(z) = (1 + E) er.
n—-4o0o xX k



