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Partie I : Etude d’une variable aléatoire
1. (a) La série Zm” est la série entiére géométrique, qui est une série entiére de référence et dont le rayon de

n
convergence vaut 1. Les deux autres séries sont les séries dérivées (respectivement une fois et deux fois) de la
série géomeétrique, leur rayon de convergence reste égal 4 1. On a, pour tout x € | — 1, 1],

—+o0 —+o0 —+oo T
SO(:U):E z":E 1:’”1:565 k= ———.
1—2z
n=1 k=0 k=0
Par théoréme de dérivation terme & terme, on a alors
1 2

Sl$:72, ngzi.
@) (1-2) (@) (1-2)°

1
(b) Puisque 3 €1]-1,1[, on a, pour tout z € | — 1, 1],

+oo
1 1 1 1 1
ZW250<2)2X12'

n=1

D’aprés ’énoncé, on a alors

400 +o00 too 1 1 I 1
DX =n) =) (B(X =2k +B(X =2k +1)) = (W+W)=2ZW=1
n=0 k=1 k k=1

—_

(¢) D’une part,

+oo
n 1 1
s () - e

n=1

D’autre part,

“+oo

n(n—1) ( 1 > 2

E ——— =5 |- | =———==16.
-2 3

n=1 2 2 (1 - %)

Puisque toutes ces séries convergent, on en déduit que

R _+°O n(n—1) n _+°On(n—1) 2+OO " 64—
Z on—2 Z on—2 + ogn—2 | Z on—2 + Z on—1 T8 =24
n=1

n=1 n=1 n=1

2. (a) D’aprés la question 1a, toutes les séries manipulées sont convergentes. D’aprés la question 1c,

+oo m 1+o<> n

D T =50 T =2
2 2 2

n=1 n=1
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et
—+oo —+oo +oo
n+1 2n 1 1 )
Z on+1 222n+1+22n+1:2+§:§'
n=1 n=1 n=1

(b) D’apres les questions précédentes, la série Z nlP (X = n) converge absolument, donc X admet une espérance.

n
Par définition, on a alors

= = X2k 2%k+1
E(X)=)Y nP(X=mn)=) [2k)P(X =2k)+ (2k+ 1)P(X =2k +1)] = 5T T ot
n=0 k=1 k=1
5 9
=2+5=5.

(c) D’aprés la question la, toutes les séries manipulées sont encore convergentes. D’apreés la question 1c,

-~_(><>(27”L)2_—~_Z(>:O 4n? _}f n? _ 19

+1 on+1 on—2 )
n=1 2n n=1 2" 2 n=1 2
et
400 2 +o0 2 400 2 400 +o0
(2n+1)" 4n®+4n+1 1 n n 1 1 33
2n+1 72 2n+1 752271—2 +22n—1 + 2n+1 712+4+§7?
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

(d) D’aprés les questions précédentes, la série Z n’P (X = n) converge absolument, donc d’apres le théoréme de

n
transfert, X2 admet une espérance, et X admet donc une variance. Toujours d’aprés le théoréme de transfert,

on a alors
+oo +oo
E(X?) =) n’P(X =n)=> [(2k)*P(X =2k)+ (2k+ 1)’ P (X = 2k +1)]

n=0 k=1

+o0 2 2
2

S =

2k+1 9k+1 2 2

k=1

D’aprés la formule de Kcenig-Huygens, et les formules précédentes, on a alors

V(X)=E(X?) -E(X)

C 57 (9)* 114 81 33
B 4 44

2 2

3. (a) Soit x € C*. Posons, pour tout n € N*,

x2n |Z.|2n
Uy = = .
2'IL 27’L
Alors u, > 0 et
|I|2(n+1) 9
Un+1  —onFl d
Un, |2 2

on

D’aprés le critére de D’Alembert :
| |2 2n

x x
e si|z| < V2, alors — < 1 et la série —— converge absolument.
o] < V2, alors 3 o convers

2 2n
e si x| > /2, alors % > 1 et la série Xn: 562—” diverge grossiérement.

2n
On en déduit que le rayon de convergence de la série entiére Z Z—n est égal & V2. Pour z € 11— V2, \@[, en
n

reconnaissant une série géométrique,

2

+oo “+o0 n
2" ($2) % x?
n 2 2°
2 = 2 1— = 2—x

n=1
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(b)

2n
T
Soit x € | — V2, \/5[ Alors la série numérique E o converge, et
n

2n+1
> = fEZ o
n
est donc aussi une série convergente. On en déduit que G () existe, donc que G est définie sur | — v/2,v/2].

Alors, pour = €] — V/2,v/2],

oo too 2k 2k+1 Too 2k 2 2 3
" T T 1+z T 1+ T ¢+
OEDIE: P<X:”):Z(2k+1+ 2k+1): 2 ZQkHZ 2“2 2(2—a2)
n=0 k=1 k=1

D’aprés le théoréme de dérivation terme & terme, la fonction G € C*° (] -2, \@[) et, pour tout z € |—v/2, V2|,

+oo
"(z) = an"‘lﬁ”(X =n).
n=1

En particulier,

Zm” (X Zmp =E(X).

D’autre part, en dérivant 1’égalité obtenue & la question précédente,

(256 + 33:2) (2 - xZ) + 2z (z2 + x3) Az + 622 — 24

G (z) = =
(=) 2(2 — 22)? 2(2 — 22)°
Ainsi
4+6-1 9
E(X)=G'(1)= —0= 2 -2
2(2- 1) 2
Toujours d’apreés le théoréme de dérivation terme a terme, pour tout z € | — V2, \/i[,
+oo
G'(x) =) n(n—-1)2"?P(X =n).

Il
-

n
En particulier, d’aprés le théoréme de transfert,

400
G'(1)=> nmn-1)P(X =n)=E(X (X -1)).

n=1

D’aprés I’énoncé, G” (1) = 24 donc, par linéarité de 'espérance,

EX(X-1)=E(X*-X)=E(X?)-E(X)=24, E(X?)=24+E(X)= %
Ainsi
E(X)=G'(1) = w 9
212-1)> 2
On retrouve alors
33

V(X)=E(X?) -E(X)* ==
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Partie II : Etude d’une marche aléatoire

4. (a) Soit n € N.
e Si & l'instant n, I'individu se situe en 0, il ne peut aller qu’en 1, et donc pas en B, donc

P(X,+1 = B|X, =0)=0.
1 1
e Si & l'instant n, I'individu se situe en 1, il a alors une probabilité de 1 d’aller en 0, de 5 d’aller en 2, et de

1
1 d’aller en B, donc

1
P (Xup1 = BIX, = 1) = 7.

1 1
e Si a l'instant n, I'individu se situe en 2, il a alors une probabilité de 3 d’aller en 1 et de 3 d’aller en B, donc

1
P(X,+1 =B|X,=2)= 3
e D’aprés les régles, si a 'instant n, I'individu se situe en B, alors il y reste définitivement, donc
P(X,+1 = B|X,=B)=1.

D’aprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements {X,, =0}, {X,, = 1},
{X,=2}et{X, =B}, ona
2
P(Xnp1=B) =Y P(Xnp1 = B|X, =i)P(X, =)+ P(Xp41 = B|X, = B)P(X,, = B)
i=0

:%P@ﬁzn+%P@g:%+P@g:3y
(b) De la méme fagon, on obtient
P (X1 = 2| X, = 0) =0, PM%H:ﬂXn:U:%,
P(X,r1 =2|X,=2) =0, P(X,+1 = B|X, =2)=0.

D’aprés la formule des probabilités totales appliquée au méme systéme complet d’événements, on trouve alors
P(Xp41=2) = iP(XnH =2|X,=9)P(X, =% +P (X1 =2|X,=B)P(X, =B) = %IP’(X” =1).
i=0
(c) De meéme, on trouve
P(X,1=1)=P(X,=0)+ %IP’(X” =2), PX,41=0)= %P(X" =1)

(d) D’apres les question précédentes, et avec les notations de la question 6, on a

VneN, Vi =MV,

avec
0 1/4 0 O 01 0 O
M= 1 0 1/2 0| _1]4 0 2 0
o 12 0 of 0 2 0 O
0 1/4 1/2 1 01 2 4
x
5. (a) Soit U = Z € My (R). Alors
1
y =4z y=4x
dr 42z =4 dr+22z=4
MU =U <= T2 4 = Tz 4 = rz=y=2=0.
2y =4z y =2z
y+2z+4=4 y=—2z
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0 x
o Lo y
On a donc Uy = 0 . Soit U = 6+ a2 € My 1 (R). Alors
1 1
V2y =4z Y= 2v2x
MU =—=U <= —
V2 2\/§y=4(—6+4\/§) o= -312/2
V2y+2v2 (6 +4v2) +4v2 =4 4o =—12+8V2
— r=-3+2V2
y=8—6v2
—34+2V2 x
| 8—6v2 oo Y
On a donc U = 64 4v3 . Soit U = 66— 42 € My 1 (R). Alors
1 1
\/iy:—éla:
. 125 +2V2 (-6 - 4v2) = —4y s —3-2V2
MU =-—72U = —
V2 22y = —4(—6—4v2 y=8+6V2
V2 +2vV2 (=6 — 4v2) + 4vV2 = —4
—3-2V2 x
| 8+6v2 oo |y
On a donc Us = 64 4v/32 . Soit U = e € My 1 (R). Alors
1 1
y=20 y=0 1
Az + 22 = =-2
MU =0 < v+ 22=0 = : . — qy=0
2y=0 Y=
z=-2
y+22+4=0 z=-2
1
0
On a donc Uy = 9"
1

b) La matrice M est diay onalisable, car elle posséde 4 valeurs propres distinctes : son polynéme caractéristique
g
x s est donc scindé & racines simples. On en déduit que M = PDP~ 1.

6.

(a) Puisqu’a l'instant 0, 'individu est en 0, on a Vy =

1

8 . Pour n € N, d’aprés la question 4d, V,,41 = MV,,. Par
0

récurrence directe, on a donc V,, = M™Vj. Puisque P~1P = I, on a alors

V, =M"Vy = (PDP~')" Vo = PDP_'PDP"!...PDP"'V; = PD"P~'V,.

n fois

(b) Pour simplifier les calculs, posons o = g + 3 et 8 = V2 (x5 — z3). On a alors

«
Tro = —
2

4

L8

BV2

4

«
r3 = — —
2
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On a alors
~3+2v2)mp + (—3-2v2) mg =1 30428+ =1
PX v 8_6ﬁ)x2+(8+6ﬁ)m3:0 . Jsa—6s=0
76+4\/§>x2+(—674\/§>x372x4:0 —6a + 45 =224 =0

x1+x2—|—x3—|—x4:0 J}l+0[+$4:0

1 1
“Ba+28= “3a+26 =7
_ — 3
Lt Ls 2L B ?5—0 Lylafln ) = —3
$4—§ T _1
1 )
371_—04—5 x1 =1
.1‘1:1
r =1
T, 3+2V2
a=-3 Ty = =
<~ _ 5 <~ 3_2\@
— gy = —S—2V2
1 4
) o=
2

(¢) Ona PX =V, donc P~V = X. On a alors, pour tout n € N*,

1 0 0 0 1 1
0 (1) 0 . 3+2V2 _3+2\@x<1>”
D"PV, = D"X = V2 e | x _3_42\/5 = 3:12\/5 \V24,
o0 () A Ta (@)
0 0 0 of | 5 | 0
On a enfin
o[ )
V, = PD"P~'V, = P x e (%)n _ %(%)n—%(’ﬂ
" =G| GG
0 1_3+iﬁ (ﬁ)"_sfi\/i (;;)”

(d) Soit n € N*. D’aprés la question précédente,

=5 (3 G - (-2
s ()G A8

2
2n 2n
1 1 1 /-1 1/1 1 1
]P)Xn:2 = = —_— — _— = — B [— = —.
e ) 2 <\ﬁ> 2 <\/§> 2(2”+2n) on

D’aprés la derniére composante du vecteur V,,, on obtient également

o122 ()

. . 1\" . -1\" .
Puisque V2 > 1, on a nll)r—&r-loo (\/5> = ngrfm (\/?) =0 et donc nETooP(X" =B)=1.

F. BOUGUET Page 6/7



EPITA 2020 Corrigé Maths PT /TSI

7. (a)

(b)

L’individu se situe au bord a Iinstant n si, et seulement si, il vient, de ’atteindre ou il ’a déja atteint auparavant
(car il reste au bord aprés Pavoir atteint). Donc les événements {T' < n} et {X, = B} sont égaux, et donc
P(T <n)=P(X, = B).

Pour tout n € N*, d’aprés la question 6d, on a

" " 3+2v2 (1 \" 3-2v2 [/-1\"
ZP(T:k):P(U{T:k}):IP(TSn):IP’(Xn:B)zl—4(\/5) —4(\@) .

k=1 k=1

On en déduit que nEI—Eoo ’;P (T = k) = 1. Par définition, la série ZIP’ (T = n) est donc convergente et on a

“+o0
montré que Z]P’ (T'=n)=1.

n—
Soit n € N*. Si Iindividu arrive pour la premiére fois en B & I'instant 2n, alors il était en 1 ou 2 & 'instant
2n — 1. Or P(Xa,-1 =2) = 0 donc il était en 1 & 'instant 2n — 1. Réciproquement, si l'individu est en 1 &
I'instant 2n — 1 et en B & l'instant 2n alors il arrive en B pour la premiére fois a l'instant 2n. On en déduit
que {T =2n} = {Xs, = B} N{Xz,-1 = 1}. D’ou, d’aprés la question 6d,

1 1
P(T = 2n) = P({Xon = B} N {Xon-1 = 1}) = P (Xan = B|Xzn1 = )P (Xzn1 = 1) = 7 X 35
1
= on+1 :

De la méme maniére, pour tout n € N*, il est impossible que l'individu soit en 1 en un temps pair, donc
{T' =2n+1} ={Xaop41 = B} N{X2, =2}. Do, d’aprés la question 6d,

1 1 1
P(T:2n+1):P(X2n+1 :B|X2n:2)]P)(X2n:2):§ X ﬁ: 2n+1.

La variable aléatoire T suit alors la méme loi que la variable aléatoire X définie & la partie 1. D’aprés les
questions 2b et 2d, on a alors
9 33

E(T)=35 V(I)=73
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