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CLASSE DE 2TSI
PREPARATION PLANCHES ORAUX

KORREKTUR

[Planche 01. CCS 2019]

"nl
— en fonction de a > 0.

’ . , . a
Etudions la nature de la série g
n>1

a™n!

On pose u, = pour tout n > 1. On utilise d’Alembert,

un+1_a"+1(n+1)!x n" . n" . 1+l _".
Up (n+1)7+1 a"n! (n+1)"

Un+1
Donc :

Un

1
= aexp <nln <1 + —)> . On applique un développement limité d’ordre n. On obtient :
n

n 1 1
Unt1l _ a exp (—n (— +o0 (—))) = ae—1+o(1),
Uy, n n

quantité qui tend vers ae™! quand n tend vers +oo.

a™n!
Alors, si a €]0, e[, la série Z - converge et si a > e, la série Z
n>1 nz=1
Si a = e, on ne peut pas conclure avec la regle de d’Alembert.
n n
Utilisons la formule de Stirling : n! ~ (—) v27mn quand n tend vers —+oo.

a™n!

diverge.

Alors, pour n tendant vers +oo, u, ~ v27mn et donc la série Z
n>=1

[Planche 02. CCS 2019]

Ici, la fonction f est continue sur J C R, F' est une primitive de f et enfin, u et v sont deux fonctions de
classe C' de I dans J.

1. Comme f est continue sur .J, toutes ses primitives F sont de classe C! sur J puis l'on a : H(z) =
F(v(z)) — F(u(z)), pour tout € I. La fonction H est la somme de composées de fonctions de classe C*
sur I et est donc de classe C! sur I.

De plus, pour tout = € I, H'(z) = v'(z) f(v(x)) — u'(z) f(u(x)), en remarquant que F’ = f.

1
2. Posons, pour tout x > 0, g(x) = arctanx 4 arctan —. Cette fonction est dérivable et :
x

, 1 1 1 1 1
@) =rm w0
+x T (l) 1+x 1+
x
En conclusion, g est constante et comme g(1) = 2arctanl = 2 x g = g, on a bien le résultat demandé.

t t t
3. Posons G : x — / arcran dt avec x > 0. On applique le résultat de 1) avec I = J = R
1

t arctant

" On remarque que f est bien continue sur R et que u et v
TERBE que que f q

u(z) = 1/x et v(x) =z, f(t) =

sont bien de classe C* sur RY..
Enfin, pour tout x > 0,
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Or. f 1 7%arctan%71’5arctané Bt d _
r, ~= (1+L)2 = arar onc :

1 1
T arctanz -1 x3 arctan P x arctanzx x arctan =

A e B R (e B B B | e

Il reste & appliquer la question 2).

G’( ) T (arctanx—l—arctan%) - T

= 1+ 22)2 T 21+ 222
Calcul I = ’ ¢

4. o alculons I; = | mdt.

On fait le changement de variable w = 2 et donc dw = 2tdt.

17/362 d — dw = —71 Iflfil
) %20+ we2T T | 20+w)], 2 2(1442)

X ¢ arctant

Calculons I>(X) = / dt, ou X > 0 fixé.
0

(1+1¢2)?

O t— ! t imitive de ¢ — t ’ i lculant I
n remarque que —————— est une primitive de ————, ce qu’on a pu voir en calculant ;.
daned 2(1+ £2) P 1+ 1 P !
On pense donc a une intégration par parties.
X X X
t arctant -1 1 -1
L(X) = ———dt = — X dt ———— X arctant| .
)= [T sre Tt mee “}
X X
1 —arctan X 1
Cela donne : I(X) = /0 20+ ) dt + NESOR 11 reste le calcul de K (X) = /0 A+ dt.
X 42 X X 2
t*+1-1 1 t
Alors:2K(X):/ jL7(115:/ —dtf/ ———dt.
o 20rer YT )y e ), arep
Il reste a faire une ultime intégration par parties,
b'e X
-1 t 1 X
2K (xz) = arctan X — | — ——dt+ | —— = —arctan X + ———~.
(x) = arctan l /0 S0+ ) +{2(1+t2)]01 5 arctan +2(1+X2)
X arctan X

1
Cela donne : I5(X) = 1 arctan X + A1+ X2) 21+ X%)

+oo
t tant
e Calculons I, = / La;;
0 (1+1¢2)
T

11 suffit de faire tendre X vers +o00. On a : Iy = R

7r
Remarque : La fonction G est strictement croissante sur R’ et a pour valeur [0, 3 [

[Planche 03. CCS 2019]

1. e Pour montrer que ¢ est un endomorphisme de M,,(R), montrons que si a € Ret (M, N) € M,,(R)?,
alors on a 'égalité : ¢(M + aN) = ¢(M) + ap(N).

(M +aN)=Tr (M +aN)I, = (Tr (M) +aTr (N)) L, =Tr (M) I, + aTr (N) I, = ¢(M) + ad(N).

e Pour montrer que v est un endomorphisme de M, (R), on peut comme précédemment montrer que si
a€Ret(M,N) e M,(R)?,p(M+aN) = p(M)+ap(N). Cest trées semblable. On peut aussi remarquer
que ¢ = Idpg, Ry — 2¢ et est un endomorphisme de M,,(R) par différence de deux endomorphismes de
M, (R).

2. Il est clair que Im ¢ C Vect I,, et comme ¢ n’est pas ’endomorphisme nul, (car par exemple ¢(I,,) =
nl,), dimIm¢ > 1 et comme dim Vect I, = 1, on a nécessairement : Im ¢ = Vect I,,.

D’apres le théoréme du rang, dim M,,(R) = dimIm ¢ + dim Ker ¢ = n? = 1 + dim Ker ¢.

On a bien le résultat : dim Ker ¢ = n? — 1.

3. Dans la suite, on suppose n = 2. Déterminons la matrice B de ¢ dans la base canonique

(El,h El,g, Eg,l, EQ,Q) de MQ(R) Par exemple, El,l = ( (1) 8 ) et :
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(i) =Tr (Big) o =1 =FE11+ Eap.

De méme, ¢ (E12) = ¢ (Ez,1) =0 et ¢ (Ea2) = E11 + E22. On a donc les colonnes de B et donc de A.

100 1 “1 0 0 -2
000 0 0 10 0
B=| g g0 o |TA4=h-2B= ¢ 41
100 1 2.0 0 -1

Comme A est une matrice symétrique réelle, on sait que A (et donc 1) est diagonalisable (et on peut
choisir la base de vecteurs propres orthonormale).

4. On sait que 'on peut trouver une matrice P orthogonale telle que PT AP soit diagonale. En effet,
P est alors la matrice de passage de la base canonique de M3(R) & une base orthonormale de vecteurs
propres. On va commencer par trouver les valeurs propres, on sait que Ker ¢ est de dimension n? —1 = 3.

Or,
MeKerp = d(M)=0=yp(M)=M < M € E(y).

Donc 1 est valeur propre associé & un sous-espace vectoriel propre de dimension 3. Comme Tr (4) = 0,
on en déduit que —3 est une valeur propre simple.
Commengcons par une base de ce sous-espace propre E_3(¢). Si M € E_3(1), alors

M —2¢(M) = —3M = Tr (M)I, = 2M.

Alors M € Vect I,. Comme dim Vect I = 1 et comme dim E_3(¢)) = 1, on a : E_3(¢) = Vect Is. Une
base de E_3(1)) est (I3).
Pour Eq(v),

M € Ey(¢) < Tr (M) = 0.

Il suffit de trouver trois matrices (formant une famille libre) de trace nulle. On connait déja deux matrices
By 5 et By 1. 11 suffit de prendre E; ; — E3 » comme troisieme matrice de la base. Comme les colonnes de
P doivent étre orthogonales, cela donne :

1/V2 0 0 1/32
P 0 10 0
- 0 01 0

1/V2 0 0 —1/v2

Remarque : on peut aussi écrire le polynéme caractéristique de A qui est, apres factorisation, x4 (t) =
(t — 1)3(t + 3) puis résoudre les systemes AX = X et AX = —3X. Et retrouver une base orthogonale de
E1(A) puis en déduire P.

Comme 0 n’est pas une valeur propre de A, Ker) est réduit a la matrice nulle. Et donc comme 1 est un
endomorphisme en dimension finie, on sait que v est bijective (car son noyau est nul).

[Planche 04. CCS 2019]

On se place dans R® euclidien, rapporté & (O, i, 5', E) orthonormé direct, pour déterminer la matrice de la
symétrie orthogonale par rapport a la droite D : 2z = 6y = 3z, on commence par déterminer la matrice
de la projection orthogonale sur la droite D : 2z = 6y = 3z. La droite D est 'ensemble des triplets

1
(z,y,2) = (By,y,2y) = y(3,1,2). Si 'on pose 7i = = (3,1,2), une base orthonormée de D est donc :
(7). On sait que si p est la projection orthogonale sur

o

)

p(2,9,2)) = (2,9, 2) ) = (32 + 3+ 22)(3,1,2).

14
1 9 3 6
La matrice P de p est dans la base canonique : P=— 1| 3 1 2
Wl6 2 4

On sait que si s est la symétrie orthogonale par rapport  la droite D et si @ € R,

5 (5(0) + ) = p(i) = s(i0) = 2p(i) — .
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Ainsi, si @) est la matrice de Ia symétrie cherchée,

1 9 3 6 2 3 6
Q:QP—Ig:? 31 2 |-Izi=-3 -6 2
6 2 4 6 2 -3

[Planche 05. CCINP 2019]

3

1. On a immédiatement : sinz = = — 5 +o(x?).
z3 x3
2. zlnz —sinz In(sinz) = zlnx — x—FJrO(:Eg) In $E+O(IE3)>

:xinm— Em ?: iozx:g Snx—i—l;(i (E)—F 0(:(:2)))
=azlnz— (2 +olx nw— = +o(

—zlnz—zlhe+ = + m—lnx+0(m3) S %1nx+o(x3).

6 6 6
Inxz — sinz In(si 1 6o(z3 1 6o(z3
On en déduit : zlnz - sine n(sinz) =—+4+1+ oz ) Les quantités — et o(z’) tendent vers 0
x> | Inz z3nx Inx x3
—Inx

quand z tend vers 0% et donc :

3

Ina — sin 2 In(si
lim ——" s;n:r a(sinz) =1=zlnz —sinz In(sinx) ~ R
z—0t J}_lnx 6
6
[Planche 06. CCINP 2019]
2 -1 -1
Onposed=1[ 1 0 -1
1 -1 0
2 -1 -1
1. Rapidement, A% = 1 0 -1 = A et A est la matrice (dans la base canonique) d’une
1 -1 0

projection vectorielle.

2. e Commencons par le noyau Ker A.

T T 0 2r—y—2 = 0 T T

y |eKerAeAl vy | =] 0 | & x—z = 0 ey |=]|z=

z z 0 T —y = 0 z T
1
Donc Ker A = Vect 1
1

e D’apres le théoreme du rang, dimKer A = 1 entraine dimIlm A = 2. Comme Im A est engendré par
ses vecteurs colonnes C1, Cs et C3, Im A = Vect(C1, Ca, C3) = Vect(Cq,Cy) car Cy et Cq sont libres et
forment donc une base du plan vectoriel Im A.

e Pour montrer que Ker A et Im A forment deux espaces supplémentaires, on commence par remarquer
que dimKer A + dimIm A = dim R® = 3 et donc il suffit de montrer que si X € Ker AN Im A alors X est
la matrice colonne nulle. En effet, comme X € Im A, X est une combinaison linéaire de C; et de Cs et
comme on voit rapidement que AC; = Cy et ACy; = Cs, alors AX = X. Et si X € KerA, AX =0 et
donc X = 0.

3. Silon pose B'=((2,1,1),(—1,0,—1),(1,1,1)) alors la matrice de 'endomorphisme associé & A dans
la base canonique est Diag (1,1, 0).

[Planche 07. CCINP 2019]

On commence par déterminer le polynome caractéristique x 4,, (t) de A,,.
t—m—-1 —-m—-—1 -1
Xa,,(t) = m t+m 1
—-m -m+1 t



5sur 23

t—1 t—-1 0 1 1 0
=l m t+m 1 |=@¢-1@E+1)| m t+m 1 |,en faisant les opérations élémentaires L1
0 t+1 t+1 0 1 1

L1+L2 et L3 (*L2+L3.
Puis l'opération Cy < Cs — C donne :

1 00
Xa, ) =t-1D)¢+1) | m t 1 |=(-1)>%t+1).
0 1 1

Le spectre de A,, est {—1,1} et A,, est diagonalisable si et seulement si dim E1(4,,) = 2.

x x x (m+Dax+m+Dy+z = =
Alors: | y | e FEi(An)eAn |l v | = v | & —mx —my — z =y
z z z max + (m— 1)y = z
Il ne reste que deux équations : mr 4 (m+ 1y +z = . Elles sont indépendantes si et seulement
mr+(m—-1y—z = 0
T
si m # 0. Donc le seul cas ot dim By (A,,) =2 est m = 0. Et dans ce cas, [ y | € E1(Ap) si et seulement
z

si y + z = 0. Une base est ((1,0,0), (0,1,—1)).
e DPour exprimer Af en fonction d’une matrice diagonale, pour n € N, il faut trouver la matrice de
passage P & une matrice diagonale. Il reste a trouver une base de F_;(Ap).

x T -z
Y € F_1(Ay) & Ao | v = —y |. On trouve que z = —y et 2z = y. Une base est
z z -z

((—1,1,1)). Finalement, ’endomorphisme associé & Ay dans la base canonique de R? a pour matrice
D = Diag(1,1,—1) dans la base ((1,0,0), (0,1,-1), (=1,1,1)).

1 0 -1
Silonpose P=| 0 1 1 |, Ay=PDP !etdonc: A} = PDiag(1,1,(-1)")P~ 1.
0 -1 1

[Planche 08. CCINP 2019]

1. e Posons deux suites U et V dans E et a € R. Alors pour tout n € N,
(U + aV)nyp = Unigp + AVnyp = Uy + AUy = (U + aV)p.

Donc U +aV € E.

e Pour tout entier i, u, 4+p = 1 si et seulement si n + p — ¢ est un multiple de p et donc si et seulement
si n — i est un multiple de p et donc si et seulement si uf, = 1. Donc U® € E.

2. Montrons que (Ui)i€[07p711] est une famille libre.

Supposons que agU° + a;U' + ... + a;U* + ... + a,_ UP~1 = 0.

Alors, pour tout n € N, agul + ajul, + ... + a;ul, + ... + ap_ub~' = 0. (1)

Pour n =0, u =1 et u) = 0 pour i € [1, p — 1]. Donc (1) devient ag = 0.

Pour n =1, u} =1 et ul =0 pouri € [0, p— 1]\ {1}. Donc (1) devient a; = 0.

Ainsi de suite, jusqu’an =p—1, ugj =letul_; =0pouriecl0,p—1]\{p—1}. Et donc a,_1 = 0.

P
Ainsi ag = a1 = ... = ap—1 = 0 et notre famille est bien libre.
3. On peut remarquer qu'une suite U de E est parfaitement définie connaissant ses termes uy, ..., up—1.
p—1
Posons V = ZuiUi alors v; = u; pour tout j € [0, p — 1].
i=0
1 . . p—1
. R , 1= ; ;
En effet, pour tout j € [0, p — 1] fixé, U} = { 0 . iel0, p—1]\{j} et v; = ;uiU; = ujUj = uj.
Enfin, comme V € E, la donnée de vy, ..., vp—1 détermine parfaitement V' et donc U = V. Ainsi toute

suite de E est une combinaison linéaire des suites de la famille (Ui)ie[[O, p—1] qui est donc une famille libre
et génératrice de E, donc une base de E. Et il en découle que la dimension de E qui est le cardinal de
cette famille est p.

[Planche 09. CCINP 2019]

1. Posons pour tout t € [0, 7], ¢(t) = ¢t — sint. On dérive, ¢'(t) = 1 — cost > 0. La fonction ¢ est
croissante sur [0, 7], et ¢(0) = 0, donc ¢(t) > 0 pour tout ¢t € [0, 7.
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' dt

2. Soit pour tout n € N*, a,, = / ————————. On a l'implication, pour tout ¢ € [0, 7] et tout
o 1+ (nm)?sint

n € N*,

sint <t =1+ (nm)?sin?t <14 n?72t2.

g dt
Alors : a,, > / ———— . Posons le changement de variable x = nnt dans la derniére intégrale. Cela
o 14 (nm)%t?
donne :
S /”’T2 dx s arctan(nm?)
a ——=a _—.
"7 o nr(l 4 x2?) "z nw

3. Pour tout n € N et tout ¢ € [0, ],
1+ (nm)?sint < 1+ (nw+t)?sint < 1+ (nm + 7)%sint.

Et donc :
1 1 1

> > .
1+ (nm)2sint = 14 (nm+t)2sint ~ 1+ (nm+7)2sint
Il reste a intégrer de 0 a m. On tombe bien sur a, = u, = apy1-

4. Comme les séries g an €t g uy, sont a termes positifs, on va utiliser les comparaisons de séries

neN neN
- arctan(nm?)
numériques. Posons v,, = ——————=. Alors nnv, tend vers 7/2 quand n tend vers +oo.
nmw
@ 1 - :
Donc v,, ~ —— = —. La série E vy, est donc divergente.
2nm  2n e
n

Comme a, > v, a partir de n = 1, la série g an, est elle aussi divergente.
neN
Enfin, comme a,4+1 < uy,, la série E Uy, est a son tour divergente.
neN

[Planche 10. CCS 2019]

1. e Ensemble image de X + 1, ¢’est-a-dire (X + 1)(Q).
+oo

Ona: > pg"=—1—=1et donc X(2) = N done (X +1)(Q) = N,
n=0 1= p

e Ensemble image de Y 4 1, c’est-a-dire (Y 4+ 1)(Q).

De méme, on a: (Y +1)(©2) = N*.

e Ensemble image de S, c’est-a-dire S(€2).

Comme tout entier naturel est somme d’entiers naturels, S(£2) = N.

2. e Pour tout k € (X +1)(Q), P(X +1=k) = P(X =k — 1) = ¢"* " !p. Donc X + 1 suit bien une loi
géométrique de parametre p. De méme, Y + 1 suit une loi géométrique de parametre p.

1 1

D’apres le cours, EF(X +1) =—-etdonc E(X)=FE(X+4+1-1)=FEX+1)—-1=-—-1=E(Y).
p b

De méme, V(X +1) = ]% =V(X)=V().

3. Déterminer la loi de S signifie calculer P(X +Y =n) pour tout n € N.

P(X+Y:n):iP(X:nfk,Y:k):iP(X:nfk)P(Y:k)
k=0

k=0
n

=> ¢ Fpgtp=p°
k=0 0

4. o Pourtout ke N, P(I 2 k)=Pmin(X,Y)2k)=P(X 2k)NY 2k)=P(X 2k)P(Y 2 k).

1—¢*

l—q

e Puis, pour tout k €N, P(I = k) = P(I > k) — P(I > k+1) = ¢®* — ¢®**2 = 2k (1 — ¢?).

Remarque : Attention, I ne suit pas la loi géométrique de parametre 1 — ¢ car I(2) = N.

¢" = (n+1)q"p"

M=

b
Il

k—1
Puis P(X >k)=1-P(X<k-1)=1-) ¢"p=1-p =¢*. Ainsi P(I > k) = ¢*¢* = ¢~
n=0

e Il reste & calculer E(I) et V(I). On peut remarquer que I suit le méme type de loi que X avec ¢ &
2

1 2
—1=-2 v =—1

—q¢? 1—¢? (1—¢2)2%

la place de q et 1 — ¢? & la place de p. Alors E(I) = i
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Remarque : On peut calculer E(I) et V(I) directement pour ceux qui n’ont pas vu le lien avec la loi

+oo
k—1 _
= ka*
(1—x)? Z z 1—30)2
q q

de X (ou de Y'). Mais c’est bien plus long.
—+o0
Or, pour tout z €]0, 1], Zxk
k=0
Et E(I) = (1 - ¢%) 1= g k. Z en utilisant la formule précédente avec x = ¢°.
—+oo —+oo

—+o0
Ainsi : E(I) =Y kP(I=k)=(1-¢°) Z kq**.
k=0
2 2
Calculons maintenant F(I?) = Z E*P(I=Fk)=(1-¢% Z k2%

k=0
+00 2
2z
. k
Puls,pourtoutxe]o,l[,kz_ox —éZk‘ -1z =23 :>z_:k -1z (lfz)g"
+oo +00 2 2
2z T 2x
On a alors : K2z = k2zk + = + .
N =
2 2 ¢ 2"
Puis, E(I%) = (1 — ¢ 1 = :
uis, E(I7) = ( q)((l—q2)2+(1—q2)3 41—q2+(1—q2)2
7 2q q*

Et enfin V(I) = E(I?) — E*(I) =

_ q2 N q4 _ q2
1-¢> (1-¢2)? (@1-¢2)*

1-¢2 " (1-¢2)2 (1-¢2)?

[Planche 11. CCS 2019]

1. On place n boules dans n tiroirs numérotés, on fixe ¢ entre 1 et n et N; est le nombre de boules dans

le #®m¢ tiroir. Chaque boule atterit dans le ®™¢ tiroir avec une probabilité % Si 'on pose Ni(j ) 1a var
égale & 1 si la j®™° boule est dans le i®™ tiroir et 0 sinon, N;(j) suit une loi de Bernoulli de parametre %
n

et comme toutes les boules sont indépendantes, N; = Z Ni(j ), les v.a.r sont indépendantes mutuellement
j=1

et donc N; suit la loi binomiale B (n, %) .

. 1\"

2. On note A; Pévénement : < le §°™° tiroir est vide >. On a: P(4;) = P(N; =0) = (1 - —) .
n

1 si wed

0 si w¢A

Vi (w) = k signifie que pour w, k tiroirs sont vides et n — k ont au moins une boule. Comme 14, (w) =1

si le 4®™me tiroir reste vide, 14,(w) = 1 pour les k tiroirs vides et 14,(w) = 0 pour les n — k tiroirs non

3. Onnotely: Q— {0,1}, w— { et V,, le nombre de tiroirs vides, soit w un événement,

vides. Z 14, (w)est donc une somme de k fois la valeur 1 et vaut k. C’est bien V,(w). On a donc :

4. Ona: E(lsg) =1xP(ly=1)40xP(ly) =P(lg=1). Or (la(w) =1) & (w € A) et donc

[Planche 12. CCINP 2018]

2 1 0 21 (t)
Onpose A= 0 2 0 | et X(t)=| z20t) |. Alors X'(¢) = AX(t). 1l reste & réduire A. Le
9 -3 4 5(t)

polyndéme caractéristique de A est :
A—2 -1 0
xa(A) = 0 A—2 0 :()\—2)’
-2 3 A—4
(On a développé selon la ligne Lo.)

A—2 0
-2 -4
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0
On remarque immédiatement que F4(A) est Vect 0
1
x x x
Puis : F5(A) est formé des vecteurs colonnes | y | telsque A| y | =2 | y | cest-a-dire vérifiant
z z z
2z +y = 2z 1
le systeme 2y =2y .Onadoncy=0etz=—z et Ea(A) est Vect 0
20 —3y+4z = 2z -1

Il est clair que comme dim F5(A) +dim E4(A) = 2 < 3, A n’est pas diagonalisable. Comme y 4 est scindé
dans R, A est trigonalisable. Il reste & se placer dans une base dont les deux premiers vecteurs sont ceux
de la base de F4(A) et de la base de F5(A) et on complete par un vecteur simple, par exemple le second
vecteur de la base canonique. (Il faut que les trois vecteurs choisis forment une famille libre.) La matrice

0 1 0
de passage de la base canonique a cette nouvelle base est alors P = 0 0 1 |.La matrice de
1 -1 0
4 0 a
I’endomorphisme associé canoniquement & A dans cette nouvelle base est de laforme T'=| 0 2 b
0 0 2
OnaT =P 'AP et donc PT = AP.
0 1 0 4 0 a 2 1 0 0 1 0
Pr={(0 0 1 0 2 b |=AP=| 0 2 0 0 0 1
1 -1 0 0 0 2 2 -3 4 1 -1 0
Cela donne :
0 2 b 0 2 1
0 0 2 = 0 0 2 =>b=1leta=-2.
4 -2 a-—> 4 -2 -3
yi(t)
Posons Y(t) = | w2(t) | et X(t) = PY(t), alors Y'(t) = TY (¢).
ys(t)
yi(t) = dy(t) — 2ys(t)
Cela donne le systeme différentiel : ¢ y4(t) = 2ya(t) + ys3(t)
y3(t) = 2y3(t)

On commence par résoudre la derniere équation difffentielle de ce systeme. Il existe K3 € R tel que pour
tout t € R, y3(t) = K3 e?t.

La deuxiéme équation différentielle devient (1) y5(t) — 2y2(t) = K3 e?!. L’équation homogene associée
a pour solution y2(t) = K e?'. On applique la méthode de variation de la constante & (1) en po-
sant yo(t) = K(t)e** et on a : K'(t) = K3 ce qui donne K(t) = Kst + Ko et pour tout ¢t € R,
yg(t) = K31f €2t + K2 €2t.

La premieme équation différentielle devient (2) y4(t) —4y1(t) = —2K3 e?'. L’équation homogene associée
a pour solution y3(t) = K et. On applique la méthode de variation de la constante & (2) en posant
ys(t) = K(t)e* et on a : K'(t) = —2K3e 2" ce qui donne K(t) = Kze %' + K; et pour tout ¢t € R,
yl(t) = K3 e’t + K4 ett.

T (t) 0 1 0 Kg €2t + Kl €4t (th + K2)62t
Alors X(t) = z2(t) | = 0 0 1 Kste? + Kye?t | = K3e?t
.173(t) 1 -1 0 K3 €2t K1€4t + (—K3f+K3 —K2)€2t

[Planche 13. CCINP 2018]

1/2
e Calcul direct de I = / 2t cos(t?) dt
0

On pose le changement de variable u = t? = du = 2tdt et t € [0, % < u €0, %]

1/4 1 1
Alors T :/ cos(u) du = [sinu]j = sin (Z) .
0

O L an rien

+oo (7 1 )nz2n
On développe cos en série entiére, on sait que cos x = g W avec x € R car le rayon de convergence
n)!

n=0
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est +o0.

too 4 +oo An+1
. 2t(—1)”t n 2(—1)"t n+
On en déduit Vt € R, 2t cost? = E = E _
= (2n)! — (2n)!

D’apres le cours, on peut donc permuter Z et / et :

1/2 +°° nt4n+1 f 1/2 2(71)nt4n+1
= / - / 2T

=

+o0 n 1/2 +oo n An+2 7132 +o0 n
2(=1) 4 2= [t (=1 1
la d I= At gt = = —_— .
Cela donne Z (2n)! /0 Z (2n)! [4n+2], 7;0 (2n + 1)! 24n+2

n=0 n=0
Comme 2% = 16, on obtient finalement :

+o0 too
1 (—1) /1 (—1) /1
1= 2 _gin (- ) 4sin(-).
12 nyier <4> :i;o @n+ 16 o4

[Planche 14. CCINP 2018]

I i X (=1)iad
. xTr __ _ —Tr __
1. Ona.efzj! et e *Z 7 avec r € R.
Jj=0 j=0
T 0 _1)igd T (1L (Z1))gd
Alors e* 4+ e7% = Z :E— + Q = Z M On décompose la somme pour j variant de
: J! 4! = 4!
J=0 =

0 & +00 en deux sommes, la premiere avec j pair et la deuxieme avec j impair. Comme (—1)7 +1 =0
pour j impair, la deuxieéme somme est donc nulle et (—1)7 + 1 = 2 pour j pair. Si 'on pose k = 2,

+oo 21,2]@ too ok Ty e

e = ; o T T2
=0 k=0

too , o too o
x’ 1)/ 1—(—-1)7)a’
De méme, e —e™% = Z —_— — (7) = Z M On décompose encore la somme pour
; 4! 4! = 4!
Jj=0 =
j variant de 0 & 400 en deux sommes, la premiere avec j pair et la deuxieme avec j impair. Comme
1—(—1)7 = 0 pour j pair, la premiére somme est donc nulle et 1 — (—1)/ = 2 pour j impair. Si ’'on pose
k=2j+1,

+oo 9 2k+1 too p2k+1 z —x

e —€

@+ 1)l 2 @hrl 2

2. X et Y sont deux v.a.r indépendantes qui suivent toutes deux une loi de Poisson de parametre A > 0,
A’ﬂ/

et donc P(X =n)=P(Y =n) = e_)‘—' pour tout n entier naturel.
n!

. (=X 1
La matrice M = ( —1)Y 1

signifie que X et Y doivent étre des entiers de parité contraire. La probabilité que M soit inversible est

U (X2k)]ﬁ Uy =26+1)

est inversible si et seulement si Det M = (—1)%X — (=1)¥ # 0. Cela

la probabilité de la réunion des deux événements disjoints A =

keN keN
B = U (X =2k+1)]N U Y = 2k:)] . Comme X et Y suivent la méme loi, la probabilité cherchée
keN keN
est P(A)+ P(B) = 2P(A). Par ailleurs, si 'on pose C' = U (X =2k)et D= U =2k + 1), comme

keN keN
X et Y sont des v.a.r indépendantes, P(4) = P(C N D) = P(C)P(D).
Finalement, la probabilité cherchée est 2P(C)P(D).
—+o0

Calculons P(C) = P ( Ux= 2k)> => P(X =
keN k=0
)\Zk 7/\

_Z - T(e/\—i—e*/\)
Calculons P(D) = P < U =26+ 1)) = io P(Y =2k +1)
k=0

keN

(1+e )

N)I»—l
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)\2k+1 —A 1

_ _ & T x Ay 2
Ze G- 2 @) =g (tme)

Ainsi 2P(C)P(D) = % (1-e?)(1+e )= % (1—e*).

3. M admet 0 pour valeur propre si et seulement si M n’est pas inversible, sa probabilité est donc
1

1—=(1—e*).
(-

4. Comme (—1)% et (—1)¥ valent £1, il y a quatre cas a faire et dans chacun des cas, examiner si la

matrice M est diagonalisable ou pas.

-1 1 t+1 -1
’M_<1 1>:’XM“)_ 1 t—1
Ici O est une valeur propre double et si M est diagonalisable, M est alors semblable a la matrice nulle et
est donc la matrice nulle, ce qui est absurde.

1 1 t—1 -1
o M= >$lel(t) 1 t—1

= {2,

-1 1 =t —124+1=(t—-1—0)(t—1+1).

Alors M a deux valeurs propres complexes non réelles distinctes et M est donc diagonalisable dans C et
pas dans R.

(-1 1 1 -1,
° M_(l 1):X]p[(t)— ] 1 =t — 2.

Alors M a deux valeurs propres réelles distinctes et M est donc diagonalisable dans R et dans C, car qui
peut le plus peut le moins!

« M= ( - > ;»XM(t)‘ PR ‘(tl)Qlt(t2).

Alors M a deux valeurs propres réelles distinctes et M est donc diagonalisable dans R et toujours aussi
dans C.

e Conclusion : M est diagonalisable dans R pour X & valeurs impaires et Y a valeurs paires ou pour
X et Y simultanément a valeurs paires. Donc la probabilité pour que M soit diagonalisable dans R est

U (X2k:)] n|U (Y2k)] et

la probabilité de la réunion des deux événements disjoints E =

keN keN
B = U (X =2k+1) U (Y =2k)| . On procede comme plus haut. La probabilité cherchée est
keN keN
P(E) + P(B).
Or P(E) :P(U (X:2k:)> P (U (Y:Qk))
kEN kEN

+oo +oo +oo \ )\2]{2 +oo \ )\Zk
= P(X = 2k) P(Y =2k) | = e~ e~

= = L o) \&

P(E)+ P(B) = i ((1 —e M+ (1+ e—”)Q) = % (1—e2).

Remarque
On peut aussi remarquer que M est diagonalisable dans R si Y est a valeurs paires puisque les cas X
a valeurs paires et X a valeurs impaires forment un systeme complet d’événements incompatibles et la

J— e_

A A
probabilité que Y soit & valeurs paires est e~ (T), ce qui donne le méme résultat.

Enfin, comme M est diagonalisable dans C sauf pour le cas ou X et Y sont a valeurs impaires si-
multanément. La probabilité que X et Y soient a valeurs impaires simultanément est la probabilité de

I’événement [ U (X =2k+1)N U (Y =2k+1)
keN keN

, C’est-a-dire

+oo +oo
P(Uren(X =2k +1)) P (Upen (Y =2k +1)) = (Z P(X =2k + 1)) (Z P(Y =2k + 1))
k=0 k=0

too 2k+1 2
B A 1 a2
(Ze (2k+1)!> =7 (=)

k=0
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1
Et finalement, la probabilité pour que M soit diagonalisable dans C est 1 — 1 (1 — e*”‘)z.

[Planche 15. CCINP 2018

“+00 dt
e Existence de I = / _
o (1+12)3/2

1
On pose f : t — la fonction f est continue et positive sur [0, +oof et f(t) ~ et quand ¢ tend

(1 +2)3/2
vers +00. On en déduit que comme ¢ — I est intégrable sur [a, +oo[ (intégrale de Riemann convergente)

avec a > 0, I existe.
Calcul de I = o dt
° alcu € = ) W .
X at
On pose I(X) = / W et I'on pose le changement de variable ¢ = tanu. Alors u = arctant et
0

dt = (1 + tan® u)du.

arctan X 2 arctan X arctan X

1+t d

o= [T et = [T cosuan
0 (1 + tan? u)3/2 0 (1 + tan? u)1/2 0

1
En effet, 1 +tan?u = —
cos? u
On a alors : I(X) = [sinuld™*** = sin(arctan X). Il reste & faire tendre X vers 400 et alors I(X) tend
vers 1.

et comme u = arctant > 0 car t > 0, (1 + tan? u)_1/2 = cosu.

Remarque : on peut montrer (le faire) que sin(arctan X) = et en faisant tendre X vers 400,

X
V1+ X2

on retombe sur 1.

|Planche 16. CCINP|

1. Pour tout (Z, 7) € R® et tout a € R, on développe f(Z + af)
(:E’—i—agj—i—(f—i—agj, D + \/gﬁ/\(f—i-agj))

1
— = (*+<f, @i + \/3@7/\37:’) +a(§ (gj+<z7, @i+ ﬁmg))
= f(&) + af(9).

2. D’apres le cours, dans le plan orthogonal & @, on peut choisir une famille orthonormale (7, @) telle
que B = (@, ¥, W) soit une base orthonormée directe de R3. On a :

—N|

[\)

TNT =10, FAG =, TAT= 7.

3. De plus, (@, ¥) = (4, W) =0 et 4, ©) = 1.
1 1
Alors f(if) = 5 (+ (@, @) + V3 A iT) = 5(20) = i
1 1
Puis £(7) = 5 (7+ (7, @i+ V3T A7) = 5 (74 V3@
1 1
Enﬁn,f(w)=§(w+<w,ﬁ>ﬁ+\/§mw) 5(@—\/35).
1 0 0
La matrice M de f dans la base B est M = 0 % @
o

Il s’agit d’une rotation d’axe dirigé et orienté par @ et d’angle 6 = /3.

1
4. Posons ¥ = (21,22, x3) dans la base canonique de R? et prenons donc 4 = %(17 1,1). Trouvons les

coordonnées de f(Z).

N | 1 1 1
(@, uyu = g(!El + 22 +a3)(1,1,1) = (g(ﬂh + z2 + 73), 5(331 + 2 + 13), 5(331 + 2 +!E3)) :
\/gﬁ/\f: (17 15 1) A ($17$27$3) = (II]g — T2,T1 — X3,T2 — II,'l)-
Et 2f(%) = &+ (Z, W)@ + V3UNT
1 1 1
= (21, %2, 3) + (g(zlh + xo + x3), §($1 + x2 + x3), §($1 + o +$3)) + (x3 — 2,21 — T3,T2 — T1)
4

_ 4 2 +4 4 +4 2 2 n +4
= 3301 3172 31737 3301 3172 31737 3301 3302 3303-
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1 4 -2 4 1 2 -1 2
La matrice cherchée est — 4 4 =2 == 2 2 -1
6\ 2 4 4 3\ 1 2 2

[Planche 17. CCS 2017]

T
tan” t dt est bornée car [tant|® < 1 pour t € [—— } Et

1. e La suite de terme général w,, = / 11

|/ tan™ t dt

T

jus
4

z z -
g/ |tan™ ¢| dtg/ dt < 5.
-3 -3

t 0 i 0 i
o Wyl = / tan®" Tt dt = / tan®" T t dt+ / tan®" 1t dt = / tan®" T (—u) (—du)+ / tan®" 1t dt
-4 -4 0 5 0

donc pour tout n € N,

4
jus

0 4

= / tan®" T u du + / tan®"T1 t dt = 0. Ainsi, tous les termes de rang impairs sont nuls.
= 0
4

2. e Pour commencer, pour tout z € C,

+oo - +oo
D DICHIES RS WIETES
n=1 n=1

T
si |z] < 1, alors | f(z)| < B 5 et donc le rayon de convergence est au moins 1.

e D’apres la question précédente, f(z Z won, 2" et f(— Z Wan (— = f(2) et f est paire.

3. e (way,) est une suite décroissante si pour tout n € N, wap 12 — wa, < 0. Alors way, 42 — way, vaut :

i i i i
/ tan®" 2t dt — / tan®" t dt = / (tan®**?¢ — tan®" t) dt = / tan®" ¢t (tan®¢ — 1) dt.

jus jus
4 4 4

!

T T
—|,on a:

T
—] et comme tan®"t < 0 pour tout t € [—Z, 1

T

4’ 4
2n 24 _E E 3 A _

tan<"™ ¢t (tan t 1) < 0, pour tout t € 1 et il en est de méme de wa, 49 — wWay,.

Comme tan?t < 1 pour tout ¢t € [f

e Calculons pour tout n € N, wo, 42 + way,. On commence comme plus haut, pour tout n € N. Alors
Wanp+2 + Way vaut :

Y Y Y
/ tan?" T2 ¢ dt — +/ tan®" tdt = / (tan2"+2 t + tan®" t) dt = / tan®" t (tan t+ 1) dt.
-I -I -I

On fait le changement de variable w = tant qui donne dw = (1 + tan®t)dt. Et les nouvelles bornes sont
—1let 1.

,p

1 2n+171 9
2n w
a2 Tn /_1 [2n+1]1 o+ 1
4. e Comme n — wa, est décroissante et a valeurs positives, elle converge vers une certaine quantité
2
[. Comme way42 + Wap = 1 quand n tend vers 4oc0, 2! tend vers 0 et donc [ = 0.
n

e [’idée est de montrer que 2nws, tend vers 1. Partons de ’égalité trouvée a 3 et multiplions chaque
membre par (2n + 2).

4dn + 2

(1) (2n + 2)w2n+2 + 2nwsay, + 2ws, = 271—4_1

Premier cas : 2nway, tend vers 0, alors le premier membre de (1) tend vers 0 et le second membre de (1)
tend vers 2. Absurde.

Second cas : 2nwa, tend vers +oo, alors le premier membre de (1) tend vers +oo et le second membre
de (1) tend vers 2. Absurde.

Troisieéme cas : 2nws, tend vers m # 0 alors le premier membre de (1) tend vers 2m et le second membre
de (1) tend vers 2. Donc m =1 et :

lim 2nws, =1 = wo, ~ —.
n——+oo 2n
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5. La série g (—=1)"wa, est convergente car n +— wa, décroit vers 0, d’apres le critére des séries al-
n

1 .
ternées. Par contre comme |(—1)"wa,| = way, ~ o la série E way, n'est pas absolument convergente.
n
neN

[Planche 18. CCS 2017]

1. f:(x,y) — 2%y +In(1 + y?) est définie et continue sur A = [—1,1]? qui est une partie de R® fermée
et bornée et d’apres le cours, possede un minimum et un maximum sur A = [—1,1]%.
2. (z0, ¥o) € B =] — 1,1[% est un point critique de f si et seulement si

of

—(zo, = 0 2z0y = 0

O (z0,%0) 0Yo

<~
2y0
of 3+ = 0
a—y(%,yo) =0 07 1442

Si 29 = 0, alors yo = 0 et (0,0) est un point critique dans B.

Si yo = 0, alors on retrouve zo = 0 et le point (0, 0).

3. Utilisons f(z,2%) = 2% + In(1 + 2°) = g(z). La fonction g est dérivable sur | — 1,1[ et ¢'(z) =
5

T Alors ¢’ s’annulle pour x = 0 et pour 5 + o = 0. Inutile de résoudre cette derniere

1426 1426

équation dont les solutions sont nécessairement strictement négatives. Faisons plutdét un DL de ¢’ au

voisinage de 0. On a : ¢’(x) = 52* + 625 + o(2%) et donc ¢’(x) > 0 dans un voisinage de 0. Donc, toujours

dans un voisinage de 0, g est croissante et g(0) = 0. donc g est négative dans un voisinage de 0~ et

positive dans un voisinage de 07. Plus concrétement, il existe ¢ > 0 tel que f(x,23) < f(0,0) = 0 pour

r €] —e,0[ et f(x,23) > 0 pour z €]0,[. Donc f ne présente pas d’extremum en (0, 0).

5at +

4. On sait d’apres la question précédente qu'un extremum ne peut étre que sur les bords de A. On va
donc faire quatre cas.

o Casx=-1 )

Posons h(y) = f(—1,y) = y+In(1+y?) avecy € [—1,1]. La fonction h est dérivable et h'(y) = 1+ 1 +y 5 =
Y

(1+y)? .y . , :

W. Cette dérivée est positive ou nulle et h est donc croissante. Puis h(—1) = —14+1n2 < 0 et

h(1) =1+4+1n2 > 0. Le maximum est pour y = 1 donc en (—1,1) pour f de valeur 1+ In2.

o Casz=1

Posons encore h(y) = f(1,y) =y + In(1 + 3?) avec y € [—1,1]. On retombe sur un maximum pour y = 1
donc en (1,1) pour f de valeur 1+ In 2.

o Casy=-1

Posons I(x) = f(x,—1) = —2? + In2 avec x € [—1,1]. La fonction [ est dérivable et I'(x) = —2x. Cette
dérivée est positive et donc I est croissante sur [—1,0] et elle est négative et donc ! est décroissante sur

[0,1]. Puis I(—1) = (1) = =1 + In 2 fournit le minimum (donc pour z = +1) et f présente un minimum
en (—1,—1) et en (1,—1) de valeur 1 — In 2.
e Casy=1

Posons m(z) = f(z,1) = 22 + In2 avec z € [—1,1]. La fonction m est dérivable et m/(z) = 2z. Cette
dérivée est négative et donc m est décroissante sur [—1, 0] et elle est positive et donc m est croissante sur
[0,1]. Puis m(—1) = m(1) = 1+ In 2 fournit le maximum (donc pour z = +1) et f présente un maximum
en (—1,1) et en (1,1) de valeur 1 +In 2.

|Planche 19. CCINP|

1
1. On pose f:t— W, cette fonction est décroissante sur [2, +o0].
k
On sait que : Yk > 3, (k — (k— 1)) f(k) < f@)dt < (k—(k—1))f(k—1), ce qui donne :
k—1
k>3 f(k:)</k A -
1

En posant u,, = pour n > 2, on a bien le résultat demandé.

n(Inn)3/2

2. On écrit la double inégalité précédente pour k variant de k =3 a k = N, ou N est fixé > 3.
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N N & N
RIS 3) e o
k=3 k=3
N N
Ce qui donne (avec Chasles) Zuk < /2 1nt Tars S Zuk 1.
N dt
Il reste a intégrer Iy = / W en posant le changement de variable z = Int.
2
In N
dx 1 2 2
O Iy = _5} — .
nasN / 32 In2 1nN+\/1n2
N 9 9 N
On a alors : (1) VN > 3, up < — + < Upo—
@ ,; : N \/1112 i

On fait tendre N vers +oo dans (1) et lim Zuk est majoré par Comme la série de terme

2
N—>+<>O \/ln2-

général u,, est une série a termes positifs, on peut en conclure qu’elle est convergente.

|Planche 20. CCINP|

1. Montrons que f est paire et m-périodique.
Il suffit d’écrire pour tout t € R,

f(=t) = |cos(—t)] = |cost| = f(t) et f(t+7)=|cos(t+m) =|—cost| =]|cost| = f(t).

T
Pour le tracé, on vous fait confiance. Il suffit de tracer sur [0, 5} la fonction cos puis de faire la symétrie
orthogonale par rapport a Oy puis on translate.

2. Pour déterminer la série de Fourier de f, il faut trouver les coefficients de Fourier. Comme f est paire,
b, = 0 pour tout entier n. e Calcul de ag.

On va intégrer sur [0, g} IciT=met:

On a rapidement :

e Calcul de a,, pour n non nul.

™
On va encore intégrer sur [0, 5} IeiT=mm,w=2et:

s

92 3% 4 (%
= —/ ) cos(nwt) dt = = f(¢t) cos(2nt) dt = —/ cost cos(2nt) dt.

™ Y
-z 0

On utilise : 2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b) et donc :

2
ap, = ;/0 (cos((2n 4+ 1)t) + cos((2n — 1)t) dt.

Cela donne :

2 [sin(2n+1)t) | sin((2n—1)t)] 3
a"w[ @nt1) | 2n-1 ]0'

Ce qui donne :

_2 sin((2n+1)%)  sin((2n—1)%)
a"w( 2n + 1) o — 1 )

Puis : sin((2n + 1)%) = sin (mr + g) = cos(nm) = (—1)™.

Alors :
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_2( D)7 (=D"\ _ AT
In =7 ((2n+1) o — 1) T (1 —4n?)

On a alors pour tout ¢t € R,

3. Comme f est continue sur R, d’apres le théoreme de Dirichlet, on a :

24X (-1
Vvt eR, f(t) = — + p Z 12 cos(2nt).
n=1

Si Pon applique avec t = 7/2, on a : cos(2nt) = (—1)™ et donc :
SR
2 _ = —.
= in 1 2
Si on applique avec t = 0, on a : cos(2nt) = 1 et donc :
*i -H)* 7 1
n2—-1 4 27
n=1

Pour la derniere somme, il faut utiliser 1’égalité de Parseval :

—+o0

17, 1/, 2\* 1 16
?/0 f(t)dt—;/o cos (t)dt(;) +§;m

s s 1
Puis : / cos?(t) dt = / —(cos(2t) +1)dt = T, Alors :

+oo

1 7 4 1 16 1 16 1 4 X1 1
“Xo=—=F Y =y = - = — = Yy = —
2T 3 ; m2(4n? —-1)2 2 T;l m2(4n2 —-1)2 2 72 T;l (4n?2-1)2 16 2
[Planche 21. CCINP 2017]
Si C; est la *™e colonne, on fait successivement C,, < C,, — C1, C,, <~ C,, — Cs, ..., C,, < C,, — C,,_1.
n—1
-1
La derniere colonne n’a alors que des 0 sauf le dernier coefficient qui est n — Z k=n-— % Le

k=1
déterminant obtenu est triangulaire inférieur et vaut :

(n—1)! (n_”(”T_l)) :n!?’;”.

[Planche 22. CCINP 2018

k

n
1. e On pose pour un entier n non nul fixé, ¢, (x) = Zx . On se restreint & z € [0, +oo[. Comme
k=1

®n, est une somme de fonctions croissantes sur Ry, ¢, est croissante. De plus ¢,, est continue par somme
finie de fonctions continues. Et comme ¢,,(0) = 0 et 1iIJ1rr1 ¢n(x) = +00, d’apres le théoreme des valeurs
T—r1+00

intermédiaires, il existe une unique valeur réelle positive u,, pour laquelle ¢, (u,) = 1.

9 ui+us—1 = 0
e Comme ¢1(z) =z, ¢1(u1) =1 < uyp = 1 et comme ¢o(x) = z+2°, P2(u2) =1 < w0
2
1

1—2az"
1—2x

2. Sixz #1, on ala formule : ¢, (z) = et comme u,, # 1 pour n > 1 (car sinon ¢, (1) =n = 1),

on écrit :

=
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T

(bn(un):l@unliun =l u,(1—up)=1—up.
—u,

Le cas n = 1 s’ajoute sans souci (on a alors 0 = 0).

Up +uZ + ..+ ul =1

n+1 1

3. Part d =1let =1=
o Partons de ¢ (un) et Gni1(Uns1) {Un+1+u%+1+...+ug+1+un“ —

On fait la différrence des deux égalités :

2 2 +1
(1) Uny1 —un +up g —up + oo Fup g —upy +uy = 0.

P
Rappelons la formule : a? — b” = (a — b) Z a*bP=* pour tout (a,b) € R%.
k=0

P p
. k -k N k -k
Pour tout entier p, u? | — u? = (upy1 — un) E Uy U = (Upg1 — un)Ap, ot Ay = E Uy qub "
k=0 k=0
Il reste & remplacer dans (1) et & mettre u,+1 — u,, en facteur.
P +

(2) (uns+1 —up) (Ao + A1 + .o+ Ap) +ul L] = 0.

Comme u,, et u,41 sont strictement positifs, il en est de méme de UZE et des quantités Ag, ..., Ay.

Si upy1 — un, > 0, alors le premier membre de (2) est strictement positif, ce qui est absurde. Donc
Uprl — Up < 0.

e La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc est convergente. De plus elle est bornée car
convergente ou alors car u; = 1 majore cette suite.

Comme pour n > 1, u, €]0,1[, lim w] =0, en posant lim wu, = [, et en utilisant la relation de la
n—+oo n—+oo

question 2, ona:lx1=1—]et doncl=1/2.

[Planche 23. CCINP 2018

e Résolution dans Cde : 22 +2—1=0.

On pose z =  + iy, avec (x,y) € C2. Alors : 22 — y? + 2iazy + « — iy — 1 = 0. On sépare partie réelle et
partie imaginaire. L’équation devient :

{x2+$—92 = (1) @{wQ—Zf—i—x—l

—
N
8

|
—
~—

N

(.
o O

2zy —y =

1

1 1
Siz= 3 —y? - 1= 0 et il n’y a pas de solution réelle.

En conclusion, § = {(%(1 +5), 0> , (%(1 —V5), 0>} .

e Résolution dans C de : 22 +2z+ 1 = 0.

On pose z = z + iy, avec (z,y) € C2. Alors : 2 —y% + 2izy + 2z — 2iy + 1 = 0. On sépare toujours partie
réelle et partie imaginaire. L’équation devient :

22—y +22+1 = 0 22 —y?+22+1 = 0

2xy — 2y = 0 2y(x —1) = 0

Siy=0,224+2x+1=0etz=—1.
Siz=1,4—y?2=0ety==%2.
En conclusion, S = {(-1, 0), (1, 2), (1, —2)}.

[Planche 24. CCINP 2017|

1 0 =z
1.Soit A= 1 1 0 |,ouzeC. Donnons le polynéme caractéristique de A.
1 0 1
On écrit :
t—1 0 —z
xat)=| -1 t—1 0

-1 0 t—1
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Par exemple, on développe selon Ia premiere ligne et :

XA(D) = (E = 1) = 2(t = 1) = (¢~ )((t ~ 1)~ 2).

On pose § et —4 les racines carrées de z.
e Alorssi z#0,

t—1)2=zet-1l=4+fst=1+dout=1-4.
On a deux racines distinctes et donc le spectre a trois valeurs distinctes,
SpA={1,1+94,1-4}.

Donc A est alors diagonalisable dans M3(C).

e Si z =0, 1 est une valeur propre triple et alors si A est diagonalisable dans M5(C), A est semblable &

1 00
I3 donc égale a I5. C’est absurde car A = 1 1 0 | #Is.
1 0 1

Donc A n’est pas diagonalisable dans M3(C).
2. On choisit z = 2¢. Calculons les racines carrées de z.

On pose :
—9i_ §2 _ o iZ42k
2z = 2] = §% = 2et2 T2

oll k est un entier relatif. On pose alors z = pe® et on trouve p = /2 et 0 = Touf =7 +m Alors:

5:ﬁ( )ou(s:—ﬂ(

RS iﬂ'i)
V2 V2 V2 V2)

, ce qui donne :
d=14ioud=—-1—1.
Puis résolvons ¢ — 2t +1 — 25 = 0.
On écrit :
t2—2t+1-2i=(t—1)>—-2i=0.

Donc pas besoin de calculer le discriminant. On remarque que ¢ = 1 £ §. Il reste pour solutions de
I’équation :

t=14+14+i=24cett=1—1—17= —1.
Déterminons les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

Ici: SpA={1, 2+1, —i}.
Pour les trois sous-espaces propres, il faut résoudre les trois systemes :

AX = X, AX = (24 1)X, AX = —iX,

x

ot X = | y |.On trouve un vecteur de base (car les dimensions sont toutes égales & 1). On vous laisse
z

finir.

3. On choisit z de module 1. Donnons les valeurs propres de A sous forme algébrique et trigonométrique.

Ici z = €' et donc il s’agit de résoudre : (t — 1) = €.
Alors :
t=1+¢% ett=1-¢'3.
i _ o,id ¢ i _ o it (@
On rappelle que 1 + e'? = 2e'Z cos 5 et que 1 —e'? = —24e'2 sin 5]

Ici, on applique avec ¢ = 6/2.
On trouve :
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. 0 - 0
t = 2¢'% cos (Z) et t = —2ieid sin (Z) .
) ) 0 . 0
SpA= {ezo, 261 cos <Z) , —2ie'T sin <Z) } )
SpA = {eio, 2 cos (Z) e, 2sin (g) ei(%*‘%ﬂ)} )

SpA={1,1+i,1-1i}.

Finalement,

Ou encore :

Sous forme algébrique,

[Planche 25. CCINP 2017]

1
1. Pour tout couple de réels (z,y), zy < 5(302 +y) e 2y <+ o 0< (z—y)t

2. Appliquons 'inégalité précédente avec = u,, et y = 1/n.

Up _ 1 1 - 1 . .
L= (ui + — | - Les séries g u? et E — convergent et leur demi-somme aussi
n n

Pour tout n > 1, >
" n=1 n>1

Un o Unp
et comme — > 0, la série g — converge.
n
n>1

|Planche 26. CCINP|

Si D est I’événement <« objet est défectueux » et M, (resp. Mp) < lobjet est fabriqué par M, (resp.
My) >, on calcule donc Pp(M,). On connait déja :

1 2 5 6
P(M,) ==, P(My) ==, Py, (D) = — et Py, (D) = —.

(Ma) = 5, P(My) = 5, Par, (D) = 15 et Par, (D) = 55

Alors :
Py (D)P(M,
Po(M,) = Ly (D) P(Ma)
P(D)
Puis :
5 1 6 2 110 11
P(D)= Py (D)P(M,)+ Py, (D)P(Mp) = — X =+ — X — = = .
(D) = Pr, (D)P(Ma) + Par, (D)P(My) = 356 % 3+ 5055 X 5= 565755 = 150
Enfin :
5 1
1003 _ 5
PD(MG):T:ﬁ
150
[Planche 27. CCINP 2018]

8 1 —4 .
1. Posons B= - —4 4 —7 |, qui est 'expression de f dans la base canonique (i, j, k). B est

1 8 4

une matrice orthogonale puisque ses vecteurs colonnes forment une base orthonormée de R3. En effet, les
produits scalaires des vecteurs colonnes pris deux & deux est nul et les normes des vecteurs colonnes (ne
pas oublier de diviser par 1/81) valent 1.

Puis le produit vectoriel des deux premiers vecteurs colonnes est égal a son troisieme vecteur colonne,
donc la base orthonormée formée des trois vecteurs colonnes est directe et B € SO(3). Et en conclusion,
f est une rotation vectorielle de R3.

2. On connait une méthode pour trouver un vecteur orienté de ’axe et ’angle correspondant de la
rotation mais comme la suite propose une méthode, autant la suivre.
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On assimile ici un vecteur w et son vecteur colonne W qui représente ses coordonnées dans la base

canonique.
On a immédiatement BW = W et donc I’axe de f est la droite vectorielle : A = Vect (3, —1,—1). Posons
L1 .
1= ﬁ(?), —1,—1), pour avoir un vecteur unitaire. Alors 'axe de f est porté et orienté par I.
1
3. Ici, on propose de prendre le vecteur J = \/—1_0 3 | qui est clairement unitaire et orthogonal a I.
0
Posons : K = I A J, on crée ainsi une nouvelle base orthonormale directe (f J, K). Ona:
3 1 3
. 1 1 1
K=—— -1 N 3 =

— | -1
VATURVAT I N 0 V110 \ g

Dans (f, f, I?), la matrice de f est la matrice réduite : 0 cosf —sinf
0 sinf cosé

Ona: f(J) = cosJ +sin0K = cosf = (f(J),J) et sind = (f(J), K).
Alors les composantes de f(.J) sont :

1 8§ 1 —4 1 1 1 11 . 1

|44 7| =[3|===[ 8 |=r)=—=01,825),
S\ 1 s 4 JVIO\g ) VIO 5 =5 )

Puis : cos6 = (555 (11,8,25) | 45(1,3,0)) = &

-
C _ _ 275 __ 55 _ 511
Bt enfin s sin6 = (I (11,8, 25) | A (3, - 1,10) ) = 25 = (50 = 1L

7 - 7
En conclusion, § = Arccos 8 et f est la rotation d’axe orienté par I et d’angle Arccos ITh

[Planche 28. CCS 2018]

e Présentation du probleme

Une urne contient N boules dont pN (avec p €]0,1[) sont blanches et (1 — p)N sont noires. On tire n
boules sans remise. Déja n < N nécessairement. On note X la v.a.r représentant le nombre de boules
blanches tirées. Pour k& € [0,n], calculons la probabilité de I'événement (X = k), c’est-a-dire que 'on a
obtenu k boules blanches et n — k boules noires.

e Méthode 01

On peut assimiler le tirage sans remise de n boules au tirage simultané de n boules dans 'urne. Partant
de ce principe, calculons P(X = k) en prenant simultanément les n boules comme un rapport de nombres

N
de cas favorables sur le nombre de cas possibles. Le nombre de cas possibles est ( ) Et le nombre de
n
N N-—-N
cas possibles est P P
k n—=k

o L) G0

N = , en posant M = Np.
n

N
(%)

e Méthode 02

On peut aussi calculer P(X = k) en prenant les boules une par une sans les remettre. On doit trouver le
méme résultat. En gardant la notation M = Np, il y a M boules blanches au départ et N — M boules
noires au départ. Appelons B; 1’événement < tirer une boule blanche au i®™ tirage > et B; est donc
Pévénement < tirer une boule noire au *™ tirage ». L’événement (X = k) est la réunion de tous les
événements

B, NB,,N..NB;, NBj, N...NB;

In—k>

n
ou les entiers disjoints i1, ..., ik, j1, .--, jn—k Parcourent [1,n]. 1y a <k:> tels n-uplets (i1, ...y ik, J1y ooy Jr—k)

possibles.
Calculons la probabilité P de B;, NB;,N...NB;, NB;,N...NB;, _,, ot les entiers disjoints i1, .., ig, j1, s jn—k
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M .
sont fixés. La probabilité de tirer la premiere boule blanche est N de tirer la *™¢ boule blanche est

M—(i—1 N-M .
#, etc. De méme, la probabilité de tirer la premiere boule noire est ———, de tirer la j*me

n—(i—1) N-n
N-M-(j-1
boule noire est (j ), etc.
N-n—-(j-1)
On peut supposer pour le calcul de P prendre le cas ou on commence par tirer les k boules blanches puis les

nflMil.nfkleiMi .
n — k boules noires et par commutativité du produit, P sera toujours égal a H J

N —1 N-n—j'
n—1 .n—k—1 .
M — N— M-
Ainsi,P(Xk)<Z)P<Z)HN_; N_n_j].
i=0 3=0

i=0 j=0
M\ (N -M
k)\ n—k <n>”1Mi"’“NMj

e Vérifions pour la cohérence que

N k ZON—@ o N—-n—j
L (MY M N-M\ (N — M) N\ N
Onumhse(k)_k!(Mk)!’(nk)_(nk)!(NMn+k:)!et (n)_n!(zvn)!‘
M\ (N -M
N (k)<n—k> MI(N — M)In)(N —n)!
ors N T KM —B)(n— k)N — M —n+ k)N
(n) MI(N = M)UN — n)!
(M )(N M —n+ k)N
_[(n M! (N — M)! (N —n)!
k)R IN-M—ntk) T NI
|
Ona: (MMk) =MM-1)(M-2)..(M —k+1)=DP.
Puis (v = M)! =(N-M)(N=1)..(N-M—-n+k+1)=P,.

(N —=n)! 1
Enfin T = NN )N R DN =N — k= 1)(N —n 1)’
Onpose Ps=N(N—-1)..(N—k+1)et P,=(N—-k)(N—-k—1)..(N—n+1).
M (N—M)
On a alors n-k) _ (Z)PlPQ —ixé

P3Py P3Py

M

. —k—
Py . M—-i P
Or, F3 est aussi 11) N et — est aussi H

Q

?A:><f1_¢f>_w S~
WS

e Calculons lim P(X =k)

N —+o00
On va utiliser la forme de P(X = k) avec les produits.
(En effet, avec la premieére forme, on doit utiliser la formule de Stirling, donc autant s’en passer. Rien
n’interdit que vous le fassiez pour le training!)

Alors on a bien :

i=0 =0

M—i . Np—i

Pour tout entier ¢ fixé entre 0 et k — 1, (k est aussi fixé d’ailleurs) lim - = lim - =p
N—+oc0 N—Z N—+o0 N—’L
Nop— i
car ]\;} ,Z ~ Np/N = p quand N tend vers +oo.
—1
o, Cel N—-M-—j
Pour tout entier j fixé entre 0 et n — k — 1, (n — k est aussi fixé d’ailleurs) lim ——
N—+oo N—k—j
1—p)N—j —p)N
Nl—i}-?oo(]\fp# =1—pcar (Np)kjj ~ (1=p)/N=1-p quand N tend vers +oo.

En conclusion, Nlim P(X =k) = (Z) p*(1—p)"~*. On retrouve la loi binomiale B(n, p). En effet, plus N
— o0

est grand, moins la composition de I'urne est modifiée quand on enleve des boules de couleurs différentes.
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[Planche 29. CCS 2018]

0 1 1 1 1 ... 1
i 1 .
On remarque que A, = = —I,=B,—1I,.
: . .1 U |
1 ... 1 0 1 ... 1 1

Puis, on voit rapidement que B2 = nB, puis B = n?B,,. Donc il semble que B? = nP~!B,, pour tout
p > 1. L’initialisation est faite. Pour la transmission, on écrit :

BPtl = BPB, =nP~1B2 = nP~nB, = n’B,.

Alors pour tout k € N, Ak = (B,, — I,,)*. On peut développer avec la formule du binéme de Newton car
B, et —I,, commutent. Pour la cohérence des formules, on suppose k > 2, (pour k =0, on a Afl =1, et
pour k=1, A¥ = A,).

k k
Alors : Ak =" <’“> Bh(—1)FrIir = <O> (~D*L+ ) (k) Bh (=) PIyr
b p
p=1

p=0 P

= (-1)*I, +i1 (I;) (—1)FPpr-1p,.

On a utilisé le fait que B,IF¥"? = B,,.
k

Et donc : AF = (—1)*I, + % <Z (k) np(1)kp> B, = (-1)*I, + % ((n+ (=1))F = (=1)*) B,..

p
p=1
Cela donne, en remplacant B, par A, + I,

A== (0= 1F = () At 1 (0= D+ (0= (1)) L,

[Planche 30. CCINP 2019]

1. On considere S la surface d’équation f(z,y,2) = (22 + y? + 22 + 3)? — 16(z? + y?) = 0. S est
réguliere en tout point (xg, Yo, 20) si et seulement si le vecteur gradient en My (zo, yo,20) & f est non

0 0 0
nul, c’est-a-dire si et seulement si a—f(xo, Y0, 20)5 a—f(:co, Y0, 20)s a—f(:co, Yo, 20) | est non nul, donc si et
x Y 2

seulement si (4zo (23 + yd + 25 + 3) — 32w0, dyo(xd + y3 + 23 + 3) — 32y0, 420(23 + y3 + 23 + 3)) est non
nul. Supposons par ’absurde que ce vecteur gradient soit nul, alors la troisieme composante nulle entraine
que zo = 0 car 3 +y2+ 22 +3 ne peut pas s’annuler. Et les deux autres composantes nulles (en remplagant
zo par 0) deviennent :

dro(x3 +y2 +3) =321 = 0
dyo(x3 +yg +3)—32y0 = 0

Sizg =0 et yg = 0, alors on a le point (0,0,0) qui n’appartient pas a S.

Si xg # 0 et yo = 0, alors dxo(x3 + y2 + 3) — 32x9 = 0 = 23 = 5 et les points (1/5,0,0) et (—/5,0,0)
n’appartiennent pas a S.

Si g =0 et yo # 0, alors 4yo(x3 +y2 +3) — 32y0 = 0 devient yZ = 5 et les points (0,/5,0) et (0, —/5,0)
n’appartiennent pas a S.

Si g # 0 et yo # 0, alors 23 + y3 = 5 et pour que (zg, Yo, 20) € S, avec ici zp = 0, en remplacant dans
f(zo,y0,20) = 0, on obtient 64 = 80, et donc c’est encore impossible.

Bilan : il n’y a pas de points critiques.

2. On rappelle que si une surface S a pour équation f(x,y, z) = 0, alors le plan tangent en My(xo, Yo, 20)
a cette surface est :

0 0 0
(17 - wo)a—i(ﬂﬁmyoa Zo) + (y - yo)a—z(ﬂb’o,yo, Zo) + (Z - Zo)a—ﬁ(wo, Yo, Zo) =0.

Soit ici My = (3,0,0). On vérifie que My € S sans souci. Le vecteur gradient en My est : (48,0,0). Et
Péquation est : 48(x — 3) = 0, c’est-a-dire z = 3.
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[Planche 31. CCINP 2019]

1
Les fonctions o : ¢ +— t2 —t et y : t + t* — ¢ sont dérivables sur R et 2/(t) = 2t — 1 = 2 <t - 5) et

1 1
"(t) = 43 — 2t = 4t (t — —) (t + —) . La valeur qui annule 2’ est 1/2 et celles qui annulent /(¢
y'(t) 7 7 q / q y'(t)
sont 0 et :I:l/\/ﬁ.

1
Ainsi 2/(t) < 0 pour ¢t € |—o0, et 2/(t) > 0 pour t € [5, +oo[. Et donc x est décroissante sur

N~
L |

—

1 1
}—oo, 5] et croissante sur [5, +00]| .

| 1
V2] V2’
1 1
our t € |—=, +oo| et donc y est décroissante sur | —oco, ———=
P [\/5 [ / ] V2

1 1
sur |0, —=| et croissante sur |—, +o0]| .
"7 T

On remarque qu’il n’y a pas de point stationnaire.
Puis, lim z(t)= lim y(t) =+ocet lim z(t) = lim y(t) = +oc.
T—r+00 T—r+00 T—r—00 T—r—00

On a par ailleurs, z(—1/v/2) = 1/2 +1/v/2 = 1.2, y(=1/3/2) = —1/4, x(0) = y(0) = 0, 2(1/v/2) = —0.2,
y(1/v2) = —1/4, 2(1/2) = —1/4 et y(1/2) = —0.1875.

De plus pour affiner le dessin, y s’annule pour ¢t = 0, t = 1 et t = —1 et donc franchit ’axe Oz en
M(t=-1)(2,0), en M(t=0)(0,0) et en M(t =1)(0,0). Ainsi (0,0) est un point double.

En M(t = —1/v/2)(1.2,-0.25), en M(t = 0)(0,0) et en M(t = 1/v/2)(—0.2,-0.25), la tangente est
horizontane et en M (¢t = 1/2)(—0.25,—0.1875), la tangente est verticale.

Enfin, le rapport y(¢)/z(t) ~ t? quand t + 400 et donc la courbe présente une branche parabolique de

direction Oy.
» Tracé : la courbe part du haut a

droite (sous forme d’une branche pa-
rabolique de direction Oy) et descend
vers la gauche en franchissant 'axe Oz
en M(t = —1)(2,0) jusqu’au point
Mt = —1/v/2) = (1.2,-0.25), on
la tangente est horizontale. Puis elle
continue vers la gauche en remontant
et arrive par le dessous en M(t =
0)(0,0), ou la tangente est horizon-
tale. Puis la courbe descend toujours
vers la gauche jusqu’au point M(t = 0.0}
1/2)(—0.25, —0.1875) ou la tangente est
verticale puis la courbe continue de
descendre mais vers la droite jusqu’au -0-5¢
point M(t = v/2)(—0.2,-0.25), ou la
tangente est horizontale et enfin la
courbe remonte tout en allant vers la
droite et franchit 'axe Ox en M(t =
1)(0,0) et termine par une nouvelle
branche parabolique de direction Oy.

[Planche 32. CCS 2018]

1
Puis ¢/(t) < 0 pour t € ]oo, — ,y' (t) > 0pourt € { 0] ,y'(t) <Opourte {0, —] ,y'(t) >0

V2

} , croissante sur { , décroissante

o

1.0t

0.5

. . . . .
-0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

Déterminons deux solutions particulieres (non nulles) développables en série entiere de I’équation différentielle :

(E): y"(t) +ty'(t) +y(t) = 0.

“+oo
Posons y(t) = Z a,t™ avec un rayon de convergence R & déterminer plus tard. On utilise :

n=0

+o0 too
y'(t) = Z na,t" et y"(t) = Z n(n — 1)a,t" 2 pour t €] — R, R].
n=1

n=2
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Remplacons dans y”(t) + ty'(t) + y(¢), cette expression devient :

+oo +oo —+oo

Z n(n — 1)ant™ 2 + Z na,t"™ + Z ant™.

n=2 n=1 n=0

Un glissement d’indice dans la premiere somme et ’on a :

—+oo —+oo —+oo
Z(n +2)(n+ 1Dap2t" + Z napt™ + Z ant™.
n=0 n=1 n=0
+oo
Comme 0 = Z 0 x t", on identifie les coefficients de chaque membre (deux développements en série
n=0

entiere sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux) et alors pour n =0, on a : 2as+ag =0
et pour n > 1,

(n+2)(n+ 1)apt2 + nay, + an = 0.

Cela donne : (n+2)(n + Dant2 + (n+ 1)a, =0 = (n+ 2)ant2 + an = 0.
On remarque que 2as + ag = 0 se retrouve dans 1’égalité précédente. Donc :

Yn > 2, a, = _Gn-2
n
On pose n =2p et :
—1 -1 -1 U SN
agy, = —a2p—2 = — ——A2p—_y = — —_— —Aag-.
) 2p " 2pp—-1) " 2p " 2(p—1) 2
Donc :
_ (=P
Gap = 5 a0
—1)P9Pyp!
On fait de méme pour n =2p+1. On a : agp1 = ﬁal.

Ainsi, pour tout ¢t €] — R, R|,

( ) +Zoo 2p +Zoo 2p+1 f (_1);0 2p +Zoo (_1)p2pp| 2p+1
y(t) = ao,t°f + aoptt = aogt™® + ——ayt
= = Pt 2wl Z (2p+1)!

Donc si 'on pose

+o0 too
(=1)P 5 (=1)P2Pp! oy 14
ypl(t)zz—|tpet yp2(t)227|tp )
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on a : y(t) = aoyp, () + aryp, ().
On peut ensuite vérifier que les rayons de convergence de yp, (t) et de yp, (t) sont +oo.
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Il suffit de poser u,(t) = ut% et vp(t) = ((Q)ﬁt%ﬂ'
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Ensuite, les deux fonctions ¢ + y,, () et t — y,, (¢) sont indépendantes et comme on sait que ’ensemble
des solutions d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 est un espace vectoriel de dimension 2, les

solutions de cette équation sont exactement les combinaisons linéaires de ¢ — y,, (t) et de t — y,, (¢).

Puis de faire les rapports

' et de faire tendre p vers +o00. On trouve 0 pour limite.
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On peut remarquer que yp, (t) = e %



