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MATHEMATIQUES
| EXERCICE 01 |

1. 1 est une racine évidente de P car P(1) = 0. Puis on pose :
P=(X-1)(X?4+aX-6)=X*+(a—1)X*-(6+a)X+6=a=1.

Alors P = (X —1)(X?+ X — 6) et rapidement on trouve que les racines de X2+ X — 6 sont —3 et 2. Les
racines de P sont —3,1 et 2.

2. Alors P = (X — 1)(X —2)(X + 3).

Comme Q = P(X?3), les racines de @ sont celles de X3 —1, de X3 —2 et celles de X3+ 3. Donc les racines
de Q sont 1, j, j2, puis 23, 23, 2552 puis —33, —33j et —33 ;2.

4. Q= (X —1)(X —j)(X —j2)(X = 25)(X —25)(X —25;°)(X +35)(X +357)(X +35,7).

5. Rapidement 1+ j + j2 = 0.

6. Directement, la somme des racines est :
1+ j+ 42 +25 + 25 4252 — 35 — 355 — 3552 = 0.

Sinon, la somme des racines est aussi le coefficient devant X® dans @ donc vaut 0.

| EXERCICE 02 |

1
1. On définit la fonction f: R —» R, x — (1: +2— —) arctanz sur R*. Comme arctanz = z + o(z),
x

@) = <ac +2- i) (2 + o(z)) = =1+ 0(1),

au voisinage de = 0. Et donc f posséde un prolongement par continuité en 0 qui est f(0) = —1.
— f(0
Par ailleurs, posons t(z) = L(J)C() et effectuons un DL au voisinage de = = 0.
T —

t(x)z%(l—i—(x-i—Q—%) (1:—%34-0(303))),

en poussant le DL de arctan a 'ordre 3. Ce qui donne :
t(x) =24 o(1).
Ce prolongement est donc dérivable en 0 de valeur f/(0) = 2.
2. En dérivant f comme produit de deux fonctions, pour tout x non nul,

x(x? + 2z + 1)>
(22 + 1)

1
fl(z) = ;L <arctanz +

x(2? + 21+ 1)
@1y
dr(x? — 22 — 1)
(ZCQ + 1)3

z9 =14 /2. Alors ¢/(x) > 0 pour = €] — oo, 1] puis sur [0, 2] et négative sur [z1,0] et sur [za, +o0l.
Alors g est strictement croissante sur | — 0o, x1] et a pour limite —7/2 en —oo. Comme g est strictement
décroissante sur [x1,0] et comme g(0) =0, g(x1) > 0. Il existe donc un unique réel strictement négatif o
qui annule g sur R* .

Enfin, on peut remarquer que comme ¢ est strictement croissante sur [0, z2] puis décroit sur [zo, +00] et
a pour limite m/2 en +o00, g est & valeurs positives a partir de «.

On pose donc : g(z) = arctanz +

3. On a pour tout z, ¢'(z) = — .Or 22 — 2z — 1 = 0 a pour solutions z; = 1 — /2 et

2241
22
signe de f’ est celui de g. Donc f est strictement décroissante sur | — oo, a] et strictement croissante sur

[ar, +00.

4. On a vu a 3 que g est négative sur | — 0o, a] et positive sur [«, +00[. Donc comme >0, le
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| EXERCICE 03 |

1. o Soitu:%(\/6—1'\/5),alors|u|2:%((\/6)2+(\/§)2):2:|u|:\/§.Alors:
1 , V6 V2 V3 1
u:ﬁXQ—\/E(\/é—zﬂ):ﬁx(Q—ﬂ—zm):\@x(7—z§>.

On trouve :

u=2e""%.

v=1—i=|v]=v2et

2. Alors :

U \/56_1% i
R i e
v \/5671%

3. e Ecrivons u/v sous forme algébrique.

(i)
v 11— 2

u

(V6 —iv2) (1+1)
1 -

=1 (Vo +va) +i(vV6-va)).

P m A
On peut en déduire cos(12) et s1n(12).
(1)_\/5+\/§ . in(i)—\/é_ﬂ
cos{15) =" —etsin{ 5 1 .

| EXERCICE 04 |

1. e Effectuons le DL & lordre 3 de e¥*<,

) 3 3 3\?2 1 3\ 3
esmxexp<x%+0(z3)>1+z%+§<x%> +6<z%> + o(z?).

On développe les puissances et tout ce qui est supérieur au degré 3 est & faire disparaitre (discrétement)
dans les fondations d’un immeuble en construction. Il reste :

3 .172 .173 2

e:,mz:1+$_%+?+F+O(x3):1+$+%+0(x3)

e Déterminons le DL de tanx a l'ordre 3 au voisinage de 0.

x3 3
sine T +o(z”) z3 3 z? 3
tanx = = > =lz——+o0x)) 14+ = +0(z>) ).
cosx T 3 6 2
1——+o(z”)
2
On développe aussi.
3 3 3
T T 3 T 3
tanz =z — — + — —r 4+ ,
anx = x 6+2+0(ac) x+3+0(1:)

sinz _ _,x

2. Déterminons lim .676.
z—0sinT —tanx
On use des DL trouvés en 1.
2 2 3
T T T
esinmiem :1—1—1:—1-?—1—1:—?—?—1-0(303)
sinz — tanz 3 3
x—x——x———i—o(acs)



3sur 4

Ce qui donne :

w

X

esinx _ e ? + O(ZCB) 1
- =3 = - +o0(1).
sinz — tanx T 3 3
- to(z”)
2
Et finalement,
esinx _ e 1

im — .
z—0sinx — tanx 3

| EXERCICE 05 |

Soit f une fonction continue et non nulle de R dans R telle que :

W(w.y) € R, [ (Va?+17) = f(@)f(y).

1. e Comme f n’est pas la fonction nulle, il existe zg tel que f(zg) # 0. Puis, pour tout z € R,

f@)f(@o) = f (Va7 +a8) = f (V2P +3) = f(~a)f (o).

Et en divisant par g, pour tout « € R, f(z) = f(—x). La fonction f est paire.

e En appliquant avec z =y = 0, f (V024 02) = £(0) = £(0)f(0). Donc f(0) =0 ou f(0) = 1.

Si f(0) = 0, alors pour tout z € Ry, f (Va? +02) = f(z) = f(2)f(0) = 0. Donc f serait nulle sur Ry et
donc sur R par parité, impossible. Donc f(0) = 1.

2. e On suppose que f s’annule en un point z = a.
Prenons a > 0 par parité. Alors :

f((é)n)%w%)n) :f< 2—+2—> =f(W)

En prenant n =1, on a:

(()1() -0

a ) = 0. Puis on applique avec n =2 et ona: f <

(V2

n entier, f (( a)n) = 0.

e Or lil}rl W = 0, par contuinité de f, on aboutit & f(0) = 0. ABSURDE. Donc 'hypothese : < f
n—+oo n

s’annule en a < est fausse et donc f ne s’annule en aucun point.

Et donc f < ) = 0. Ainsi de suite, pour tout

(V2)?

~

)

3. Comme f(0) =1 > 0 et comme f est continue, f est & valeurs strictement positives et ’'on peut
définir une fonction g continue sur R™ par la relation : g(z) = In(f(v/x)).

2
4. Pour tout (x,y) € Ry,

glo +y) = (/T y) = (f (Va2 + (V5)?)) =0 (f(VD) F(v)
=In(f(v)) +1n (f(/9)) = g(x) + g(y)-

5. e Montrons que pour tout = € Ry et tout n € N, g(nz) = ng(z).
En prenant y = 0, on a : g(0) = 0. Puis supposons g(nz) = ng(z) pour z fixé et n fixé dans N. Alors :

9((n+1)a) = g(na + 2) = g(na) + g(x) = (n + Dg(a).
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e Montrons que pour tout r € Qy, g(r) = rg(1).

Posons r = P avec p € N et ¢ € N*.
q

en posant n = q et x = P Alors :
q

6. On rappelle que pour tout x € Ry, il existe une suite (r,), € Qm dont la limite est x. Alors :

g($)=g( lim rn) = lim g(r,) = lim r,g(1) = xg(1),

n—-+oo n—-+o0o n—-+oo

en utilisant la continuité de g en tout point. Alors pour tout = € Ry, g(x) = Az, en posant A = g(1).
Donc pour tout = € Ry, exp(g(z)) = e = f(/x).
Posons t = /x et alors t2 = z et f(t) = M Réciproquement, toutes ces fonctions conviennent.



