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| Exercice 01]

1. Ona:o(@®) = (X +2)X% - X(X +1) = X3 3X2 X et ¢(1) = X +2— X.1=2.
2. Pour tout (a,b) € R? et (P, Q) € R,[X], ¢(aP + bQ) vaut

(X +2)(aP +bQ) — X((aP +bQ)(X +1)) = a(X +2)P —aXP(X + 1)+ b(X +2)P —bXP(X +1) =
ad(P) + bp(Q).

3. Pour tout k > 1, p(X*) = (X +2)X* — X (X + 1)k
Comme (X + 1)¥ = X* + kX*1 4+ . donc : X(X + 1)¥ = XFF! + kXK 4 . et comme (X + 2)X* =
Xk 4 2XF on voit que

P(XF) = (2— k) X"+ Qx

ot Qx € Rx_1[X]. Le coefficient dominant de ¢(X*) est 2 — k et son degré k sauf si k = 2.

Dans ce cas, ¢(X?) = —X et le coefficient dominant est alors —1 et le degré 1. Et enfin, pour k& = 0,
comme ¢(1) = 2, le coefficient dominant est 2 et le degré est 0.

4. ¢ est linéaire et n’augmente pas le degré donc si P € R,[X] alors ¢(P) € R,[X], et ¢ est bien un
endomorphisme de R, [X].

5-a Comme ¢(1) =2, ¢(X) = X, ¢(X?) = —X et ¢(X3) = —X —3X3 — X3, on a bien M, colonne par
colonne.

20 0 0
01 -1 -1

M=1090 0o -3

00 0 -1

t—=2 0 0 0 e 0 o

5b Q= 8 tgli ; —(t+1)| 0 t-1 1
0 o0 t

0 0 0 t+1
Et en continuant, Q(t) = (¢t + 1)t(t — 1)(t — 2). Les valeurs propres de M sont —1,0,1, 2.

5-c ¢ est diagonalisable car possede 4 valeurs propres réelles distinctes en dimension 4.

1
En lisant M, on a immédiatement : Fs(M) = Vect 8 , soit Fa(¢) = Vect ({1}).
0
0
De méme, E; (M) = Vect (1) , soit Eq(¢) = Vect ({X}).
0

Pour la valeur propre 0, on peut remarquer que Cy et C3 de M sont opposées donc ¢(X + X?) = 0. Et
comme Fy(¢) est de dimension 1, on a le résultat.

0
Fo(M) = Vect ' , soit Eo(6) = Vect ({X + X2}).
0
x —x
Enfin, pour la valeur propre —1, on résout M g = :g
t —1
2z = -
y—z—t = Yy

On a le systeme : =y =2tet z=3t.
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Il reste : E_1(M) = Vect , soit E_1(¢) = Vect ({2X + 3X2% + X3}).

—_w N O

| Exercice 02]

1. Methode 01

’ \ oA n __9on _—_ - n kqn—k — . "
D’apres la formule du bindéme de Newton, (1 +1)" = 2™ = kz—% (k) o - kz—o (k)
Methode 02

n
. n SN 12 N 212 n
On sait que ( k) est le nombre de parties a k éléments dans F, ensemble a n éléments. Alors Z ( k)’
k=0
c’est compter toutes les parties de E' a 0 élément puis a 1 élément puis a 2 éléments, etc. et les ajouter,
c’est donc compter toutes les parties de E et c’est aussi 2™.

2. On suppose qu’il existe a € R tel que :

Y (i,5) € [L,n+1]2, P([X:z‘]m[yzj])za(_”1)(,"1)
i— j—
n+1ln+1
On sait que ZZP([X:i]ﬂ[Y:j]):lcarPest une probabilité. Alors :
i=1 j=1
n+1ln+1 n n n n n n n n n n
2300160 =250 () 6) -5 ()% 0)
i=1 j=1 i=17\-1 i—0 =0 N/ N\J im0 \"/ = N
Et avec 1), on a :
n+ln+1
SN P(X=inY=j)=1=02"2"=1=a=4"
i=1 j=1

3. e Loide X
On utilise la formule des probabilités totales sur le systeme complet ([Y" = j])jeq1,n+1]-
Pour tout i € [1,n + 1] fixé,

P(X:i):ip([xzi]m[Yzj])Zi‘l_"(inl) (jnl)

n+1
n n n n
—4—n E =4" 2" =27" .
(il)< (jl) (11) (11)
Jj=1
e LoideY

De méme, pour tout j € [1,n+ 1] fixé, P(Y = j) = 2_"(, " )

¢ Independance?
Pour tout couple (i,7) € [1,n + 1]?,

P(X =in[Y =j]) = 4—"(l_ " 1) (j " 1) - 2—"(1”1)2—"@ " 1) = P(X =i)P(Y = j).

Les v.a.r X et Y sont bien indépendantes.
4. Déja, Z(Q) = [0,n]. Puis, pour tout k € [0, n],

P(Zk)P(Xk+1)2”<Z>.

k n—k
1 1
On reconnait la loi binomiale B (n, 1) car P(Z = k) = (Z) (5) (—) .
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Alors :

n n
E(Z)==-eV(Z)= = x
(2) =2 et V(Z) =
5. Prenons la patate A et coupant la en deux compartiments A; et As ou A; posséde p éléments et As
les q restants.

Alors AlﬂAQ :(Z)et A1UA2 = A.

Si k € [0,r] fixé, le nombre de parties de A de cardinal r et comportant exactement k éléments de A

(et donc r — k de As) est égal a (i) ( e )

N =
B~

r—k

T
Ainsi, Z <Z> < 4 k:> est le nombre total de parties a r éléments, k allant de 0 a r, ce qui donne aussi
r—

k=0

(p + q)- Et donc :

r

S ()= (7)

2
6. On peut en déduire la valeur de : Z <Z> en appliquant avec p = q¢ =r = n.
k=0

On a aussi usé de : (Z) _ (n”k |

7-a On remarque que les n 4+ 1 colonnes de B sont non nulles et proportionnelles a Cj.

En effet,
Cy = <”> Oy, puis Cj = < " >01 jusqu’a Chpr = <”> ).
1 j—1 n

En conclusion, le rang de B est 1.
7-b La trace de B est :

tr (B) :§P([X =i N[y =) :A:"ni:1 (:1)2 :4”;:_0 (Z)Q :4n<2:).

i=1

|Exercice 03]

Unp, Un+1
1. On pose: X, = Up+1 et Xpy1 = Up 42
Un+2 Un+3
Up41 0 1 0
Alors : Xy 11 = Up 42 = 0 0 1 | X,.
—2Up + Upt1 + 2Upy2 -2 1 2
t —1 0
2. Onaxa(t)=|0 t —1 |=t>—2t2—t+2. Puis1et —1 sont racines triviales.
2 -1 t-—2

On trouve 2 pour ultime racine. Bref, A a trois racines distinctes et réelles en dimension 3 donc est
diagonalisable.

T —x Y = —x 1
Al y | = —v | & z = —y < E_1(A) = Vect -1
z —z —2r4+y+2z =-—=z 1
T T Y = =z 1
Al vy | =1y | & z = y & Ei(A4) =Vect 1
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T 2x Y = 2x 1
Al v | =1 2y | & z = 2y & Ey(A)=Vect 2
z 2z —2x+y+2z =2z 4
1 1 1
Alors P=| -1 1 2 | etsi D=Diag(—1,1,2),ona: D =P AP
1 1 4
1 1 1 a 1 a+b+e = 1
3. Yo=P 'Xpo PYo=Xoe | -1 1 2 b= -1 | ! —a+b+2c = —1.
1 1 4 c 1 a+b+4c = 1
1
On trouve apres un calcul (in)supportable, a=1,b=0et ¢=0. Donc: Yy =] 0
0

Pour tout n € N,
Xpi1=AX, & P 'X,,1 = P 'AX,, & Y,,1 = P"'APY, = DY,,.

(="

Donc, Y, = DY, = 0
0
1 11 (—1)" (—1)"
4. Pourtoutne N, X, =PY,=| -1 1 2 0 =| (=)™ |, ontrouveu, = (—1)".
1 1 4 0 (—1)m



