Korrektur DS N°03 Lo 2

| Exercice 01|
1. On considere I'équation différentielle : (E) (1 + 4z)y'(z) — 2y(x) = 0.
Rapidement, y(z) = Kez m(1+4)) — g /[T + 4z].

2. Déterminons les solutions de (E) développables en série entiere.
+oo

On pose y(x Z anz™ et y'( Z na,z™ " t. Alors :

n=1

+oo +oo
(14+4z)y' (x) — 2y(x) = (1 + 4x) Z na,z" "' —2 Z apx” =
n=1 n=0

Cela donne :
+oo +oo +oo
Z nanpz™ ' + Z 4a,x"™ — Z 2a,1"
n=1 n=1 n=0
Ou encore :
+oo “+oo +oo
Z(n + Dapp12™ + Z 4a,x™ — Z 2a,z"
n=0 n=1 n=0
Et :
+oo
a1 — 2ag + Z ((n+ 1Dapt1 + 4nay, — 2a,) 2" = 0.
n=1
2n — 3
Alors pour tout n > 2, a,, = —2 i an—1 et a; = 2ag.
2n — 3 2n —5 2n—7 3 1
n=—2 X —2 X —2 X ... X —2= X —2—= X 2ay.
“ n n—1 n—2 3 2 o

(2n —2)(2n —4)...2
(2n —2)(2n —4)...2°
—2)"! (2n — 2)12 —2)"1(2n)!12 2n)!(—1)" !
Ouoncore s o = CTH A= (D ICmay (0D
nl 2n7l(n—-1)! 2»~Ipl(n—1)!I(2n)(2n—1) (n)1?2(2n—1)
On remarque que pour n = 1, on a bien a; = 2ag. On en déduit que les solutions de (E) développables
en série entiere forme une droite vectorielle de base :

(2n)! "
mz o zn_1 el

) (_2)n—1
Soit : an = ~———(2n — 3)(2n —5)...1 X 2ag
n!

Son rayon est déterminé plus loin.
(=1)™(2n)!
« (2n —1)(n!)?

Upt1 (—1)"*+(2n 4 2)! " (2n—1)( 1?2 - |_ | ]
U, 2n+D[n+1DY2 — (=1)"(2n)!
Cette quantité tend vers 4|z| quand n tend vers +oo.
Donc si 4]z| < 1, la série converge et si 4|z| > 1, la série diverge. Le rayon est R = =

3-a On considere la série entiere E z™. On pose u, le terme général de la série.

3-b S est une base de 'espace vectoriel des solutions de (E) d’apres 2.

3-c¢ En comparant avec les solutions trouvées a la question 1, on peut trouver expression de S(z). En
effet, comme S(0) = —1, K = —1 et S(z) = —/1 + 4x.

Remarque :

On peut remontrer que S est bien solution de (F) en procédant a l'envers.
“+oo
11 —1)"(2n)!

On travaille pour x € ] 11 [ Posons y(z) = 3:0 (én)l()(;L?)Zx
On sait que y est dérivable et que I'on peut dériver sous le signe Y & I'intérieur du domaine de convergence.

too n +oo n+1

(=D)"n(2n)! . _ (=)t n+1)(2n+2)!

V@ =D et T2 e DmaDE

n=1 ’ n=0 :
Puis la quantité (1 + 4z)y’(x) — 2y(x) vaut : (On regroupe tous les termes en 2™ pour tout n > 1.)

n
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X ()" n+1)(2n+2)! . R 4(-1)"n o
Z:: @n+ D[n+DE +Z(2n—1 Z 2n—1 '

n=0

+oo
(=1)™(2n)! dn —2
Il reste : -2 " —1)2!+2=0.
reste HEZI (D)2 to 1| +(=1)2! + 0

Donc on a : (E) (1 +4x)y'(z) — 2y(z) = 0.

' Exercice 02|

—+o0
sy e sint
1. Montrons que pour a > 0 fixé, I'intégrale généralisée / ST dt converge.
a

sint
t2

Comme < =, (On utilise classiquement un théoréme de comparaison et le fait que ¢ +— t% est

t2

intégrable sur [a, +oo[, ot a > 0.) f : ¢t +— Sl—r;t est continue (donc par morceaux) sur [a, +oo[ avec a > 0

fixé et est donc intégrable sur [a, +o0[, pour a > 0.

2. o Pourz =0, f(t) ~ 1, et comme I'intégrale sur ]0, 1] de cette derniere fonction diverge, il en est de

méme de l'intégrale / f(@)dt. On en déduit que F n’est pas définie en 0 et par extension ne peut pas
0

étre définie pour = < 0.
Donc : Dy =|0, +o0].

e Pourz >0, F(x):/:oof(t)dt—/lmf(t)dt

L’application = — f(t)dt est de classe ¢! sur Dp (car f est continue sur cet ensemble). Donc :
1 .
Vo >0, F'(z) = —f(z) = — =
x

—+o0
cosx cos t
3. e Montrons a I'aide d'une intégration par parties, que F'(r) = —— — 2/ —dt.
T x

/ smtd _ _cost u_z/ costd
x t2 x x

Le but du jeu est d’augmenter le degré du dénominateur dans I'intégrale.

—+o0
cos cost
Puis u tend vers 400 : F(z) = T 2/ e dt.
x?

Soit u > x>0 :

e FEn refaisant ensuite une intégration par parties sur cette dernieére intégrale, montrons :
cosx 1
Flz)=—7+o(—= |,
T x

11 faut montrer que I'intégrale du second membre est o(1/22). Croyez moi si vous voulez mais la majoration
directe est trop forte. Il faut refaire une I. P. P. Une nouvelle I. P. P monte encore le degré du dénominateur

et c’est ce que 'on veut !
On a:

quand x — +o0.

/+oo cost g — _sinsa: N 3/+00 sirit it

+oo
On majore en valeur absolue la derniere intégrale par / 3t™4dt =273

x
Le second membre de la nouvelle égalité est bien un o(1/z?).
sint —

t
4. Montrons que la fonction g : ¢ — 2 est prolongeable par continuité sur [0, 1].

La fonction g est bien continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 car g(t) = —& + o(t).
1
5. ¢ On note encore g le prolongement par continuité de g sur [0, 1]. On peut justifirer que / g(t) dt tend

x
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I
vers la constante K = / t)dt car g est continue sur [0, 1]. Et donc / g(t) dt tend vers la constante
K= / g(t)dt
0
4 . sint
e Déterminons : lim / ——dt — (—Inx).
z—0t
On a:
1
/ b dt = / smtd _/ dt / smtdt_ “lng).
sint
Ainsi : lim ——dt—(—lnz) = K.
z—=0t J, t

+oo
t
Ainsi, F(z) — / ﬂ dt — (—Inz) tend vers K quand z — 07 et en divisant par —Inz, le rapport
1
F(z)

tend vers 1 lorsque z — 01 et F(z) ~ —Inax.

(—Inz)
|Exercice 03|
2 — 4¢2 a b c
— 3 - = = -
1. On pose I =] — 1, 1[. Déterminons (a,b,c) € R, Vt € I \ {0}, =) t+t—1+t+1'
2 — 412
Déterminons (a, b,c) € R® en posant F(t) = e
2 — 412 2 — 412
= [F(t)t = =-2,b= t)(t—1 = =—1.
R e B LR CICEY My el i
Et enfi [F(t)(t+1)] [2_‘”2} 1
enfin : ¢ = = - 1.
=t -1 ],
, . 4 1 « 5 Yy 1)
2. Déterminons («, 8,7,9) € R, Vt € I\ {0}, m:?—i— —1-17_754-17_”
On pose :
1 0
H(t) = S

2(1—12) ¢t 2 1—t 1+t

1

Fal.

1 .
], e 0 00500

3. On considere ’équation différentielle, définie sur I\ {0}, par :

Ona:ﬁ—[tQH(t)L_O—[ ! } Ozlpuis’y:[H(t)(l—t)}tzlz

-],
puis 6 = [H(t)(1+1t)],__, =

42 — 2

(F) Z'(t) + T

Z(t) = 0.
2 — 4¢2

t(t2 —1)
Il est temps d’utiliser notre décomposition en éléments simples. On cherche donc une primitive de :

On cherche une primitive de ¢ —

-2 -1 -1

Rapidement, on trouve ¢ — In

1
752“2_1)‘ pour t € I\ {0}. Et les solutions Z de (F') sont :

1
| | = A
t2(t? — 1) D
4-a On pose: Vt eI, y(t) =1z(t).
On a, pour tout t € I, /() = z(t) + t 2/ (t) et y'(t) = 22'(t) + ¢ 2" (¢).
On remplace dans (E) comme indiqué dans la méthode ??. On obtient :

1 A
2(12 — 1) 2(1—+#2)°

t— X exp <ln
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(t* — 1) (22'(t) + t2"(t)) + 2t (2(¢t) + ¢/ (¢)) — 2t=(t) = 0.
Ce qui donne : t(t2 — 1)2"(t) + (4t — 2)2/(t) = 0.
4-b Sil'on pose 2/(t) = Z(t), (F) est ramené a (F') que 'on a résout a 3. Ici Z(t) =

a intégrer Z. Pour cela, on utilise la décomposition en éléments simples de 2.

AoA/ 1 1
P I 20 =gro\T 14 )
our tout t € I'\ {0}, Z(t) t2+2(1t+1+t>
Et donc :

A A 14+1¢
Vte[\{O},z:tH—t+2.ln(li_t>+,u,oi1 (A, 1) € R

A 1+t
1l reste & multiplier par ¢ : Ve € I\ {0}, y: t — =X + 51& In <1+t> + put, ot (\, p) € R%.

On peut remarquer que y est prolongeable par continuité en 0 car tlirr(l) y(t) = =\
—

2(1— £2)

. Il reste

On pose y(0) = —A et on note toujours y ce prolongement. La fonction y est de classe C* sur I. On
a ainsi 'ensemble Sg(] — 1,1[) des solutions de (F) sur I =] — 1,1[ qui forme un espace vectoriel de

t 14+t
dimension 2 dont une base est (t =t t— -1+ 3 In <1+t)> .

1+t

Se(1-1,1) = {tH e %t In <H> +ut, (\p) € RQ}.

|Exercice 04|

2y (t) = 1 (t) + dao(t) + ¢

On consideére le systeme différentiel (S) suivant : { (1) = 21 () + 22() + 1

En posant, X (f) — ( z1(t) ),A: ( . > et B(t) = ( : ) (S) s'éerit X'(t) = AX(t) + B(t).

(1)
1. On remarque que le polyndéme caractéristique de A est x4(z) = (z — 3)(x + 1).

La matrice A admet deux valeurs propres réelles distinctes, elle est donc diagonalisable sur R.

Il existe une matrice inversible P telle que A = P~1AP = g _01
R . 2 -2 .
Apres calculs, la matrice P = 11 convient.

1 1 2
. p-1_ 1+
2.0na: P —4(1 2)

3. On appelle A la matrice diagonale Diag(\1, A2). La relation entre A, P et A est A = PAP~L.

4. On note Y (t) les coordonnées d’un vecteur exprimées dans la base définie par P.
On rappelle la relation de changement de base X (t) = PY (¢). L’équation (S) devient :

[X'(t) = AX(t) + B(t)] = [X'(t) = (PAP™Y)X(t) + B(t)] =

[P7IX'(t) = A(P7IX(t)) + P7'B(t)] = [Y'(t) = AY (t) + P7'B(t)] .

t+2

e = s 2w

5. D’ou le systeme : —f49
/
yo(t) = —wa(t) + (L2)
Ces deux équations sont indépendantes 'une de I'autre. On les résout successivement.
3t+7
La solution générale de (L) est (apres calculs) : y;(t) = A\je3t — + ,ou A1 € R.
—t+3

De méme, la solution générale de (L) est (apres calculs) : yo(t) = Age™" + +

La solution générale du systeme (5) est donnée par X(t) = PY (t) = ( 3 _12 ) < zl Eg
2

r1(t) = 2M\e3 —2he t + %
Apres avoir déroulé les calculs :

.’1?2(t> = )\1€3t + )\ge_t + %
Les solutions dépendent de (A1, \2) car il n’y a pas de conditions initiales.

,ott \s € R.



