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Concours blanc Maths 2022
CORRECTION Probleme 01

£
Q1. On considere dans cette question la série entiere Z 9o 1'
p>1 P
a. Quel est son rayon de convergence ?
O i
derit t t) = ——
n écrit en posant u,(t) 51
t2p+2
up ()| _|2p+1|_|2p— 1t2
up(t) t2p 2p+1 |’
2p —1

quantité qui tend vers t* quand p tend vers +o0o. Donc si t2 < 1, la série converge absolument
et si t2 > 1, la série diverge grossierement. Le rayon de convergence est R = 1.
1 a b1
b. Trouvons (ay, € R? tel que pour t € I, = + .
(a1, B1) 4 1p 1— 2 1-¢t 1+t¢

On trouve rapidement oy = 81 = oh

c. Explicitons en fonction des fonctions usuelles la somme S de cette série entiere. Pour t €]—1, 1],

s 0 2p-1
t) =
o 2p—1
“+oo +oo
1 1 1 1
. 2p—2 __ 2p __ — -
Paraﬂleurs,Zt —Zt _1—t2_2(1—t+1+t>‘
p=1 p=0
Il reste a intégrer sur | — 1,1].
+too Lop—1
t°P 1 1 1+¢
=—(-In1-t)+n(l+)==In{— .
g =5 (-0 4+ 0) =y (1)
p=1
t 14+¢
Il reste : S(t) = =In{ —— | .
reste : S(t) 2n(1t>
Q2. Premiére méthode de résolution de (F)
+oo
a. On pose y(t) = Z ant"™ une solution développable en série entiere de (E) autour de 0.
n=0
On écrit :
“+oo “+oo —+00
(t? —1) Z n(n —1)at" 2 + 2t Z nat" ! — 2 Z apt™ = 0.
n=2 n=1 n=0
On développe et on fait un glissement d’indice dans la deuxieme somme.
“+oo “+o00 —+00 —+00
Z n(n — 1)apt" — Z(n +2)(n + 1)apsat™ + Z 2nant™ — Z 2a,t" = 0.
n=2 n=0 n=1 n=0

Par unicité du développement en série entiere, pour tout n > 2,

n(n — 1)a, + 2na, — 2a, — (n 4+ 2)(n 4+ 1)ap4+2 = 0.
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n—1
a
n4+1"
Puis en identifiant pour n = 0, 2as — 2a0 = 0 = a2 = —ag et en identifiant pour n = 1,
—6asz + 2a1 —2a1 = 0= a3 =0.

Ce qui donne pour tout n > 2, apy9 =

n ..

En conclusion, pour tout n > 2, a, = 710,”_2 et a3 = 0. Il n’y a aucune condition sur ag et
n —

ai.

b. Explicitons a,,. On voit rapidement que agp+1 = 0 pour tout p > 1. Posons n = 2p alors :

2p—3 2p—3 2p—5 2p—T 3 1 as —ag
Qop = - —QA2p—2 = X X X ... X - X —-ag = = .
2p—1 2p—1 2p—3 2p—5 5 3 2p—1 2p-—-1
+oo t2p—1
Ainsi y(t) = —ag Y +ait =ag (1 — S(t)) + ait, ou S est la somme de I-1.
D —
p=0
Les fonctions ¢ +— ag et ¢t — a;t sont de rayon infini et S de rayon 1.
Donc sur | — 1, 1], toutes ces solutions sont valables.

c. On remarque que ’ensemble des solutions développables en série entiere de (F) est 'ensemble
des combinaisons linéaires de ¢t — 1 — S(t) et de ¢t — ¢. C’est donc un espace vectoriel de
dimension 2 qui coincide avec toutes les solutions (car ’ensemble des solutions d’un équation
différentielle linéaire du second degré est un espace vectoriel de dimension 2).

Q3. Deuxieme méthode de résolution de (E)

2 — 4t?
a. Déterminons (ag, f2,72) € R3, vVt € T\ {0}, o1 = % tB—21 tj—zl'

2 — 4t?
Déterminons (v, 82,72) € R3 en posant F(t)= m
2 — 4¢2 2 — 4¢?
ag = [F(t)t],— :[] =2, Bo = [F(t)(t —1)],_ :[ ] -1
t=0 2 -1 0 t=1 t(t—l—l) 0

Et enfi [F(8)(t + 1)) {2 - 4’52} |

enfin : vo = = | =—1.

=Lt -1 ]
5 - 4 1 as B3 73 03

b. Déterminons (as, 33,73,03) € R*, Vt € I\ {0}, At ANTIR . S

21—12) ¢t 21—t 1+t

On pose :
_ 1 _ o3 B3 73 03
H“%_ﬁ@—w%_’t+t2+1—t+1+f
: 2 1 : 1 1
Ona: 3= [t H(t)]t:(]: — =lpusy=[Ht)A-t)],_, = |5+—= S
1 13 t=0 ( ) t=1 2

puis 03 = [H(t)(1+1t)],_._, = [1} _ 1 et enfin lim tH(t) =0=ag—y3+ 03 =
t=—1

t2(1—t) 2 t—+o00
a3 = 0.
) e e o , 442 — 2
c. Résolvons I’équation différentielle (F') définie sur I\ {0},: Z'(t) + =) Z(t)=0
N 2 — 4¢?
On cherche une primitive de t — ———.
t(t? —1)

Il est temps d’utiliser notre décomposition en éléments simples.
On cherche donc une primitive de :
—2 -1 -1

b ==
ot

pour t € I\ {0}.

1
Rapidement, on trouve ¢ — In tz(t?l)‘



3sur 14

Et les solutions Z de (F) sont :

1 A

=A 212 — 1)' T 2(1-)

t— X exp <1n

w3

d. On pose : Vt € I, y(t) = t z(t). Ecrivons I'équation différentielle (E') vérifiée par z.
On a, pour tout ¢t € I, y'(t) = z(t) + ¢ 2/(t) et y"(t) =22/ (t) + ¢t 2"(¢).
On remplace dans (E). On obtient :

(12 — 1) (22/(t) + 2" (1)) + 2t (2(t) + t2'(t)) — 2tz(t) = 0.

Ce qui donne : (2 — 1)2"(t) + (4% — 2)2/(t) = 0.
e. En utilisant la résolution de (F') déterminons toutes les solutions de (E’).
K
Si 'on pose 2/(t) = Z(t), (F) est ramené a (F) que l'on a résout a 3. Ici Z(t) = 0= il
reste a intégrer Z. Pour cela, on utilise la décomposition en éléments simples de 2.

AA 1 1
Pour tout t € I\ {0}, Z(1) = 5+ 5 (+—+7—75)-
our tout t € I\ {0}, Z(¢) t2+2<1_t+1+t>
Et donc :

A A 1+t

A 14+t
Il reste & multiplier par ¢ : Vt € I\ {0}, y : t — =\ + 515 In (1+t> +ut, ou (\ ) € R2.
On peut remarquer que y est prolongeable par continuité en 0 car %ir% y(t) = =\
—
On pose y(0) = —A et on note toujours y ce prolongement. La fonction y est de classe C*° sur

I. On a ainsi ensemble Sg(] — 1, 1[) des solutions de (E) sur I =] — 1,1[ qui forme un espace

t 1+t
vectoriel de dimension 2 dont une base est <t =t t— =1+ 3 In (1+t>> .

- 110 = {ors 3s 2o (1) s iy e}

CORRECTION. Probleme 02

‘Partie I : Interpolation de Lagrange‘

Soient n + 1 couples (2o, 0), -, (Zn,Yn) de R? tels que pour tout i € [0,n], les réels x; soient
tous distincts. Il s’agit dans cette partie de construire un polynéme P de degré au moins n tel
que pour tout i € [0,n], on ait I'égalité : P(z;) = v;.

On appelle polyndmes interpolateurs de Lagrange associés a la famille (g, z1,...,2,) les n+1

n
X—=x
polynémes définis pour tout i € [0,n] par : L; = H k

k=0 ot
Q1. On suppose ici n = 2, g = 0, 1 = 1 et z9 = 2. Déterminons (sous forme développée) les
polynémes interpolateurs de Lagrange Lo, Li et Lo associés a la famille (zg, z1, x2).
On a:

i — Lk

X -pE -y (XX -2 (X -0(X 1)
T 0-no-2)"""T a-0a-2"""* (@2-0e-1
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Ce qui donne :

3

1 1 1
Lo=1-—"X+-X211=2X X% 1y=—-X+-X2
0 2 +2 s L] s 442 9 +2

Q2. On revient au cas général pour la question Q2 et la question Q3.
a. Pour tout i € [0,n], le degré du polynome L; est évidemment n.

b. Pour tout ¢ € [0,n] et pour tout j € [0,n], calculons L;(x;).

o — L
. — Lk i, — Lk
Lz(xz> = H ! X H ! =1.
T, — T T — T
k=0 P R Rl i Tk

Puis pour j # i, dans un des produits qui forme L;(x;), on rencontre z; — z; = 0.

1 si j=1

0 si j#1i

c. Montrons que la famille (Lo, L1, ..., Ly,) est une famille libre de R,,[X] et justifions qu’elle en
est une base.

Conclusion : Pour tout ¢ € [0,n] et pour tout j € [0,n], Li(x;) = d;; = {

n
Supposons (ag, ..., a,) € R tel que Zaij = 0. En appliquant & X = z;, on a : a; = 0.
§=0
Et cela pour tout entier j € [0,n]. La famille (Lo, L1, ..., L,,) est une famille libre de R,[X] et
comme dimR,[X] =n+ 1, la famille (Lg, L1, ..., L,,) est une base de R, [X]

n
Q3. ¢ Montrons que le polynéme P = Zijj est 'unique polynéme de K, [X] qui vérifie
§=0
pour tout i € [0,n], P(x;) = y;.

Existence Déja, P(z;) = Zijj(xi) = y;Li(z;) = y;. Et cela pour tout i € [0,n].
j=0

Unicité Supposons qu’il existe deux polyndémes M et N de degré inférieur ou égal a n tel que
pour tout j compris entre 0 et n, on ait : M(x;) = y; et N(z;) = y;. Alors M — N admet au
moins n + 1 racines distinctes et est de degré inférieur ou égal a n. Donc M — N est le polynome
nul.

n n
e En particulier, 1 = Z Ljet X = Z x;L;, par unicité du polynome de Lagrange.
Jj=0 J=0
Q4. Ecrivons sous forme de puissances croissantes I'unique polynéme de degré 2 qui passe par
les trois points (0,1), (1,—3) et (2,2).
Ona:P=1xLy—3x Ly +2x Lo, c’est-a-dire :
17 9

3., 1
P:1—§X+§X2—3(2X—X2)—X+X2:1—?X+§X2.

’Partie II : Polynomes de Tchebychev‘

Soit n € N, on appelle polynome de Tchebychev de degré n la fonction définie par

T, : [-1,1] - R, z — cos(narccos ).
Q1. Calculons Ty, T; et T5.

Rapidement, on a : Ty = 1 et 77 = cos(arccosz) = x. Puis :

Ty = cos(2arccos z) = 2 cos?(arccos ) — 1 = 222 — 1.
Q2. On pose a = arccosz, en remarquant que T, (z) = Re (ema)
polyndome de degré exactement n.

, montrons que 7, est un
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T, (x) vaut :
Re (") = Re (cos(na) + isin(na)) = Re ((cos(a) + isin(w))").

On pose a = arccos z et on demande & Abraham de Moivre de I’aide !. Puis comme sin(arccos x) =

V1 — 22, (On utilise i% = (—1)7) :

Tn(xz) = Re ((x + zm>n> = Re (f: (Z)xn—kzk( 1-— xQ)k) )

k=0

Ce qui donne T),(z) = Z (Z) 2V RR (V1 — 22k,

k=0,k pair

[n/2]
n . .
On arrange en posant k = 2j et Tp,(x) = Z <2 ) 2" H (2% — 1),
: J
7=0
Ce qui montre que T}, est bien un polynéme de degré au plus n.
(/2]
n
Par ailleurs, on voit que le coefficient devant z™ est Z (2 > qui est non nul (donc 7), est bien
; J
7=0
de degré n et on peut montrer en développant (1 + 1)" et (1 — 1) avec la formule du bindme
et en faisant la demi-somme des deux égalités obtenues que le coefficient dominant est 21, ce
que 'on retrouve a la question suivante.

Q3. e Montrons que pour tout n € N, T}, o(x) = 22 T q1(x) — Ty ().
On repart de o = arccos x et des deux égalités :

cos((n +2)a) = cos((n + 1)a) cosa — sin((n + 1)a) sin a.

cos(na) = cos((n + 1)a) cos a + sin((n + 1)) sin av.

On somme ces deux égalités.

cos((n + 2)a) + cos(na) = 2cos((n + 1)) cos a.

On revient a la définition de T, : Thy2(x) + T (x) = 221541 ().
e On voit que si T, (x) a pour terme de plus haut degré a,z",

+2

2 = 2a, 12" 12,

Gpy2x”

en utilisant la derniere égalité.
Comme a1 = 1, ag = 2, par récurrence immédiate, a,, = 2"~ 1. (Et degT},, = n.)

. . . 2k+1
Q4. Ici n € N*, montrons que T, admet exactement n racines simples : xp = cos < 5 7r>
n

pour tout k entier de [0,n — 1].

Ici n € N*, si a est une racine de T}, alors T;,(a) = 0 < cos(narccosa) = 0.

Il existe k € Z tel que narccosa = g + km. C’est identique & dire qu'’il existe k € [0,n — 1] tel
2k +1

n
il ..., Zn—1 les n valeurs distinctes que prend la racine a, comme T;, est de degré au

plus n, ces valeurs sont exactement les racines de T,.

s
que narccosa = o + k7. Et donc : a = cos 7 |. (Car arccosa €]0, 7[.)

Q5. On a toujours n € N*. On commence par remarquer que |75, (x)| < 1 pour tout = € [—1,1].

e Cherchons les extrema de T},. On dérive T, en supposant = €] — 1,1].

T (z) = %ﬁ sin(n arccos x).
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Pour k = 0 et k = n, z; vaut +1 et T,,(£1) = £1, ce sont des extrema situés en bord d’intervalle
de définition.

Les valeurs qui annulent cette dérivée sont ainsi les réels a qui annulent la quantité sin(n arccos a) =
0.

Donc il existe k € Z tel que narccosa = k.

Comme arccos a €]0, 7| (pour que 22 # 1), on restreint k & [1,n — 1].

k
Ainsi, il existe k € [1,n — 1] tel que a = cos <W> )
n

k
Bilan : les valeurs qui annulent 7}, sont z; = cos (W) pour k € [1,n — 1].
n

Il est clair que la dérivée T, change de signe autour des points ou elle s’annule qui sont des
extrema locaux. On montre plus loin qu’ils sont globaux.

e Pour tout k € [1,n — 1],

Ty (24) = cos [ narccos (cos [ F7) ) ) = cos (n™™) = cos(hr) = (—1).
(arceos (e (57) ) ) = ()

km
Ainsi en y ajoutant +1, les extrema de 7T;, sont les points z, = cos () pour k € [0,n].
n

e On en déduit au passage que sup |1, (z)| = 1.
z€[—1,1]

)Q(x)

1
P
Q6. On considere I'application (, ) : R[X] = R, (P,Q) — / (:f dx.
—1

— 2
a. (, ) est bien définie sur R[X] car pour tout couple (P, Q) € R[X]?, (P, Q) est une combinaison

linéaire d’intégrales généralisées de la forme dz, ot n € N. Pour x tendant vers —17,

1 "
/_1 V1— 22
z" (=1+h)" (=" /” (="
osons £ = —1 4+ h alors = ~ . Et
P Vi—2 Va2 " e o v2h

a > 0). C’est le méme processus pour z — 17.

dh converge (pour

b. Montrons que (, ) est un produit scalaire sur R[X].

» Symétrie et bilinéarité : elles résultent des propriétés de linéarité de I'intégrale.

1 2
. P(t)
» Positivité : si P € R|X]| alors (P, P :/ —dt > 0.
(X alons (PP = [ 220
1

» Caractére défini : comme P? et ¢ — Wigar sont positives et continues sur |—1,1[, il en
va de méme pour leur produit et (P, P) =0 = Vt € |-1,1[, P(t) =0.

Comme un polynéme qui s’annule sur un intervalle vaut 0, (P, P) = 0= P = 0.

c. Montrons que la famille (7},),en est orthogonale pour (, ).

Pour tout n et m entiers,

(T T = /1 Mdm _ /1 cos(n arccos x) cos(m arccos x) do —

-1 \/1—:(}2 —1 \/1—1‘2
0 cos(nt) cos(mt)

* V1—-cos?t

en posant x = cost. Cela donne :

(—sint) dt,

Y(n,m) € N2, (T, Tp,) = / cos(nt) cos(mt) dt.
0

1
Puis : cos(nt) cos(mt) = 5 (cos((n + m)t) + cos((n —m)t)) . On distingue plusieurs cas.
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e Casn=m=#0
Alors (T,,,T,,) =
e Casn#m,n#0

Alors (T, T, = 1 [sin((n + m)t) N sin((n — m)t)} _0

2 n—+m n—m
e Casn=m=0

1
Alors (T,,,T,,) = / 3 (1+1)dt=m.
0

™

1
5 (cos(2nt) +1) dt = g

S—

.
VNG

‘Partie III : Optimisation des points d’interpolation de Lagrange

Conclusion : La famille (7},),cn est orthogonale et ( To, —=Tn, n € N*) est orthonormale.

Q1. Soit n € N, f € C""Y([a,b]), (20, ..., Tn) € [a,b]""! tous distincts et P, 1'unique polynome
de degré au plus n qui satisfait & P,(x;) = f(z;) pour tout i € [0,n].

On pose : ¢ : [a,b] \ {zg, ..., zp} = R, x — M
H(x—asz)
i=0 }
On pose aussi : Vz € [a,b] \ {zo,...,zn} fixé, g : [a,b] = R, t — f(t) — H (t — ;).

=0

a. Justifions que g est de classe C" ! et s’annule aux (n + 2) points g, ..., Z,, = de [a, b].
n

g:t— f(t)— Py(t) — ¢(x) H(t — ;) est de classe C"*! sur [a, b] par somme de produits de
i=0

fonctions de classe C" ™! sur (Par définition de P,.) [a, b].

Puis pour tout ¢ € [0,n], g(x;) = f(x;) — Pu(x;) +0 =0 et on a aussi, pour finir,

b. Démontrons qu’il existe ¢ € [a,b] tel que g™tV (¢) = 0.

D’apres ce qui précede, g s’annule au moins en (n + 2) valeurs distinctes ce qui crée n + 1 sous-
intervalles (de réunion dans [a, b]), d’extremintés ces n + 2 valeurs.

D’apres le théoréeme de Rolle, comme g s’annule aux extrémités de chacun de ces sous-intervalles,
il existe dans I'ouvert de chacun de ces sous-intervalles un réel annulant la dérivée ¢’. On a ainsi
trouvé n + 1 points distincts annulant ¢’. Ces points créent n nouveaux sous-intervalles dont ils
sont les extrémités.

On continue a appliquer le théoréme de Rolle, ¢’ s’annule aux extrémités de chacun de ces sous-
intervalles, il existe dans 'ouvert de chacun de ces sous-intervalles un réel annulant la dérivée
g”. Ainsi de suite, de fagon générale, pour un entier k& compris entre 1 et m, on met en valeur
n+2—k points distincts annulant g(¥). Ces points créent n+2— (k+ 1) nouveaux sous-intervalles
dont ils sont les extrémités. On continue & appliquer le théoréme de Rolle, comme ¢*) s’annule
aux extrémités de chacun de ces sous-intervalles, il existe dans 'ouvert de chacun de ces sous-
intervalles un réel annulant la dérivée ¢*t1). Et enfin pour k = n, on met en valeur n+2—n = 2
points distincts annulant ¢, Et d’aprés Rolle, il existe un point ¢ annulant ¢t et contenu
dans le sous-intervalle d’extrémités ces deux points.

Fr ()
(n+ 1)

gt () est constitué de 1 (t) auquel on retranche Py(LnH)(t) (de valeur 0 car P, € R,[X])
n

c. Montrons : Vx € [a,b] \ {z0,...,xn}, I € [a,b], ¢p(x) =

et auquel on retranche la dérivée (n + 1) de ¢(x) H(t — z;) (par rapport a t).
i=0
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Comme cette derniére fonction est un polynéme de degré n + 1, seul son terme dominant nous
intéresse.
Il vaut ¢(z)t" "1 et sa dérivée (n + 1)*° est (n + 1)!¢(z).

Alors (car gD (¢) =0) :

g tI(t) = [ = (n+ D)l(x) = D) = (n+ Dlg(a) =

Fr(Q)
Ce qui donne bien : ¢(z) = CER
1 n
d. Montrons : Vx € [a,b], |f(z) — Pp(2)| < ——— T —x;) Sup f"+1
@b, 1£() — Pa(a)| (Hl)!g( xe[ab]] )|
- p,
En reprenant la définition de ¢(x), pour tout = € [a,b] \ {zo, ..., zn}, ¢(x) = M
[ —=)
(n1) =
o Pn n+1
Et en rapprochant de la question précédente, f(: ) (z) = f(n n 1(5)
H(x —x; .
i=0
(n+1 n
Ce qui donne toujours : V& € [a,b] \ {zo, ..., zn}, f(x) — Pp(x) = M g(m‘ — ).

(Et alors ¢ est quelconque.) On voit que cette derniere égalité est aussi valable pour z = x; pour
tout entier ¢ appartenant & [0,n]. On en déduit :

z€a,b]

1 n
Va € [a,b], [f(z) — Pa(z)| < [CES] g(x — ;) sup ‘f (1) ( ‘
Q2. L’objectif est de choisir les points d’interpolation de Lagrange xg, ..., z,, de telle maniere
n
que sup H(w —xz;)| < sup |Q(z)| pour tout polynome @ normalisé de degré n + 1.

ze[-1,1] [;Zo ze[—1,1]
Nous allons montrer que les points d’interpolation qui vérifient cette propriété sont les racines

du polynéme de Tchebychev T},41. Posons alors 2—nTn+1 = T4 (et donc T4 est normalisé),

considérons @ € R,,41[X] normalisé quelconque et posons :

27+1 k
Vje[[(),n]],xj:cos< 7+ 7r> ethe[[O,n+l]],zk:cos< il >

2n 4+ 2 n+1

n

1
a. Montrons que sup H ( —xj)| = 5~
z€[—1,1] =0 2

Car T,,11 est normalisé et xg, ..., z,, sont ses racines : D’apres plus haut, T, 11(z) = H(m —x;)

et donc :
n

(x — ;)
i=0

— 1
= Sup |Tn+l(x)|:7 sup |Tn+1(x)|'

sup
z€[-1,1] 2% pel-1]

z€[—1,1]

Et on peut conclure par sup |T,(x)| = 1.
z€[—1,1]

b. Montrons deg (Q - Tn+1) < n et Vk € [0,n], (Q - Tn+1) (zx) = Q(zk) — (_2}1)]6

e Comme Q € Ry41[X] est normalisé et Ty41 € Ry41[X] normalisé, deg (Q — Th11) < n.
e Pour tout k € [0,n],

(Q = Tny1) (1) = Q2k) — Ty (zk) = Q(z1) —

(-n*

g T () = Qa) —

2
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1
c. Supposons que o— > sup |Q(x)].
2 z€[—1,1]

Montrons que si k est pair, (Q - Tn—i—l) (zr) < 0 et si k est impair, (Q — Tn+1) (z) > 0.
En déduire qu’il y a (n + 1) changements de signe pour (Q — Tn—i—l) .
Etablir alors une contradiction. Conclure.
1
Supposons donc I’inégalité (I) on > Sup |Q(z)| et k € [0,n + 1].
z€[—1,1]
e On suppose que k est pair

= 1 1 1
Alors (Q - Tn+1) (z1) = Q(zk) — on < on on = 0
e On suppose que k est impair

= 1 1 1
Alors (Q — Thny1) (z1) = Q(z) + 7> Tt =0

e Synthése
On a alors pour k € [0,n], (@ —Thni1) (21)- (Q — Ty1) (2r11) <0.
La fonction Q — T',41 change de signe (n + 1) fois. Par continuité, @ — T',+1 a donc au moins
n—+ 1 racines et étant un polynéme de degré au plus n, c’est le polynome nul. Et donc Q = T4 1.
Ce qui est contradictoire avec (I).
e Conclusion
Alors (I) est fausse et : in < s[up ]|Q(ac)| On peut alors dérouler.
ze[—1,1

n

H(a: —x;)

1=0

< sup |Q(x)].

1 _
— = sup |[Thyi|= sup
z€[—1,1]

2 z€[—1,1] ze[—1,1]

Remarque : On a donc prouvé ici que si I'on prend pour support d’interpolation les racines

des polynomes de Tchebychev, I’écart entre f et son polynéme d’interpolation pour tout x était

minimal. Ce qui va permettre d’éliminer ce que 1’on appelle les effets de bords, voir plus loin.

a+b a-—»b
2

Q3. Montrons que si x = v, on a 'équivalence : v € [-1,1] & x € [a, b].

n

H(:L‘ — ;)

=0

< sup |Q(x)| pour
z€[a,b]

En déduire les réels xo, ...,z de ([a,b])" qui vérifient sup
z€(a,b]

tout polyndome ) normalisé de degré n + 1.
a—b _a—»b a—b

Onécrit: -1 <v<le — > v > 5
b —b b —b b —b
a—21— _a2 = a; +a2 v > a—2k +a2 < b >z > a. (Ne pas oublier que a —b < 0.)
n
Puis, partons de (II) : sup H(x — ;)| < sup |Q(x)|, pour tout polynéme () normalisé de
z€la,b] ;-0 z€la,b]
degré n + 1.
b —b
En posant z; = % + aTvi pour tout i € [0, n],
a—1b
T —x; = 5 (v—;)
- a—b\"
et donc : H(x —x) = ( 5 ) H(v — v;).
=0 =0
a—>b

n+1
Or, si 'on pose Q(x) = < 5 > Z(v), comme @ est normalisé dans R,1[X] (de variable

r), Z est normalisé dans R,,;1[X] (de variable v). En effet, le terme dominant de @Q est 2"

b _p o\t _p\ !
soit <a—2{— + a4 5 v> de terme dominant <a2) Lan

1
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a n+1
En divisant par <2> , (IT) est ramené & :

n

H(v — ;)

1=0

< sup [Z(v)
ve[—-1,1]

sup
ve[—1,1]

pour tout polynéme Z normalisé de degré n+ 1. Ainsi, pour optimiser le support d’interpolation
(xo, ..., Tn) valeurs prises dans [a, b], on détermine les racines du polynéme de Tchebychev d’ordre
a+b a-—0»
_|_
2 2

n + 1 que 'on nomme vy, ..., v, et on prend pour tout i € [0,n], x; = V;.

’Partie IV : Matrice de Vandermonde\

Soit n + 1 réels zq, 1, ..., T, et considérons ® : R,[X] — R* 1, P (P(xg), ..., P(zy)).
On note B = (1, X,..., X") et C = (e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., en+1 = (0,...,0,1))
les bases canoniques respectives de R,[X] et de R™+1.

Q1. Vérifions que ® est une application linéaire.
Si (P,Q) € (Ra[X])?,

(P +aQ) = (P + aQ)(x0), -, (P + aQ)(xn)) = (P(0), ..., P(2n)) + a(Q(20), ..., Q(2n))

ce qui donne : ®(P + aQ) = ®(P) + a®(Q).
Q2. On appelle dans la suite matrice de Vandermonde V (zy, ..., z,) associée & (xg, ..., z,) la

matrice représentative de ®, les espaces vectoriels R,[X] et R"*! étant munis de leurs bases
canoniques respectives B et C. Explicitons la matrice V' (zg, ..., ).

1 xo x% N
) . 1 oz 22 ... o

On a immédiatement : V(xq, ..., x,) = L . . . € Mp41(R).
1z, 22 x5y

On suppose dans la suite de la partie IV que zg, x1, ..., z, sont tous distincts.

Q3. Calculons pour tout j € [0,n], ®(Lj), ou B' = (Lg,...,Ly) est la base des polynomes
interpolateurs de Lagrange associée a (g, 1, ..., Tp).

Immédiatement, pour tout j € [0,n], ®(Lj) = (L;(z0), ..., L;j(zyn)) = €jt1.

On en déduit que la matrice représentative de ®, R, [X] et R"™! étant munis de leurs bases
respectives B’ et C est la matrice I,,41.

b. Ecrivons une relation entre V(zo,x1, ...y ) €t Pl”’/7 ou Pg/ est la matrice de passage de la
base canonique de R,[X] & la base des polynomes interpolateurs de Lagrange.

D’apres la formule de transformation d’une matrice par changement de base de ’espace vectoriel
de départ (I’espace vectoriel d’arrivée conserve sa base canonique) : I, 11 = I, 11V (o, ..., xn)PB/,
ou Pg/ est la matrice de passage de la base canonique de R,[X] & la base des polynémes
interpolateurs de Lagrange. On a la conséquence suivante :

Dans le cas ou les réels xg, 1, ..., T, sont tous distincts, la matrice de Vandermonde V' (xy, ..., )
est inversible et son inverse est la matrice de passage de la base canonique de R,,[X] a la base des
polynomes interpolateurs de Lagrange associés a (xq, ..., T, ), ¢’est la matrice écrite par colonnes
(LO Ly ... L, )
c. Application numérique : Exprimons (V(0,1,2))~! en utilisant IV-3-b et I-1.
On sait que (V(0,1,2))"1 = ( Ly Ly Lo )

1

3 1 1
Et onutilise:L0:1—§X+§X2,L1:2X_X27L2:_§X+§X2.



11 sur 14

2 0 0
(Vo,1,2) == -3 4 -1
1 -2 1
1 00
Celui qui ne me croit pas peut vérifier que V(0,1,2) = 1 11 est bien linverse de
1 2 4
1 2 0 0
- | -3 4 —1 | en effectuant leur produit!
2
1 -2 1
‘Partie V : Déterminant de Vandermonde et applications‘
Soit n > 1 et n + 1 réels xg, x1, ..., Tn, on appelle déterminant de Vandermonde associé a

(zo,x1, ..., ) que 'on notera A(xyg, ..., z,), le déterminant d’ordre n+1 : Det (V (zg, x1, ..., Tn)) -
Les quatre premieres questions de cette partie sont consacrées a retrouver la formule :

VYn > 1,¥(zo, 21, -+ ,Tpn) € Rt . Az, 1, ,Tpn) = H (xj — ;).

0<i<j<n
Pour p € [1,n], on pose :
1 1 - 1 1
o T1 0 Tp—1 X
2 .2 2 2
P(X)=|% *1 " Tp X
a:g xll’ R wg_l XPp
A(zg,x1,- - ,xp) = Py(x)p) est donc le déterminant de Vandermonde associé a (o, ..., zp).

On peut déja remarquer que prendre V (zg, ..., z,) ou (V (g, ..., z,))T est pareil pour le passage
aux déterminants et :

1 oz 2} ... ap 1 1 - 1 1
1 = 1‘% ! To T1 *° Tp-l Tp
1 @y 25 ... af || a3 23 - 22, 22
1 oz, 22 ... a? G A R 4y
Q1. S’il existe (7,7) tels que 1 <1 < j < p et 2; = x5, montrons A(zg, x1, -+ ,xp) = 0.
S’il existe un couple d’entiers (i, j) tels que 1 <1 < j < p et x; = x;, alors les colonnes d’ordre
i et jde V(xo,...,xp) sont égales donc A(xg,---,zp) =0.
Q2. Siles x; sont distincts, montrons que P,(X) est un polynéme de R,[X], de racines xq, z1, ..., Tp_1
et de coefficient dominant A(xg, z1,-- -, 2p—1).

Si les z; sont distincts : On développe P,(X) par rapport a sa derniere colonne.

p+1

Bp(X) =) (=D)'A;, X",
k=1

o A, est le déterminant de la matrice de M,(R) obtenue en enlevant a la matrice initiale la
derniere colonne et la 7°™° ligne.
P,(X) € Ry[X] de coefficient dominant (si celui-ci n’est pas nul) :

Apfl,p — A($07x17 e 7$p71)-
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Q3. Déduisons en que dans tous les cas

Az, x1,- -+ ,xp) = (xp — x0)(zp — 1) ... (Tp — Tp—1)A(x0, T1, -, Tp—1).
On constate que : Py(z) =0 pour 0 < k <p—1.

(Par identité des colonnes Cy et C), de ce déterminant.)

11 en résulte que, si A(zg,z1,--- ,2p—1) # 0, alors :
p—1
Py(X) = Az, 21, -+, 2p1) [ [(X = ).
k=0
p—1
Si (zk)o<k<p sont distincts, A(zg, z1,- -+, xp) = Pp(xp) = A(zo, T1,- -+ ,Tp—1) H(acp —x) #0.
k=0

La relation précédente s’étend au cas ou les (zy) ne sont pas distincts sous la forme 0 = 0.
Q4. Montrons alors : Vn > 1,V(x, x1,- -+ ,2,) € R™ : A(zg, 21, , 1) = H (zj — ;).

0<i<j<n
Pour p € [1,n], appelons D,, la propriété
A(JZO,ZL‘l,"' 7xp): H (x]—x,)
0<i<j<p
D1 se vérifie aisément.
Supposons Dj,_1 vraie pour p € [2,n], alors, en utilisant la propriété 3.
Le principe de récurrence établit la formule pour tout n > 1 et tout n-uplet (xg, x1,- -+ ,xy).
Alzo, 1, yxp) = (2p —x0)(xp — 21) .- (Tp — Tp-1) A0, T1, -+, Tp-1)

(@p — wo)(@p — 21) ... (Tp — Tp—1) H (zj — @)

0<i<j<p—1
= H (CL‘j — I‘Z)

0<i<j<p
alors D), est vraie.
al a a3
Q5. Application 1. Ici (a,b,c) € (R*)3, soit Ay =| b= b b3
1 3
c c c

Apres mise en facteur de a1, b ! ¢! respectivement dans les premiere, deuxieéme, troisieme
lignes :

al a a3 1 1
bfl b b3 = A 2b2 227()2—2 2_b2 2_2.
b B = SR = S = ) - ) )
1 a o
Q6. Application 2. Ici (a,b,c) € R, soit Ag =| 1 b b3
1 ¢ ¢

Par développement de A(a, b, ¢, x) par rapport a la troisieme colonne, on trouve que le coefficient
de 22 dans le polynéome A(a, b, c, ) est :

1 a a
(_1)3+4 1 b b3
1 ¢ &

Par ailleurs, A(a,b, c,z) = A(a,b,c)(z — a)(z — b)(x — ¢) dont le coefficient de 2 est
—(a+b+c)A(a,b,c).

Par identification :

1 a o
1 b V¥ |=(a+b+c)c—a)(c—b)b—a).
1 ¢ &
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Q7. Application 3. Soient n > 3 un entier naturel, v = (7o, ..., ¥n—1) une famille de n éléments
de K tous distincts et pour tout k € [0,n — 1], on définit sur R la fonction ¢y par : x — V%",
n—1
a. Soient (mk)ke[[o,nfl]] un n-uplet de scalaires, et ¥ = kawk.
k=0

Calculons les dérivées successives de ¥ jusqu’a l'ordre n — 1.

On suppose que les v sont distincts deux a deux.

Pour tout k € [0,n — 1], on définit sur R la fonction ¢ par : z — e*?.
n—1

Considérons (my,) ke[o,n—1] U n-uplet de scalaires et : ¥ = Z M.

k=0
Calculons les dérivées successives de ¥ jusqu’a 'ordre n — 1. L’application ¢y, est bien entendu

de classe C* sur R, car est la composée de 'application polynomiale x — v qui est classe C*
sur R et a valeurs dans K, et de ’exponentielle de classe C*° sur K.
On a alors par une récurrence facile & montrer :

Vie[o,n—1], Vo eR, () =yLe™® = yLopy(x).

Enfin, la fonction ¥ est de classe C* sur R car elle est la somme finie de fonctions de classe C*°
sur R.

Puis: VI € [0,n— 1], Vz € R, ¥0 Z g (2 Z (2

b. Montrons que la famille (¢)4efon—1] est hbre dans COO(R, K).

Montrer ici que la famille (i) ke[o,n—1] €st libre dans C*(R,K) revient & montrer que ¥ est

nulle.
n—1

Il s’agit de montrer que si (mg,...,my—1) € K" tel que : kad}k = 0 alors pour tout [ €

k=0
[0,n —1], ,mi = 0.
n—1
Introduisons ¥ = Z mgg, ou (mo,...,mp—1) € K™
k=0

n—1

Il est donc équivalent d’écrire Z mpr =0et ¥ = 0.

k=0
On utilise maintenant la question V-7-a. Supposons ¥ = 0.
Les dérivées successives de ¥ sont identiquement nulles (comme ¥).
Il reste a utiliser avec x =0 la formule

vie[o,n—1],Vz R, ¥ mekwk

Utilisons aussi le fait que pour tout k: 6 [0,n — 1], ¥r(0) =

vl € [0,n — 1], Z RTREA( Z Mg
n—1
Et donc : ¥ € [0,n — 1], |¥0 =0= 00(0) =0= > myyf =0
k=0

La matrice de Vandermonde est inversible car les 7; sont distincts. Ce qui donne :

mo+mi+ ... +Mp—1 =0

moyo +miy1 + .o + Mp—1Yn—1 =0
moYg + M1V + .+ M1, = 0.

o =0

mofyg_l + myy?_l + ...+ mn_wﬁj =0
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En utilisant la notation V' (7o, ..., ¥n—1) pour désigner la matrice dite de Vandermonde associée
a (Y0, .-y Yn—1) , les n égalités précédentes s’écrivent alors matriciellement :

mo
[V(/yoa"'arynfl)]T = OMn,l(K)'

mMnp—1

Comme les scalaires ; sont tous distincts, Det (V (7o, ..., V»)) est non nul, et donc V' (7, ..., Yn—1)
est une matrice inversible. On en déduit :

mo mo
[V('-Y(b ey ’77171)],11 = OMn,l(K) = = OMn,l(K)'

mnp—1 mnp—1

On a bien : VI € [0,n — 1], ,my = 0. ¢.e.d



