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Chapitre ].

Révision : Autour des suites et
des fonctions réelles



H les incontournables

m A propos des suites réelles :

>

v vyVvVyy

v

>

savoir étudier leur convergence par les méthodes au programme, notamment avec des
encadrements ou le théoreme de la limite monotone;

savoir la définition d’une limite finie avec ¢;
montrer la divergence d’une suite en utilisant des suites extraites;
savoir montrer que deux suites sont adjacentes;

savoir trouver le terme général, la limite et la somme partielle des termes d’une suite
arithmétique ou géométrique;

savoir trouver le terme général, la limite d’une suite arithmético-gémétrique;

savoir trouver le terme général, la limite d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

m A propos des fonctions réelles :

>
>

v

vV vy vy VvV Vvyy

>

savoir trouver la parité ou la périodicité d’une fonction ;

connaiitre les formules trigonométriques classiques et notamment savoir traiter les égalités
entre sin, cos et tan;

connaitre les encadrements entre = et sa partie entiere |x|;

savoir manier et connaitre les propriétés des fonctions exponentielles, logarithmes et
puissances ;

savoir faire fonction la définition d’une limite dans des cas simples;;

savoir trouver s’il y a prolongement par continuité ou non;

savoir montrer qu’une fonction n’a pas de limite en utilisant des suites;

connaitre les équivalents classiques en 0;

connaitre, savoir énoncer et utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires (T.V.I);

savoir expliquer pourquoi une fonction admet une fonction réciproque en utilisant le
théreme du cours;

savoir tracer et connaltre les propriétés principales des fonctions arcsin, arccos et arctan ;

m A propos de la dérivabilité des fonctions réelles :

|
|

>

connaitre les dérivées de fonctions classiques;
savoir trouver la dérivée d’une fonction composée;

connaitre I’énoncé et savoir appliquer le théoreme de Rolle et le théoreme des accrois-
sements finis (T.A.F);

savoir manier le théoreéme de la limite de la dérivée;
savoir montrer qu'une fonction est de classe C! ou non;

connaitre la formule de Gottfried Leibniz.

m A propos des développements limités :

vV vyVvVvyy

connaitre les développements limités de fonctions usuelles en 0;
savoir trouver un développement limité a partir des développements limités usuels;
savoir utiliser un développement limité pour calculer une limite ou un équivalent ;

savoir utiliser un développement limité pour obtenir la position d’une courbe par rapport
a une tangente ou une asymptote oblique ;

EE2
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Résumé de cours

La premiére partie de ce chapitre est consacré aur rappels sur les suites. C’est une
bonne révision avant le chapitre sur les séries numériques. Il faut savoir qu’une série
est tout d’abord ... une suite ! La suite de ce chapitre est une révision du programme de
premiére année TSI1 sur les fonctions usuelles, la dérivabilité et les développements
limités. Ces bases sont essentielles en particulier pour le chapitre sur l’intégration
sur un intervalle, les courbes paramétrées et les fonctions de deux variables. Il faut
revenir de temps en temps revoir les techniques et les notions développées ici et cela
tout le long de ’année, quand vous en sentirez le besoin !

B Nombres réels

On munit R de l'addition et de la multiplication. Ainsi pour tout (a, b, ¢) € R3,
a+beR, a—beR, a+b=b+a, (a+b)+c=a+(b+c)
axbeR, %6Rsib¢0, axb=bxa, ax(bxc)=(axb)xc

De plus, a(—b) = (—a)b = —ab et (a +b)c = ac+ bc = c(a + b).
Leréel 0 vérifiea+0=0+a=aetax0=0xa=0. Deméme, 1l Xxa=a x1=a.
On munit R d’une relation < qui vérifie :

V(a,b)eRQ7 VeceR, a<b = a+c<b+tcetVe>=0, a<b = ac<bc

Remarque : on définit la notation < par a < b < (a < bet a # b) la notation > para 2 b <
b < a et la notation > para >b < b<a.
On munit aussi R d’une valeur absolue, application de R dans R} qui & x associe |z| tel que :

|x|:{ z , 20

—x , x<

Proposition 1.1.— — Ona:|Va€R, (Ja =0 < a=0)]
— Ona:|V(a,b) € R |abl = |a][b], |a+b] <la| + b], |la] — [b]] < a —b]]

Intervalles de R. On rappelle que +0o et +00 désignent I'infini négatif et I'infini positif.

Ils ne sont pas considérés comme des réels mais sont comparables avec les réels.

Pour tout x € R, z > —c0 et x < +o00.

Soit (a, b) € R?, on définit V'intervalle fermé [a, b] par [a, b] = {z € R, a < z < b}, Dintervalle
ouvert |a, b] par |a, b[= {z € R, a < x < b}, l'intervalle semi-ouvert [a, b[ par [a, b[= {z € R, a <
x < b}, Uintervalle semi-ouvert ]a, b] par Ja, b] = {z € R, a < z < b}.

Soit, de méme, (a, b) € R?, on définit Iintervalle fermé [a, +oo[ par [a, +00[= {z € R, a < z},
l'intervalle ouvert Ja, +o00[ par Ja, +oo[= {z € R, a < x}, 'intervalle fermé | — oo, a] par | —o0, a] =
{z € R, z < a}, 'intervalle ouvert | — 0o, a[ par | — oo, a[= {z € R, = < a}.

On peut remarquer que R est en fait | — oo, +o0].

Mise en ceuvre : exercice 01, exercice 02.
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Définition : Un sous-ensemble A de R est dit majoré ou borné supérieurement (resp. minoré ou
borné inférieurement) s’il posséde un majorant : IM € R,V € A, x < M (resp. minorant :
dJmeR,Vz € A, x = m). Un ensemble a la fois majoré et minoré est dit borné.

Remarque : Attention, un majorant ou un minorant de A ne sont pas dans A en général.

Proposition 1.2.— A est borné si, et seulement si, IK > 0, Vz € A, |z| < K.

Définition : On appelle partie entiére du réel x le plus grand entier inférieur ou égal a x.
On note |x] un tel entier dans la suite.

Proposition 1.3.—

|Vm€R, ij<m<LxJ+1etx—1<LxJ<x.|

Mise en ceuvre : exercice 03.

B Suites réelles

Définition : On appelle suite d’éléments de R (ou suite réelle) toute application d’une partie A de
N de la forme {n € N, n > N}, ot N est fizé et a valeurs dans R.

Remarques : 1. Bien que le programme officiel n’indique rien, on note souvent RN I'ensemble des
suites réelles.

2.Siu: N — R est une suite, 'image d’un entier n par u se note w,, plutét que u(n). Ainsi, u,, est
le terme d’indice n (appelé aussi n'°™° terme de la suite). Cette suite pourra étre notée (un)n>n
et parfois (u,) 8’il n’y a pas d’ambiguité sur son premier terme.

Définition : On dit que la suite u = (up)nen est constante si et seulement s’il existe K € R tel
que pour tout n € N, u,, = K.

Opérations sur les suites. Soient u et v deux suites quelconques que 'on supposent données a
partir du méme rang et a € R, on définit :

UFV: N> Uy + Uy, UV N UpUp, QU N QUy.

La premiere suite est la somme des suites u et v, la seconde est le produit des suites u et v et la
troisieme est le produit externe de la suite u et du réel a.

Définition : Majoration et minoration de suite.
» La suite (up)nen est majorée par M € R si et seulement si : Vn € N, u, < M.
» La suite (up)nen est minorée par m € R si et seulement si : Vn € N, u, > m.
» La suite (un)nen est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

On peut remarquer qu'une suite (un)nen est bornée si et seulement si :

JA>0,Yn €N, |u,| < A

Proposition 1.4.— Toute combinaison linéaire ou tout produit de suites bornées est une suite
bornée.
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Définition : Monotonie et suites.
> u est croissante (resp. strictement croissante) si et seulement si : ¥Yn € N, up, < tpt1
(resp. up < Upiy1).
» u est décroissante (resp. strictement décroissante) si et seulement si : Vn € N uy = tpq1
(resp. wn > Upt1).
> u est une suite monotone (resp. strictement monotone) si et seulement si u est soit crois-
sante, soit décroissante (resp. soit strictement croissante, soit strictement décroissante).

Définition : Suites extraites. On dit que la suite v est une suite extraite de la suite u si et seulement
s’il existe une application g strictement croissante de N dans N telle que : Vn € N, v, = ugp)-

Définition : Limite finie d’une suite. On dit que la suite u est convergente dans R si et seulement
s’il existe | € R tel que : Ve >0, Ing €N, Vn = ng, |u, — 1| <e.

Dans le cas ou u est convergente, le réel [ s’appelle la limite de la suite u et on dit aussi que u est
convergente vers [. Il est équivalent d’écrire que u est convergente de limite [ et d’écrire que u — [
est convergente de limite 0. Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

Notation : si u est convergente de limite [, on écrit : lim w, =I.
n—-+oo

Proposition 1.5.— » La limite d’une suite, si elle existe, est unique.

» Toute suite convergente est bornée dans R.

» Si u est une suite convergente vers [ alors toute suite extraite de u converge et de plus
nécessairement vers (.

Remarque : Attention, des suites extraites de (u,) peuvent converger sans que (u,) converge.
Penser & u, = (—1)". Cette suite diverge et pourtant les deux suites extraites (u2,) et (Uzn1)
convergent.

Mise en ceuvre : exercice 04, exercice 05.

Proposition 1.6.— Opérations sur les suites finies—.

Soient u et v deux suites convergentes respectivement vers [ et I, alors :
» la suite v + v est convergente de limite [ + I’;

» pour tout A € R, la suite Au est convergente de limite Al ;

» la suite uv est convergente de limite /I’ ;

U l
» sil' #0, la suite — est convergente de limite T
v

Définition : Limite infinie d’une suite.
» On dit que la suite u tend vers +oo si et seulement si : VAE€R, AN €N, Vn> N, u, > A.
» On dit que la suite u tend vers —oo si et seulement si : VAER, AN N, Vn> N, u, < A.

On remarque qu’une suite tendant vers oo est un cas particulier de suite divergente. On notera

hIJIrl u, = 400 toute suite (u,) qui tend vers +o0o. Il existe des suites divergentes qui ne tendent
n—-+0oo

pas vers oo, par exemple u, = (—1)".
Opérations sur les limites infinies.

» lim w,=let lim v, =4ocalors lim (u,+v,)=+o0.
n—-+oo n—-+oo n—-+o0o

» Si lim wu,=let lim v, =—ocalors lim (u,+v,)=—00.
n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo

» Si lim wu,=+occet lim wv,=+4oc0alors lim (u,+ v,)=+o0.
n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o

» Si lim w,=-occet lim w,=—occalors lim (u,+v,)=—o0.
n— 400 n—+00 n—-+00
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Si lim wu,=0>0et lim w, =-4occalors lim wu,v, = +00.

n—-+o00 n——+oo n—-+oo
Si lim w,=[l<0et lim w, =-4occ0alors lim wu,v, = —o00.
n—-4o0o n—-4o0o n—-+oo
Si lim wu, =-+occet lim v, =-4oo0alors lim wu,v, = 4oo.
n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o
» Si lim w,=Ilet lim v, =400 alors lim —= =0.
n—+0o n—+00 n—+00 Up
» Si lim w,=Ilet lim v, =—o0alors lim —= =0.
n—+o0o n—+00 n—+00 Up

Attention, il y a des cas ou on ne peut pas conclure, par exemple pour les formes indéterminées.

Définition : Relations de comparaison.

On considére deux suites u = (uy) et v = (vy) telles que vy ne s’annule pas a partir d’un certain
rang N.

» On dit que la suite u est infiniment petite ou négligeable devant la suite v quand n tend vers

+00 si et seulement si lim — = 0. On note alors u = o(v).
n—-+oo (S

» On dit que la suite u est dominée par la suite v quand n tend vers 400 si et seulement si la

U

suite (—n> est bornée. On note alors u = O(v).
Un n>N

» On dit que la suite u est équivalente a la suite v quand n tend vers +oo si et seulement

. n
lim — = 1. On note alors u ~ v.
n—-+o0o Un

Proposition 1.7.— On suppose que u,v,w et z sont quatre suites dont les termes ne s’annulent
pas a partir d’un certain rang.

Siu~wvetw~ zalors uw~uv.z, — ~v~zetsia>0,u*~v*
w

Proposition 1.8.— u,, ~ v, < u, — v, = o(vy,).

Proposition 1.9.— Si (a, 8,7) € (R*)?, €7 = 0(n®) et n® = o ((In n)?).

Proposition 1.10.— Relations de comparaisons classiques pour des suites usuelles quand n

tend vers +oo
(14 1 1 1 n 1 . 1 1 1 " 1
n “l==——-—+40[=),sin(~-)]==-——=<+0=
n n  2n2 n? )’ n n  6n3 n3

1 1 1 1 1\ a  ala—1) 1
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Mise en ceuvre : exercice 06.

Proposition 1.11.— Comparaison a une suite dont on connait la limite—.
» Soient (u,) et (o) deux suites, la suite (ay,) étant convergente vers 0 et soit N € N tel
que: Vn = N, |u,| < oy alors lim  u, = 0.
n——+oo

» Soient (uy,) et (v,) deux suites avec hIJIrl v, = +oo et N € N tel que: Vn > N, v, < uy
n——+0oo

alors lim wu, = +oo.
n——+oo

» Soient (u,), (vn) et (wy) trois suites, on suppose que (vy,) et (wy,) sont convergentes de
limite [ et qu’il existe N € N tel que : Vn > N, v, < u, < wy, alors la suite (u,) est
convergente de limite /.

Le dernier résultat a plusieurs noms : le théoréme de ’encadrement, le théoréme des Gendarmes,
le théoreme de I’étau ou le théoreme du sandwich. A vous de choisir!

Proposition 1.12.— Théoreme de la limite monotone —. Toute suite croissante majorée est
convergente et toute suite décroissante minorée est convergente.

Donc toute suite monotone bornée est convergente.
On a ainsi plusieurs méthodes pour étudier la convergence d’une suite.

Mise en ceuvre : exercice 07, exercice 08.

Définition : On dit que deux suites (un)nen €t (Un)nen sont adjacentes si et seulement si (un )nen
et (v )nen sont monotones, de sens de variation contraire et que hIJIrl (upn, — vp) = 0.
n——+0o0o

Proposition 1.13.— Théoreme des suites adjacentes—.
Deux suites adjacentes sont convergentes dans R et, de plus, leur limite est commune.

Mise en ceuvre : exercice 09, exercice 10.
Cas des suites définies par une relation de récurrence.

e Suites définies par une récurrence linéaire d’ordre 1.

Définition : Soit r € R. On appelle suite arithmétique de raison r toute suite définie par ug € R
et la relation : ¥n = 0, up41 = Uy + 7.

Application : déterminer u,, en fonction de ug, de n et de r. En déduire la somme partielle d’une

n
suite arithmétique S,, = Z U
k=0

Définition : Soit ¢ € R. On appelle suite géométrique de raison g toute suite définie par ug € R
et la relation : Vn 2 0, up4+1 = quy,.

A . . . S k 1—q¢"t!
Application : déterminer w,, en fonction de ug, de n et de q. On rappelle que Z q" = ﬁ
pour g # 1. e

n
En déduire la somme partielle d’une suite géométrique S,, = Z U -
k=0

Mise en ceuvre : exercice 11, exercice 12, exercice 13, exercice 14.

Définition : Soit (a,b) € R®. On appelle suite aritmético-géométrique toute suite définie par
ug € R et la relation : Vn > 0, upy+1 = auy, + 0.
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Application : déterminer u,, en fonction de a, de b de n et de wuy.
e Suites définies par une récurrence linéaire d’ordre 2

On considere ici les suites définies par la récurrence uy, 12 = atn11 + dbuy, (a, b) € R*.

L’approche consiste a déterminer les suites du type (¢"), .y qui vérifient la récurrence. En rem-
placant dans cette égalité, on obtient :

VneN, ¢"2 =ag" + bg"
L’égalité précédente se transforme en divisant par ¢™ en 1'égalité (1) :
¢ =qa+b

On considere donc I’équation du second degré (2) : X2 —aX — b= 0.
On écrit d’apres (1) que la suite (¢™),, oy vérifie la récurrence si et seulement si ¢ vérifie (2).

i. Premier cas : a®> +4b > 0

(2) possede alors deux solutions q; et go réelles et distinctes. Montrons que toute suite qui vérifie
la récurrence est de la forme (g + 8 q3),cn» @ et B étant des réels. Il suffit de remarquer que
toute suite (un), ¢y qui vérifie la récurrence est parfaitement définie si on connait ses deux premiers
termes ug et up. L’égalité, qui doit étre valable pour tout n € N, u,, = aq} + 8¢5 fournit une et
une seule détermination de («, §) par le systéme :

a+p = u
aqp+ B = w
—qaug +u UL — QU
que I'on résout sans difficulté. oo = “Rtt 1 ot g = 91t
q1 — q2 a2 —q1

ii. Deuxiéme cas : a® + 4b < 0.
(1) a alors deux solutions ¢; et g2 complexes conjuguées. On les écrit :

0

q=re’, g=re’

Cette partie sera a reprendre quand on aura fait le chapitre 3 c’est-a-dire les révisions
sur les complexes.

En remarquant que ¢ = 7™ (cos nf + isin nf), en utilisant le méme procédé que dans le premier
cas, on montre que les suites réelles qui vérifient la récurrence sont de la forme :

Vn €N, u, =r"(acos nf + §sin nh)
avec (o, 8) € R? couple déterminé par la donnée du couple (ug, u1). On trouve :

Uy cosf

a=uget f=— —Ug———

rsin 0 sin 0

iii. Troisiéme cas : a? + 4b = 0.

L’équation (1) a une seule solution réelle et double g. On sait alors que la suite (¢"), .y Vérifie la
récurrence. On remarque de plus que la suite (n ¢"),, .y Vvérifie aussi la récurrence. On montre par le
choix de ug et de u; que toute suite qui vérifie la récurrence s’écrit sous la forme w,, = ¢" (a+ n),

Uy — U
ol (a, B) € R? est parfaitement déterminé. Ici v = ug et 3 = 1 Yo

Mise en ceuvre : exercice 15, exercice 16, exercice 17.

Remarque : On reprendra dans le chapitre sur la diagonalisation (chapitre 5) les suites définies
par la récurrence uy o = aup41 + buy,.
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B Généralités sur les fonctions a variable réelle et a valeurs dans R

On note (bien que le programme officiel n’impose rien) F(I, R) I'ensemble des fonctions définies
sur I C R et a valeurs dans R. Une fonction de I dans R est donc un cas particulier d’application
de E dans F. Ici F et F sont des parties de R.
Graphe d’une fonction : on appelle graphe d’une fonction f de I dans R, le sous ensemble G de
R? défini par :

G= {IL' Y) GR2 xEI y=f(x )}
Le plan étant rapporté & un repere cartésien (O, 2 _7) on appelle courbe représentative de la
fonction f I’ensemble (T") des points M (z, y) du plan tels que z € I et y = f(z). On dit aussi que
I'équation cartésienne de la courbe (I') est y = f(x).
Structure de I'’ensemble F(I, R).
Soient f et g deux éléments de F(I, R) et a € R. La somme de f et g est définie par la fonction
f + g telle que :

Vael, (f+9)(x) = f(z)+g(x)
Le produit de f et g, noté fg (au lieu de f X g) est défini par :
voel, (f9)) = f(2)g(a)
Le produit de a € R et de f, noté af (au lieu de a.f) est défini par
vael, (af)(z) = af(x)

Si f € F(I, R), g € F(I, R), pour tout (a, 8) € R®,af + Bg € F(I, R).

Définition : f € F(I, R) est bornée sur I si et seulement si : 3A > 0,Vz €I, |f(x)] < A.

Exemple : = — |z|, 2 — |z], z — Inz, © — exp(x) = %, © — a® avec © > 0 et a € Q,
Inz

T+ a® = e*" (avec a > 0), z +— log, () = e (avec a > 0 et a # 1) sont des fonctions définies
na

sur R. Rappeler les propriétés de In(z), de exp(z), de z* et de a”.

Mise en ceuvre : exercice 18, exercice 19, exercice 20.

Proposition 1.14.— Tout produit et toute combinaison linéaire de fonctions bornées sur I est
une fonction bornée sur I.

Définition : Soit f € F(I, R).
— (i) f est majorée sur I si et seulement si
IMeR, Ve el, flx) <M
— (i1) f est minorée sur I si et seulement si

dmeR, Vzel, m< f(x)
Il est clair que f est bornée sur [ si et seulement si f est majorée et minorée.

Composition des fonctions. Soit f une fonction définie sur I et g définie sur f(I), la fonction
composée go f est la fonction 2 — g(f(z)). On retrouve les propriétés de la composition des
applications. La composition est dite associative, c’est-a-dire que si f, g, h sont trois fonctions a
valeurs dans R définies sur les domaines adéquats, (hog)o f =ho(go f).

On rappelle que la composition n’est pas commutative, c’est-a-dire qu’en général, fog # go f.

Exemple : Calculer fog et go f pour f:x+ /T et g : x +— 2. Conclure.
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Définition : Soit f € F(I, R), on dit que f admet un maximun relatif (resp. un minimum relatif)
en xg € I sl existe a > 0 tel que
Veel, (Jx —xo] <a = f(x) < f(zo))
(resp. Vo €1, (lz —xo| <o = f(z) = f(20))

Définition : Soit f € F(I, R), on dit que f admet un maximun absolu (resp. un minimum absolu)
en xo € I si et seulement si :
Vz e Ia f(.’L’) < f(l'o)
(resp. ¥z € I, f(z) > f(w0)

On appelle extremum de f tout maximum ou tout minimum de f.

Définition : Soit f une fonction de I dans R.
— (i) f est croissante sur I si et seulement si
V(z,2') € I? (z<a’ = f(x) < f(z))
— (i1) f est décroissante sur I si et seulement si
V(z,2)eI? (x <2’ = f(z)= f(2'))
— (iii) f est strictement croissante sur I si et seulement si
V(z,2)eI? (x <2’ = f(z)< f(z'))
— (iv) f est strictement décroissante sur I si et seulement si
V(z,2")eI? (x<a = f(z)> f(2'))
Une application de F(I, R) est monotone (resp. strictement monotone) sur [ si et seulement si
elle est soit croissante sur I, soit décroissante sur I (resp. soit strictement croissante sur I, soit
strictement décroissante sur ).

Exemple : Montrer que z + 322 + 2021 est strictement croissante sur I = [0, 4+-o0].

Définition : Une fonction f est paire sur I si et seulement :

rels —zeletVrel, f(z) = f(—x).

Interprétation géométrique. En supposant étre dans le plan rapporté a (O,f, j), la courbe (T),
représentative de f, admet Oy comme axe de symétrique et pour étudier f, il suffit de 'envisager
sur E=1N[0, +o0l.

Définition : Une fonction f est impaire sur I si et seulement :
zxele —zeleVeel, f(z) =—f(—x).

Interprétation géométrique. Ici la courbe (T") admet lorigine O comme centre de symétrie et pour
étudier f, il suffit de Penvisager encore sur E = I N[0, +o0].

Définition : Une fonction [ est périodique sur I s’il existe un nombre T strictement positif tel
quellon ait (1):zeleac+TeletVrel, f(x+T)= f(x).

Le plus petit réel T qui vérifie (1) est appelé période de la fonction f. On dit aussi que [ est
T-périodique.

Interprétation géométrique. Pour étudier une fonction f de période 7, il suffit de ’envisager sur
E=1InNn[a,a+T] avec a« € R. Si (C) est la courbe représentative de la restriction de f & F,
la courbe (T') représentative de f s’obtient en complétant (C) par les arcs de courbes qui s’en
déduisent par les translations de vecteur kV avec k € Z* et V(T 0).

Application : tracer sin, cos et tan sur une période.
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B Formulaire de trigonométrie

Exercice Commencer par faire un tableau donnant les valeurs de sin @, de cosf et tan 6 pour
0 € {0, n/6, w/4, w/3, w/2, 27/3, 37 /4, 7, 37/2, 27}.

Proposition 1.15.— Formules d’égalités —.
u=uv+2km u=v+2km
COS U = COSV & o sinu = sinv &< ou tanu = tanv & —|vtkm
o u=—v-+2km’ o u=m—v+2kn’ - keZ
kel kel
. . . . T . (T
Dans le cas ot cosu = sinw, on peut utiliser sinv = cos (— - v) ou cosv = sin (5 - v).
Proposition 1.16.— Formules d’addition et de duplication —.
m cos(a+b) = cosacosb—sinasinb m cos2a = cos’a—sin’a
m sin(a+b) = sinacosb+cosasinb m sin2a = 2sinacosa
tana + tand 2tana
= tan(a+b) 1 —tanatanbd " ansa 1 —tan%a
Proposition 1.17.— Produits en somme (linéarisation) —.
m cosacosb = 3[cos(a+b)+ cos(a—Db)]
m sinasinb = 1i[cos(a—b)— cos(a+b)]
m sinacosb = i[sin(a+b)+sin(a —b)]
. . 2 1 -2 1
En particulier, lorsque a = b : cos“a = 3 [1 + cos Qa], sin“a = 3 [1 — cos Qa].
Proposition 1.18.— Transformations de sommes en produits
m Ccosp+cosq = QCosp_q cosm m sinp+sing = 2cosp_qsinw
_ . P—q . pH+q . . _ .. b—q prgq
m cosp—cosq = —2sin sin=——= ® sinp—sing = 2sin cos ——

Mise en ceuvre : exercice 21, exercice 22, exercice 23.
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Remarque : Pour tout (a,b) € R?, avec |a| 4 [b] # 0, acost + bsint s’écrit :

cost +

a b
S — ——_sint]),
1/0124,172 1/0J24,b2 ln)

et si on pose cos ¢ = sing = ce qui est toujours possible, on a :

a b
VaZ + 2’ VaZ + b2’
acost+ bsint = Acos(t — ¢), avec A =+va? + b2

A est appelé 'amplitude et ¢ est la phase.

Mise en ceuvre : exercice 24.

B Etude locale et limite d’une fonction en un point

Vocabulaire : une propriété portant sur une fonction f définie sur I est vraie au voisinage de a
signifie que cette propriété est vraie pour tout élément situé sur I'intersection de I avec un intervalle
ouvert centré en a si a € R ou avec un intervalle de la forme [A, +00[ si a = +00 ou enfin avec un
intervalle de la forme | — 0o, 4] si a = —c0.

Définition : Etant donnés des réels a et l, on dit que f admet | pour limite en a si pour tout réel
€ >0, il existe § > 0 tel que Uon ait Uimplication :

Veel, (Jx—al <6 = |f(x) =1 <e).
Le nombre | est alors unique et on le note lim f(x).
Tr—a

Mise en ceuvre : exercice 25.

Si f admet [ pour limite en a, on dit que f tend vers [ quand = tend vers a.

Limite a gauche, limite a droite. Elles sont définies en a par restriction de f & IN] — oo, a| pour
la limite & gauche en a et par restriction de f & IN]a, +oo| pour la limite & droite en a. Par
conséquent, dans le cas ol f admet [ pour limite en a & gauche, on peut écrire :

Ve>0,30>0,Veel, O<a—zxz<d6 = |f(z)—1<e).
et dans le cas ou f admet [ pour limite en a a droite, on peut écrire :
Ve>0,30>0,Veel, O<z—a<d = |f(z)—1<e).

On note alors respectivement lim f(x) =let lim f(z) =1
z—a~ z—at

Définition : limite finie d’une fonction en I'infini. Etant donné un réel l, on dit que f admet |
pour limite quand x tend vers 400 (respectivement —oo) si pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que :

Veel, (x> A(resp. x < —A)) = |f(x) =1 <e
On note mEToo flx)=1ou mll)lzloo flx)=1.

Définition : limite infinie d’une fonction en un point fini. Etant donné un réel a, on dit que f
tend vers +oo (respectivement —oo) quand x tend vers a si pour tout A > 0, il existe § > 0 tel

que :Yx €I, (|[xr—a| <d = f(xr)>A (resp f(x) < —A)).
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Définition : limite infinie d’une fonction en l'infini.
» On dit que | tend vers +oo (resp. vers —oo) quand x tend vers +0o si pour tout A > 0, il
existe B> 0 tel que : Yoz €I, (x > B = f(x) > A (resp. f(x) < —A)).
» On dit que f tend vers 400 (resp. vers —oo) quand x tend vers —oo si pour tout A > 0, il
existe B> 0 tel que : Ve €I, (x < —B= f(z) > A (resp. f(z) < —A)).
On note ngoo f(z) = +oo dans le premier cas et lll)r}raoo f(z) = —oo dans le second.

Proposition 1.19.— Soient a € R et [ € R, on a les équivalences :
lim f(z)=1 < lgn (f(x)—=1)=0 & ]lin%(f(aJrh)) =1.
T—ra —

Tr—a

Dans la définition de la limite finie, on a parlé de < I'unique réel [ tel que > et nous allons justifier
maintenant cette unicité.

Proposition 1.20.— Unicité de la limite —. Si f admet une limite finie dans un voisinage de a,
cette limite est unique.

Proposition 1.21.— Toute fonction admettant une limite finie en un point est bornée dans un
voisinage de ce point.

Proposition 1.22.— Théoreme d’encadrement —.
» Soit f et g deux fonctions admettant deux limites finies [ et I’ en un point, si f < g au
voisinage de ce point, on a I'inégalité [ < I'.
» Soient f, g et h trois fonctions telles que f < g < h au voisinage d’un point en lequel les
limites de f et de h sont égales a [. La limite en ce point de g existe et vaut [.

Mise en ceuvre : exercice 26.

Proposition 1.23.— Limite d’une fonction composée —. Soient f une fonction définie sur I et
g une fonction définie sur J tel que f(I) C J, si f tend vers [ quand z tend vers a(fini ou non) et
si g tend vers m quand z tend vers [, alors go f tend vers m quand z tend vers a.

» Toute combinaison linéaire de fonctions de F(I, R) admettant une limite finie en a, est une
fonction de F(I, R) admettant une limite finie en a. Si f et g sont définies sur I et tendant
respectivement vers [ et m quand z tend vers a alors pour tout (a, 3) € R%,af + B¢ tend vers
al + fm quand x tend vers a.

» Tout produit de fonctions de F(I, R) admettant une limite finie en a, est une fonction de
F(I, R) admettant une limite finie en a. Si f et g sont définies sur I et tendant respectivement
vers [ et m quand x tend vers a alors fg tend vers Im quand x tend vers a.

» Soient f et g deux fonctions définies sur I tendant repectivement vers [ et m # 0 quand x tend

l
vers a. La fonction = tend vers — quand x tend vers a.
m

g
Cas des limites infinies. Les quantités a et [ étants finis ou non, nous avons les implications :
lim f(z) =4oc et lim g(x) =1 = lim (f(z) + g(x)) = +o0.
r—a r—a r—a
lim f(z) =4oc et lim g(x) =1>0= lim f(z)g(x) = +o0.
r—a r—a r—a

(Si { est infini, I > 0 correspond & [ = +00.)

lim f(z) = 4oc et lim g(x) =1= lim LAV
z—a T—a .
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B Continuité en un point

Définition : On dit que lapplication f est continue en a si et seulement si [ est définie en a et

si lim f(z) = f(a).

Définition : Soit a € I et f définie sur I.
» Lapplication f est continue & droite au point a si et seulement si f admet f(a) pour limite
a droite au point a.
» L’application f est continue ¢ gauche au point a si et seulement si f admet f(a) pour
limite a gauche au point a.

f est dite discontinue en a si f n’est pas continue en a.

Proposition 1.24.— f est continue en a si et seulement si pour tout (u,) € RN convergente vers
a alors (f(uy)) converge vers f(a).

On utilise souvent la contraposée de ce résultat pour montrer la non continuité en un point.

Prolongement par continuité
Soit a € I et f définie sur I'\{a}, admettant une limite finie [ en a, on appelle prolongement de f par

fla) . wel\{a}

continuité au point a I’application g définiesur I par: g: I - R, z — { I R

Mise en ceuvre : exercice 27.

On peut transporter les opérations sur les limites finies en un point finie dans le cadre de la
continuité en un point.

» Si f et g sont continues en a alors pour tout (, 3) € R?, af + Bg, fg et f (si g ne s’annule
g
pas dans un voisinage de a) sont continues en a.

Application : cas des suites u,+1 = f(u,), oi f est continue et croissante sur [ stable par f

On remarque déja que si (uy,) est une suite convergente de limite 7, la suite (f(u,)) est convergente
de limite f(I) et par conséquent si la suite (u,,) vérifie la récurrence u,+1 = f(u,), nécessairement
I = f(I). On admet donc et on utilisera ce résultat.

Remarque. On a U'implication : {z € R, f(z) = z} est vide = (u,) est divergente dans R.

Supposons maintenant f définie sur I intervalle réel stable c’est-a-dire que f(I) C I.
De plus, on suppose ug € I et Vn >0, upy1 = f(u,). On énonce :

Théoréme : Si f est croissante sur I alors (uy,,) est croissante si u; > ug, (uy,) est décroissante
si ug < ug, (un) est constante si ug = u1.

Bilan : dans la pratique, on étudie f en décomposant par intervalles stables. On considere I stable
sur lequel f est croissante puis on détermine un minorant ou un majorant de (u,,) qui est en général
une solution de f(x) = .

Exemple Etudier la convergence de (uy) définie par : ¥n € N*, u, = In(u,—1 + 3) d’abord avec
ug = 0 puis avec ug = 5. On pourra commencer par dessiner x — In(z + 3).

Remarque : Que se passe t-il si f est décroissante? Dabord il faut que vous soyez guidé par
I’énoncé et 1'idée est de prendre les suites définies pour tout n € N par v, = ug, et w, = ugpt1.
En effet,v,11 = uony2 = (fof)(vn) et fof est croissante et on peut y appliquer le théoréme
précédent.
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B Domination, négligeabilité et équivalences de fonctions en un point

Définition : Domination au voisinage d’un point. Etant donnés un point a (appartenant a I ou
a Uextremité de I) et une fonction ¢ a valeurs réelles et ne s’annulant pas sur I privé de a, on dit
que f définie sur I et a valeurs réelles est dominée par ¢ dans un voisinage de a si, et seulement

si, le rapport = est borné au voisinage de a. On note alors f = O(p).

¥
Définition : Etant donnés un point a (appartenant & I ou & Uextremité de I) et une fonction ¢
valeurs réelles et ne s’annulant pas sur I privé de a, on dit que f définie sur I et a valeurs réelles

est négligeable devant ¢ dans un voisinage de a si et seulement si : lim 1 (@) =
z—a p(x)

On note alors f = o(p).

Définition : Soient deux fonctions f et g définies sur I a valeurs réelles et me s’annulant pas

x
sur I'\ {a}. On dit que f est équivalente d g au voisinage de a si, et seulement si, lim % =1.
z—a g(x
On note alors f ~ g.
Proposition 1.26.— Rappels des équivalents classiques en z = 0
2 2

In(1+x) ~ z, exp(x)flrv?, (1+2)* ~14 azx, sinx ~ z, lfcoszw%, tanx ~ x

Mise en ceuvre : exercice 28.

Bl Continuité sur un intervalle 1

Définition : [ est continue sur I si et seulement si f est continue en tout point de I (le cas
échéant continue a droite ou d gauche auz extrémités de l'intervalle).

L’ensemble des applications continues sur I se note C°(I, R).
Il résulte de ce qui précede les opérations qui conservent la continuité sur un intervalle.

» Toute combinaison linéaire d’applications continues sur I est une application continue sur I.

» Tout produit d’application continue sur I est une application continue sur I.

. . 1 .
» Si f est continue sur [ et ne s’annule pas sur I alors — est continue sur I.

f
» Soient I et J deux intervalles, f: I — J, g:J — R. Si f et g sont continues respectivement
sur I et J, go f est continue sur I.
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Proposition 1.27.— Théoreéme des valeurs intermédiaires —. Soit f continue sur un intervalle
I, on suppose que a et b sont deux points de I tels que f(a)f(b) < 0. Alors il existe ¢ € [a, b] tel

que f(c) =0.

Corollaire 1.28.— Autre forme du théoréme des valeurs intermédiaires —. Soit f continue sur
[a, b]. Toute valeur comprise entre f(a) et f(b) est atteinte par la fonction f en un point de [a, b].

Mise en ceuvre : exercice 29.

Corollaire 1.29.— I’image d’un intervalle par une application continue est un intervalle.
Corollaire 1.30.— Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
Proposition 1.31.— Fonction réciproque et continuité —. Soit f : [ — R, définie, continue

et strictement monotone sur I alors 'application f est bijective et sa fonction réciproque f~! est
définie, continue et strictement monotone (de méme sens de monotonie) sur f(I).

1
Warnung : ne pas confondre f~! fonction réciproque de f et ?, fonction inverse de f.

Interprétation géométrique : on peut tracer le graphe d’une fonction réciproque f~! en effectuant
la symétrie orthogonale par rapport a y = = du graphe de f.

Application : les fonctions inverses des fonctions trigonométriques

C . . ™ T . L. . P . .
» La restriction de sin a [f—, 5 admet une fonction réciproque arcsin définie, continue et stric-

tement croissante sur [—1, 1]. Dessiner la portion de sin pertinente et arcsin sur le méme dessin.
» La restriction de cos & [0, 7] admet une fonction réciproque arccos définie, continue et stricte-
ment décroissante sur [—1, 1]. Dessiner la portion de cos pertinente et arccos sur le méme dessin.

» La restriction de tan a }——, 5 admet une fonction réciproque arctan définie, continue et

strictement croissante sur R. Dessiner la portion de tan pertinente et arctan sur le méme dessin.

Proposition 1.32.— Pour tout = € [—1, 1], sin(arcsinz) = x et cos(arccosz) = x.
T
Pour tout = € [—5, 5} , arcsin(sinz) = z et pour tout z € [0, 7], arccos(cos z) = .
T
Pour tout z € R, tan(arctan ) = x et pour tout & € } ~5 3 [, arctan(tan z) = x.

Mise en ceuvre : exercice 30, exercice 31, exercice 32.

B Dérivabilité en un point d’une fonction réelle

Dans tout ce paragraphe, f désigne une fonction définie dans un voisinage de a € R et a valeurs
dans R.

Définition : On dit que f est dérivable en a lorsque le rapport , défini pour x # a,

fz) = f(a)

admet une limite finie quand z tend vers a.
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Lorsque cette limite existe, on 'appelle nombre dérivé de f en a. On le note f/(a) (parfois

aussi D(f)(a)). On remarque que : }1L1_>H10 w = f'(a).

sin x P .
Exemple : Montrer que = 1 en remarquant que la dérivée de sinx en tout = est cosz.

Mise en ceuvre : exercice 33.

Proposition 1.33.— f est dérivable en a si et seulement s’il existe une application e définie dans
un voisinage de a et un réel « vérifiant pour tout x dans un voisinage de a,

lim e(x) =0 et f(z) = f(a) + (v — a)(a + €(z))

Tr—a

Dans le cas ol cette égalité existe, o = f'(a).

Ainsi, f est dérivable en a si, et seulement si, f possede un développement limité a l'ordre 1 au
voisinage de a.

Corollaire 1.34.— Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Interprétation géométrique. Si f est dérivable en a, la tangente a la courbe représentative de f
dans un voisinage de a a pour équation : y — f(a) = f'(a)(x — a).

Exemple : Ecrire une équation de la tangente a  +— e” en x = 0.

f(z) = fla)
x—a
définie dans un voisinage de a privé de {a} admet une limite finie a droite (resp. a gauche) en a.
Interprétation géométrique. Si f est dérivable & droite (resp. & gauche) en a, la courbe représentative
de f posséde en a une demi-tangente & droite (resp. & gauche).

On a un résultat similaire & la continuité :

f est dérivable a droite (resp. a gauche) en a si et seulement si Uapplication x —

Proposition 1.35.— Soit f définie dans un voisinage de a alors f est dérivable en a si et seulement
si f est simultanément dérivable & droite et a gauche en a et si I'on a fj(a) = f;(a).

Opérations et dérivabilité en un point.
Soit f et g deux fonctions dérivables en a, on a alors :

» f -+ g est dérivable en a et ‘ (f+9)(a) = f'(a)+ ¢ (a). ‘
fg est dérivable en a et ‘ (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a). ‘

» Pour tout A € R, \f est dérivable en a et ‘ (Af) (a) = Af'(a). ‘

v

» Si f(a) #0, alors % est dérivable en a et (l) (a) = — (;EE;;%?

v

Si g(a) # 0, alors f est dérivable en a et
)
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» Si f est une fonction dérivable en a et g une fonction dérivable en f(a) alors g o f est
dérivable en a et ‘ (go f)(a) = f'(a)g' (f(a)). ‘

Proposition 1.36.— Si u est une fonction dérivable en tout point z,

(6“(””)' = u/(2)e"®), (cos(u(z))) = —u/(z)sin(u(@)), (sin(u(x))) = u'(z) cos(u(x))

Bl Dérivée sur un intervalle

Dans toute cette partie, I désigne un intervalle de R et les fonctions sont & valeurs dans R.

Définition : On dit que f est dérivable sur I si, et seulement si, f est dérivable en tout point de
1. Si f est dérivable sur I alors la fonction I — R, z +— f'(x), ot f'(x) est le nombre dérivé de f

en x, est appelée fonction dérivée de [ sur I. Elle est notée f’ (ou encore d—)
x

Remarque : Attention dans le cas ou I est un intervalle au moins fermé d’un co6té. Prenons le cas
ou, par exemple I = [a,+0o0[, alors pour que f soit dérivable sur I, il faut en particulier que f
soit dérivable en a ce qui impliquera de démontrer seulement la dérivabilité a droite en a car un
voisinage de a sera de la forme [a,a + B[, avec 8 > 0.

Proposition 1.37.— Soit f et g deux fonctions dérivables sur I, alors toutes les formules de
dérivation des fonctions f + g, fg, Af avec A € R et f/g dans le cas ou g ne s’annule pas sur I,
données plus haut pour le point a € R sont valables pour tout z € I.

Si f est une fonction dérivable sur I et g une fonction dérivable sur f(I) alors g o f est dérivable

sur [ et (go f) = f' x(g'of).

Proposition 1.38.— Soit f une fonction dérivable sur I et admettant un extremum en a € I.
Alors : f'(a) = 0.

Remarque : La réciproque de la proposition précédente est fausse. La dérivée peut s’annuler en
un point sans qu’il y ait obligatoirement un extremum en ce point.

Proposition 1.39.— Soit f une fonction strictement monotone de I sur J = f(I) et dérivable sur

I. Si f' ne s’annule pas sur I alors f~! est dérivable sur J et on a 1’égalité : (f_l)l

Ty

On peut en déduire les formules suivantes.
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Proposition 1.40.— Formules classiques

e La fonction Arcsin est dérivable sur | — 1,1[ et pour tout z €] — 1,1[, (arcsinz)’ = \/1%—352
2.q 1

e La fonction arccos est dérivable sur | — 1, 1] et pour tout z €] — 1, 1], (Arccosz)’ = gt

e La fonction arctan est dérivable sur R et pour tout = € R, (arctanz)’ = 1 Jr1z2'

e Pour tout z € [—1,1], Arcsinx + Arccosz = g

e Pour tout x € R*, Arctanz + Arctani = eg avece=1siz>0ete=—1siz<O0.

Remarque : Si f’(a) = 0 alors f~! n’est pas dérivable en f(a) et la courbe représentative de f~!
admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse a.

Mise en ceuvre : exercice 34.

Théoreme 1.41.— Théoreme de Rolle—. Soit f une fonction continue sur [a, ], dérivable sur
Ja, b et telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que : f'(¢) = 0.

Sous les hypotheses du théoreme de Rolle, on peut affirmer que la fonction f admet au moins une
tangente horizontale dans U'intervalle ]a, b].

Théoreme 1.42.— Théoreme des accroissements finis —. Soit f une fonction continue sur [a, b]
—f(b
et dérivable sur |a, b[. Alors il existe ¢ € |a, b] tel que : f/(c) = Léc().
o=
Corollaire 1.43.— Inégalité des accroissements finis—. Soit f une fonction continue sur [a, b] et

dérivable sur ]a, b[. On suppose que f’ est bornée sur |a, b c’est-a-dire qu’il existe deux réels m et
M tels que pour tout x € Ja,b[, on am < f'(z) < M. Alors : m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

Il découle de I'inégalité des accroissements finis que si f est dérivable sur un intervalle I et s’il
existe M € R4 tel que pour tout ¢t € I,|f'(t)| < M alors :

[V(z,) € I2,|f(x) - f(y)] < M|z —y|.

Mise en ceuvre : exercice 35, exercice 36, exercice 37.

Corollaire 1.44.— Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a,b[. On a les équivalences :
» f est constante sur [a,b] < f' =0 sur |a, b[.
» f est croissante sur [a,b] < f' > 0 sur ]a, b[.
» [ est décroissante sur [a,b] < f' <0 sur |a,b.

Définition : Soit f définie sur I, on dit que f est de classe €' sur I si f est dérivable sur I et si
f' est continue sur I.

Mise en ceuvre : exercice 38.
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Définition : p étant un entier supérieur ou égal a 2, soit f définie sur I, on dit que f est p fois
dérivable sur I si et seulement si f' est (p—1) fois dérivable sur I et donc si la dérivée (p—1)°mede
f est dérivable sur I. On note f®) cette dérivée p*™de f.

On a: f®) = [f(p’l)]l et par convention f© = f.

On dit que f est de classe €7 sur I lorsque f est p fois dérivable sur I et f®) est continue sur I.
On dit que f est de classe € sur I lorsque pour tout k € N*, f est de classe €% sur I.

Remarque : Ne pas confondre I'ensemble ¢! (I,R) des fonctions dont la dérivée premiere est
continue sur I et l'ensemble €(I, R) des fonctions seulement continues sur I.

On peut remarquer, par ailleurs que si f et g sont n fois dérivables sur I et A\ est un réel alors f+g
et Af sont n fois dérivables sur I et : (f + g)™ = (") 4+ g (Af)W) = N f(),

De méme, si f est n fois dérivable sur I et si g est n fois dérivable sur f(I) alors g o f est n fois
dérivable sur I.

Pour le produit de deux fonctions, on a une formule intéressante : la formule de Leibniz.

Proposition 1.45.— Formule de Gottfried Leibniz —. Soit n un entier et soit f et g deux
fonctions de classe €™ sur I. Alors le produit fg est de classe €™ sur I et on a I’égalité :

(Fg)t = Z (Z)f(’“)g(""“)-

k=0

Mise en ceuvre : exercice 39.

B Développements limités d’une fonction au voisinage d’un point

Définition : Sin € N, a € I, on dit que f, définie sur I ou éventuellement I privé de a, admet un
développement limité a I'ordre n au voisinage de a si et seulement s’il existe un polynome P de
degré inférieur ou égal an tel que : f(x)— P(x—a) = o4((x —a)™) dans un voisinage de a. On note
souvent DL, (a) ce développement limité, méme si rien < d’officiel > n’est écrit au programme de
la classe de TSI

Plus précisément en décomposant P, f admet un développement limité a l’ordre n au voisinage de
a si et seulement s’il existe (ag, ..., ap) € R™™,

n

fl2) =) ar(z —a)* + oa((z — a)").
k=0

Le polynéme P(x — a) s’appelle partie réguliere du développement limité de f & l'ordre n, la
différence f(x) — P(x — a) s’appelle reste du développement limité de f d ['ordre n.

Dans le cas ot a = 0, on écrit plus simplement que f admet un développement limité a 'ordre n
au voisinage de 0 si, et seulement s’il existe (ag, ..., an) € R™,

flx) = Z apz® + o(z™).
k=0

Cette derniere forme est trés importante dans la pratique. Allez voir le tableau plus loin.
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Proposition 1.46.— Opérations algébriques et développements limité —. Soit f et g deux
fonctions de I dans R admettant chacune un développement limité d’ordre n au voisinage de a € I
de parties régulieres respectives P, et Q,,, alors :
— Pour tout (A, u) € R, Af + ug admet un développement limité au voisinage de a & Pordre n|
de partie réguliere AP, + u@,, .
— La fonction fg admet un développement limité au voisinage de a a l'ordre n de partie
réguliere P, @, tronqué de tous les monomes de degré supérieur strictement a n .
— Dans le cas ou f(a) # 0, la fonction 1/f admet un développement limité & 1'ordre n au
voisinage de a.

Proposition 1.47.— Composition et développements limités —. Ici 0 € [ et soit f une fonction
de I dans R et g une fonction de J dans R telles que f(I) C J. On suppose de plus f(0) = 0
et que chacune de ces fonctions admette un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 de
parties régulieres respectives P, et Q,, alors g o f admet aussi un développement limité d’ordre
n au voisinage de 0 dont la partie réguliere est P, o @), tronqué de tous les monomes de degré
supérieur strictement a n.

Warning ! ne pas confondre P, @, produit de deux polynomes et P, o Q,,, composé de ces mémes
polynémes!

Proposition 1.48.— Intégration et développement limité —.
Soit f de I dans R, continue et admettant un développement limité d’ordre n au voisinage de 0

donné par : f(z) = Z apz® + o(z")..
k=0

Alors toute primitive F' de f sur I possede un développement limité d’ordre n + 1 au voisinage de
0 donné par :

ak
k+1

2" 4o (z"H) .

Fz)=F(0)+Y_
k=0

Proposition 1.49.— Dérivation et développement limité —. Ici n > 1, soit f de I dans R,
dérivable sur I et admettant un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 donné par la

formule : f(x) = Z apz® + o(z™).
k=0

Alors le développement limité de sa dérivée f’ d’ordre n — 1 au voisinage de 0, s’il existe est donné
par :

f/(l’) —_ ikakzkfl +o (xnfl) .
k=1
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Proposition 1.50.— Unicité d’un développement limité —. Si f admet un développement limité
a lordre n au voisinage de a, ce développement limité a une partie réguliere unique.

Supposons par exemple que f soit paire et admette un développement limité a ’ordre n au voisinage
de 0 que lon écrit f(x) = P(z) 4+ o(z™). On en déduit :

f(=z) = P(=x) + o((—=1)"z") = P(=x) + o(z").

L’unicité de la partie réguliere implique que pour tout z dans un voisinage de 0, P(x) = P(—x).

Corollaire 1.561.— Soit f une fonction admettant un développement limité au voisinage de 0, si
f est paire (resp. impaire), la partie réguliere de ce développement est un polynéme ne possédant
que des mondmes de degré pair (resp. de degré impair).

Nous avons vu le probleme de 'unicité d’un développement limité en un point, abordons maintenant
le probleme de 'existence de ce développement limité.

Théoréme-Définition 1.52.— Soit f de classe " sur un intervalle I, alors pour tout a € I,

n

Ve el, f(z) = Z %(xfa)kf(k)(a) + o4(x —a)™.

k=0

Cette formule porte le nom de formule de Taylor avec reste de Young.

On peut ’écrire aussi sous la forme :

n

Ve el fr) =3 o @~ a) P a) + (@ - a)ela),
k=0

ou € est une fonction définie dans un voisinage de a telle que lim e(x) = 0.
r—a
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Théoréme 1.53.— Développements limités au voisinage de 0 de fonctions usuelles —.

2 3 .Tk n

_ oz x n
exp(z) = +z+§+§+...+ﬁ+...+m+o(z)
1 2, .3 k
T—s = l+z+a*+2°+ ... +2"+ ...+ 2"+ o(z")
2 gl . a2 2 omit
cos(z) = 1-— TR (-1) k) + ..+ (-1) ) + o(x*" )
R 22k 22+l
i = z——+ = — .+ (=1 o (= 2n+2
sinw) = wogrt g et U gy T T Y gy o)
2 a3 ol "
In(1 = T+ — L+ ()M () "
n(l+x) rTo Ty +(-1) e +(-1) n—i—o(x)
P - 22k 220+
t = [ 1)k 1\ 2n+2
arctan(x) z-3 + 3 +(-1) 2k’+1+ (-1) Sy o(x )
1, 2 . o 1 11 1, A
tan(z) = =+ 3% + e + o(z°), tan() =. 3% E° + o(z*)
_ 1 1 2 1 3 (71)”*1(2”/72)] n n
1+2 = 1+§zf§z +1—63: +...+ 22"_1(71—1)!11!33 + o(z™)
1 1 3, 5 4 (—1)"(2n)!
= l-—zco+ca”—— et " n
T+ 2" TR It T T o)
-1 —1...(ax— 1
(1+z)* = 1+ax+%x2+...+a(a ) 7£|a nt )z"Jro(z"), a€eR

Mise en ceuvre : exercice 40, exercice 41, exercice 42, exercice 43.
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Méthodes

B Autour de la formule de Taylor-Young

A Méthode 1.1.— Comment établir le DL, (a) d’une fonction f en utilisant la
formule de Taylor-Young

m  En calculant les valeurs f*)(a) pour k variant de 0 & n.
m  Puis en écrivant ’égalité de Taylor-Young a l'ordre n en a.

Exemple : Déterminer le DL9(0) de u : x +— arctan(l + ).

On calcule X ) )
’ o ” _ T +
u(z>72+2m+m2’u(z>i (24 22 + 22)?
1 2 1
et donc u(0) = %, W' (0) = 5, u"(0) = o=

Il reste a appliquer la formule de Taylor-Young a ’ordre 2 :

2 2

u”(0) + o(x?) = arctan(l +z) = % +Z_ %

+ o(z?)

N8

u(z) = u(0) + %u’(()) + %

Remarque : pour exprimer un développement limité, on utilise volontiers la formule de Taylor-
Young dans les cas suivants :

» lordre est petit (1 ou 2);

» la fonction n’est pas issue directement par opérations usuelles de fonctions dont les développements
limités sont connus;

» dans des exercices théoriques ou f n’est pas donnée explicitement a part quelques données
du genre parité par exemple.

(d Méthode 1.2.— Comment déterminer les dérivées successives d’une fonction
f en un point ¢ a I'aide de la formule de Taylor-Young
m  On dispose du développement limité de la fonction f & 'ordre n au voisinage de

a.
»  On identifie pour tout k de 0 & n les quantités %) (a)/k! et ay, qui est le coefficient
devant (x — a)* dans le développement limité de f.

B Détermination et utilisation d’'un développement limité

Dans toute cette partie, f et g désignent des fonctions de classe €°° sur un voisinage de 0 et
pour tout n € N, on note respectivement P, et @, leurs parties régulieres d’ordre n dans les
développements limités de ces fonctions au voisinage de 0. On pose :

vy =min{n € N, P, # 0} et v, = min{n € N, Q,, # 0}.
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Ainsi si n > vy, f(x) = ay, 2% 4 ...+ 02" +0(z") et sin > vy, g(x) = by, 2" + ... + by 4 o(a™).

U Méthode 1.3.— Comment calculer le DL, (0) d’une fonction h qui peut s’écrire
sous forme d’une combinaison linéaire du type h = of + B¢, ol (a, ) € R?
On peut successivement :
[1] déterminer les développements limités & I'ordre n au voisinage de 0 de f et de g;
si la partie réguliere de f est P, et celle de g est @, alors la partie réguliere du
développement limité de h est aP, + 8Qy.

U Meéthode 1.4.— Comment calculer le DL, (0) d’une fonction qui s’écrit sous la
forme d’un produit de deux fonctions fg
11 suffit de :
[1] calculer le développement limité de f & I'ordre n — vg;
calculer le développement limité de g a I'ordre n — vy ;
faire le produit des deux développements limités et garder les termes de degré au plus n.
On peut étendre a un produit supérieur la méthode.

Exemple : Calculons le DLg(0) de x + sin® z.

On commence par un développement limité de sin z, mais attention 'ordre 3 suffit. En effet, comme
la partie principale commence par un z, I’élévation a la puissance 6 donne au minimum des termes
en 2%, et un développement limité de sinz & Iordre 3 suffira donc. On écrit

23
sinx =x — o +o(x?) =
23 6 22 6
sin® z = (m ry + 0(1’3)) = a5 (1 r + 0(302)) =25 — 28 + o(2?)

Remarque : ceci est général, quand on doit faire un produit un peu lourd, seuls quelques termes
seront le plus souvent nécessaires. Cela donne espoir! Ici, on a eu un développement du type
(a+b)", il peut arriver d’avoir & développer (a + b+ ¢)™ pour certaines valeurs de n,

(@a+b+c)? =a?+b%+ ¢ + 2ab + 2ac + 2be
(a+b+c)® =a®+ b3+ 3 + 3a%b + 3ab® + 3ac® + 3a%c + 3bc? + 3b%c + 6abe

La encore, souvent, seuls deux ou trois termes sont utiles si on ne pousse pas trop le développement
limité.

U Méthode 1.5.— Comment déterminer le DL, (0) d’une fonction de type 1/ f(z)
[1] On détermine le développement limité de f & un ordre suffisamment élevé. On met en
facteur 1/zf. On remarque que 1/ f est le produit de 1/z%f et de 1/(1+ u), ot u est un
polynoéme en z tel que u(0) = 0. On fait alors un développement limité de 1/(1 + u) au
voisinage de 0, & un ordre suffisant. On fait le produit du dernier développement limité
avec 1/x%/.
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Exemple : Déterminer le DL3(0) de x — — .
sin(x)

1
On doit faire le DL5(0) de sin et un développement limité de u — T+ Ici vy = 1. On écrit :
u
1 1 1 x2 x?

e E X T u avec ici u = 5 + 120" La quantité v a une valuation de 2 et un DLy (0)

1
ffit
suffit pour oy

1
H—u = 1*U+’U42+0(’U42)
1 1 7
et donc cela donne, apres calculs : —— = — + AT o(z?).

sin x x 6 360

1
Remarque : pour déterminer le DL, (0) de i, on fait le produit du DL, (0) de 7 par le DL, (0)
g

de g en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a n.

Passons au cas de la composition de fonctions : soit f une fonction de I dans R et g une fonction

de J dans R telles que f(I) C J. On suppose de plus f(0) = 0.

) Méthode 1.6.— Comment déterminer le DL, (0) d’une fonction de type fog
[1] On peut calculer le DL, (0) de g et déterminer v,. Puis calculer la partie entiére e
de n/vy + 1 puis le développement limité d’ordre e au voisinage de 0 de f. Enfin faire
alors la composée de la partie réguliere du développement limité de f que ’on a obtenu
et celui de g et garder les termes de degré au plus n.

Exemple : Déterminer le DL7(0) de x — sin (1 — cosx).

Pour cela, on écrit

172

2 2

i

6

+ 7
+ 20 +o(z")

| 8

g(x) =1—cosx =

>~

3
et vy = 2. Ici la partie entiere de (ﬁ) +1lestdet f(x)=sinz=x— % + o(z*). Alors :
Ug

x? gzt 26 1 /22 2zt z8 3 -

Fo9@) = G557 5 (751t am) o)
x? ozt 26 26 7 x? ozt 728 7
= T T w3 5 e o)
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1 Méthode 1.7.— Comment calculer un développement limité un peu costaud
On doit :

se ramener en 0 si le développement limité demandé n’est pas en ce point;
décomposer le calcul en plusieurs étapes élémentaires;

attribuer a chacune des étapes un ordre de développement convenable;
remarquer dans chaque étape des moyens d’avoir les développements limités
voulus le plus rapidement possible, par exemple en utilisant une intégration,
une dérivation ou d’autres opérations usuelles sur des développements limités
génériques.

B Calcul de limites ou d’équivalents a I'aide des développements limités

On reprend les notations de la partie précédente et on se place ici dans le cas ou f et g s’annulent
en 0 et I'idée est d’étudier le quotient f/g.

( Méthode 1.8.— Comment calculer lim M
20 g(x)
On commence par déterminer vy et vy en effectuant un développement limité de f et de
g & un ordre suffisamment grand :
» sivf > vy, la limite cherchée est nulle;
» si vy =y, lalimite cherchée est le rapport a,, / by,;

» sivf <y, le quotient admet des limites infinies a gauche ou a droite de 0.

Remarque : si 'on demande lim 1(@)

en un point a ou f(a) = g(a) = 0, on peut se ramener au
r—a g([]:’)

cas précédent en posant X = x — a et de méme, si 'on demande lim en posant X = 1/x.
On peut étendre & des calculs de limites du type lim (g o f)(x), ol a est fini ou non. Souvent un
r—a

développement limité de f o g permet ici de lever la forme indéterminée 1°°.

 Méthode 1.9.— Comment trouver un équivalent de f/g en 0
— On commence par déterminer vy et vy en effectuant un développement limité de
f et de g a un ordre suffisamment grand.

a
— Un équivalent de f/g en 0 est alors : L gV
Vg

T oz
Exemple : Montrer que dans un voisinage de 0, arctan(l + z) — — ~ —.

4 2

On pose ici f(x) = arctan(l + z) — g et g(z) = g Dans la méthode 1.1, on a établi

arctan(l + z) = g + g + o(x)

1
Ainsi, f(z) = g +o(z) et gla) === g +o(x). Donc vy = vy, =1 et de plus a,, = b,, = 5

N8
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Le rapport f/g tend vers 1 quand z tend vers 0 et on a le résultat.

B Utilisation des développements limités pour I'étude des graphes de fonctions

) Méthode 1.10.— Comment connaitre une équation d’une tangente et la posi-
tion de la courbe par rapport a cette tangente en M ()

m  On peut déterminer un développement limité de f au voisinage de xg a un ordre
suffisamment élevé pour que la partie réguliére ait au moins un monéme de degré
supérieur ou égal a 2 non nul.

m  On conclut alors selon la parité du degré de ce mondme.

Exemple : Soit f : x — sin®xz,. Préciser la position relative de la courbe représentative et de la
tangente en son point d’abscisse 0.

On rappelle que le développement limité de f est au voisinage de 0, f(z) = 2% — 2% + o (ms) . La
partie réguliere du développement limité de f n’a pas de termes en x, cela signifie tout simplement
que la tangente est y = 0. Le premier terme qui suit celui en z (ici 0 x ) est 2°. Donc k = 6 est
pair, la courbe est localement au-dessus de sa tangente.

( Méthode 1.11.— Comment déterminer une asymptote oblique et la position
de la branche infinie par rapport a cette asymptote
On tente de déterminer un développement limité généralisé au voisinage de U'infini de
a 1
f(z) &un certain ordre k > 2 : f(x) = apr+a1+ % +0(——) avec aj # 0. La courbe
x x
admet alors la droite y = agx + a1 pour asymptote et la position de la branche infinie

par rapport a 'asymptote est donnée par le signe de

Ak
xk—1"
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Chapitre 2

Révision : nombres complexes
et polyndomes

29



H les incontournables

>

savoir manipuler les écritures algébrique et exponentielle des nombres complexes
» pour simplifier une expression complexe ;
» pour déterminer si un nombre complexe est réel.
utiliser les nombres complexes en trigonométrie,
» pour linéariser une expression trigonométrique;
» pour établir une formule trigonométrique.
savoir résoudre une équation polynomiale, notamment
iemes

» déterminer les racines n d’un nombre complexe.

» calculer les racines carrées d’'un nombre complexe, présenté sous forme algébrique ou
exponentielle ;

» résoudre les équations polynomiales de degré 2.

savoir résoudre quelques problemes géométriques dans le plan en passant dans C et notam-
ment

» savoir traduire I'alignement et ’orthogonalité au moyen d’affixes;

» savoir reconnaitre et utiliser les transformations z — z 4+ b;

» savoir reconnaitre et utiliser les transformations z — €%z

» savoir reconnaitre et utiliser les transformations z — kz, ou k € R.
Faire une division euclidienne sur deux polynémes de degrés pas trop élevés.
Décomposer en facteurs irréductibles dans C[X].

Décomposer en facteurs irréductibles dans R[X] en utilisant les couples de racines conjuguées.

B et plus si affinités

Résoudre des équations algébriques de degré supérieur a 2, en se ramenant a une équation
plus simple.

Résoudre des équations du type a cost+bsint = ¢, en passant dans C ou par transformation.
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Résumé de cours

Ce chapitre est une révision du programme de premiére année T'SI1 sur les nombres
complexes, les bases essentielles de trigonométrie et les polynémes. Ces notions sont
utiles et reviennent constamment en algébre et en analyse au cours de l’année de
TSI2. Je vous conseille de revenir de temps en temps revoir les techniques et les no-
tions développées ici et cela tout le long de l’année, quand vous en sentirez le besoin !
E adesso avanti!

B Notation algébrique des nombres complexes

Présentation de C

Définition : On appelle nombre complexe toute quantité de la forme a+ ib, ot (a,b) € R? et ou
i est un nombre complexe tel que i° = —1.
a est la partie réelle de z et b est la partie imaginaire et on note a = Re (z) et b =Tm (z).

Vocabulaire : Si la partie réelle de z est nulle, on dit que z est imaginaire pur.

Théoréeme 2.1.— Unicité de I'écriture d’'un nombre complexe en notation algébrique —.
Pour tout couple (z,z') € C* de nombres complexes,

Rez = Rers

/
Zz =z <
{sz = Jmz

On note C* I’ensemble des nombres complexes non nuls.

Conjugué et module d’un nombre complexe
Définition : Le conjugué du nombre compleze z = a + ib, ot (a,b) € R? est z = a — ib.

Le conjugué vérifie les différentes propriétés suivantes.

Proposition 2.2.— Soit (z,z’) € C* un couple de nombres complexes. Alors :

m o z+2=z24+7; m Z=2z; m Re(z)=12(2+2);
m osiz #0,2/2=2/7; m 2.2 =z7; m Jm(z) = 5(z—2)
Corollaire 2.3.— Caractérisation des nombres réels, imaginaires purs —. Soit z € C un nombre

complexe. Alors :

m zestréel & Im(z) =0«

Z2=2Z;
m 2 est imaginaire pur < Re (z) = z

)
0 2z=—=Z.

Définition : Le module du nombre compleze z = a + ib, ot (a,b) € R? est le réel positif ou nul
défini par |z| = V2Z = Va? + b2.

Remarque : soit z € C, on a 'encadrement max{|FRe z|, |Tm z|} < |z| < |Re z| + |Tm z|.
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Proposition 2.4.— Propriétés du module —. Pour tout couple (z, z’) de nombres complexes,
w22 =2 2] 5 w2/ =lzl/12'] 5
w2+ 2 <z 412 n -] > |l2] - ]2

Remarque : |z + 2’| = |z| + |z|" si et seulement §’il existe un réel A > 0 tel que 2z’ = Az.

Mise en ceuvre : exercice 01, exercice 02, exercice 03.
Le plan complexe & est le plan muni d’un repére orthonormal direct R = (O, 7, J). A tout nombre

complexe z = x + iy, ou (x, y) € R?, on associe le point M de 2 tel que OM = 27+ yJ. On dit
que M est I'image du complexe z et que z est 'affixe du point M. On peut associer aussi & z
le vecteur 4 = 7+ y7. On dit que z est I'affixe du vecteur «.

Si A(a) et B(b), le module |b — a| correspond & la distance AB.

Ainsi, AB a pour affixe b — a et H/@H =1b—al.

B Ensemble U des nombres complexes de module 1

Définition : Soit # € R, on appelle exponentielle imaginaire d’angle 0, et on note e le
compleze €% = cos(6) + isin(f).

Proposition 2.5.— Représentation des nombres complexes de module 1 —. Pour tout nombre

complexe z € U, il existe § € R, unique & 27-pres, tel que z = .

Théoreme 2.6.— Regles de calcul pour I'exponentielle imaginaire —. Soit (6,6) € R?, alors :
m V=1 m e 0 =1/ =¢if
. / . Y4 . ’ . At
- ez(0+9) — i « 619 : - 61(979) — 619/619 )

Formules d’Euler et Moivre

Théoreme 2.7.— Pour tout réel 6 € R et tout entier relatif n € Z,

0 | —if 0 _ —if
m  Euler : cos(d) = % et sin(f) = eT ;
m  Moivre : (e)" = e soit (cos(6) +isin(f))" = cos(nd) + i sin(né).

Applications a la trigonométrie

Lemme 2.8.— Factorisation d’une somme d’exponentielles —. Soit (61, 62) € R?, alors

91 — 92) ;291402 91 — 92) ;21402
(& 2 (& 2 .

m e e — 9c0s ( m e e — 925gin (

On déduit de ces propriétés, les formules de trigonométrie rappelées dans le cours 01.
Mise en ceuvre : exercice 04, exercice 05.
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B Notation exponentielle des nombres complexes

Proposition 2.9.— Soit z € C* un nombre complexe non nul. Il existe un couple de réels (p, ) €
R’ x R tel que z = pe'? = p(cosf + isinf).
Cette écriture est appelée forme exponentielle ou trigonométrique de z.

Définition : Si z € C* s’écrit z = pe'?, alors nécessairement p = |z|. On appelle un argument

de z, et on note Arg(z) tout nombre réel tel que z = |z|e? A™9(2),

Interprétation : soit M l'image dans le plan complexe d’un complexe non nul z = pe. Alors
p = |z| est la longueur du vecteur OM et 6 est une mesure modulo 27 de l'angle orienté (7, OM).

Il n’y a donc pas unicité de ’écriture exponentielle.

Théoreme 2.10.— Défaut d’unicité de I’écriture en notation exponentielle —. Pour tout couple
/ * *
(2,2") € C* x C* de nombres complexes non nuls :

E Ed

Arg(z) = Arg(2') 2]

2 =7 {

Notation : dans l’énoncé ci-dessus, on a noté 61 = 05(27) la relation Ik € Z, O3 = 01 + 2 k.

Proposition 2.11.— Propriétés des arguments —. Soit (2,2’) € C* x C* et n € Z. Alors
e Am(:2) = Ag(z) 1 Ag(2) (2n); = Arg(s)7) = Arg(z) — Arg(7) (2m) ;
m Arg(z) = —Arg(z) (27) ; m Arg(z") = nArg(z) (27).

Mise en ceuvre : exercice 06, exercice 07, exercice 08.

Fonction exponentielle complexe

Définition : Soit z = x + iy en notation algébrique. On définit 'exponentielle de z par :
exp(z) = e = "W = e%e" = e"(cosy + isiny).

Les regles de calcul pour les fonctions exponentielles réelle et imaginaire pure, s’étendent a la

fonction exponentielle complexe. On a notamment : V(z, z) € C2, e%e? = e*+7.
De plus, V(z, 2’) € C?, e* = €' si et seulement si z — 2’ € 2inZ.

Mise en ceuvre : exercice 09.

B Racines n°m d’'un complexe

Définition : On appelle racine né™ de l’unité tout complexe z vérifiant z" = 1. L’ensemble des
racines n®me de l'unité est noté U,.

Théoreme 2.12.— Soit n € N, n > 1. Notons pour k € Z, 2, = exp (2“”). Alors

n

U,={z; k€Z} ={z0,21,...,2n-1}
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Exemples : Ul = {1}7 U2 = {715 1}5 U3 = {17 ja jQ}a U4 = {17 7;5 717 71}7 Ofl.] = 61%’

Proposition 2.13.— Racines n*"* d’un complexe non nul quelconque —. Pour tout nombre
complexe w € C*, il existe exactement n complexes z vérifiant 2" = w.
Si on pose w = pe? avec (p, ) € R% x R, il s’agit des complexes définis par :

Vk € [0,n — 1], zi(w) = pr el t5F)

Proposition 2.14.— Si z € U, \ {1}. Alors 1 + 2 + 2% + ... + 2"~ 1 = 0.

Mise en ceuvre : exercice 10 a exercice 16.

B Applications des complexes aux problemes de géométrie

Il s’agit surtout de problemes d’alignement, d’orthogonalité ou de rotation selon un angle donné.

Proposition 2.15.— Soient trois points A(a), B(b) et C(c) tous distincts. On rappelle que affixe
de AB est b— a et la norme de AB est |b— al.

c—a
» Trois points tous distincts A(a), B(b) et C(c) sont alignés si et seulement si €R.
—a
» Soient trois points tous distincts A(a), B(b) et C(c). Les vecteurs /@ et A(E sont orthog-
c—a
onaux si et seulement si € 1R.
—a

» Le triangle (ABC) est rectangle en A dans le sens direct si et seulement si les vecteurs AB

et AC sont issus 'un de lautre par une rotation d’angle /2.
En termes d’affixes, c’est :

l

% . cC—a Cc—
3A€R+,c—a:z)\(b—a)<:)bia:—g_

Is]l

Si, de plus le triangle est isocele en A, on a A = 1.

» Le triangle (ABC') est équilatéral dans le sens direct si et seulement si AB = AC et si les
vecteurs E et @ font un angle de /3, c’est-a-dire qu’ils sont issus 'un de l'autre par
une rotation d’angle /3.

En termes d’affixes, on a : ¢ —a = ¢”™/3(b — a).

» n points My (z1), Ma(z2), ..., My (2n) sont sur le méme cercle de centre O si et seulement si

|Zl| = |22| = o0 = |Zn|

Mise en ceuvre : exercice 17, exercice 18, exercice 19.

B Suites complexes

De fagon analogue a RN qui est, rappelons le, ensemble des suites réelles, notons CN 'ensemble
des suites a valeurs complexes que ’on munit des lois internes :

Y ((tn), (vn)) € (CYM)2, V0 €N, (u+v)p = Up + v, et (uv)y = Upvp,
et de la loi externe :

Y (un) € CN Va € C, ¥n e N, (au), = a.uy,.
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Définition : Soit (u,) € CN, on définit :
Vn € N, (Re u), = Re (uy,) et (Im u), = Im (uy),

qui sont appelés respectivement la suite partie réelle de la suite complexe (u,,), la suite partie
imaginaire de la suite compleze (uy,).

Théoreme 2.16.— Théoréme de caractérisation : (u,) est convergente quand n tend vers +oo
si et seulement si les deux suites e u et Jm u sont simultanément convergentes.
Dans ce cas, on a

lim wu,= lim (Reuw),+i lim (Imu),.
n—+00 n—+o00 n— 400

On peut étudier les suites complexes qui vérifient des récurrences linéaires d’ordre 1 (suites arithmétiques,
géométriques, arithmético-géométriques) et d’ordre 2, et dans ce dernier cas seuls les cas ou le dis-
criminant de I’équation caractéristique est nul ou non est a distinguer.

Mise en ceuvre : exercice 20.

B Fonctions a variable réelle et a valeurs complexes

De fagon analogue & F(I, R) qui est, rappelons le, ensemble des fonctions de I partie non vide
de R dans R, notons F(I, C) l'ensemble des applications de I partie non vide de R dans C et
munissons le des lois internes :

V(f, 9) € (F(I, ©), Ve e I, (f+9)(z) = f(x) + g(x) et (f9)(x) = f(2)g()
et de la loi externe : V f € F(I, C), Va € C, (af)(z) = af(z).

Définition : Soit f: I — C, on définit :
Re f: I >R, z—=Re (f(x), Im f: I =R, z— TIm (f(x)),
If|: I =R, 2= |f@),f: I=>C, z— f(z)
qui sont appelés respectivement la fonction partie réelle de f, la fonction partie imaginaire
de f, la fonction module de f et la fonction conjuguée de f.

Remarques : 1) f € F(I, C) est bornée sur [ si et seulement s’il existe A € R tel que
VzeC, |f(z) < A

2) L’ensemble des fonctions bornées est stable par produit et combinaisons linéaires.
Limite et continuité en un point

Définition : [ admet une limite au point a si et seulement s’il existe | tel que pour tout € > 0, il
existe a > 0 tel que

Ve e Dy, (Jx—a|l<a = |f(z)-I<e)

Dans ce cas, on dit que | est la limite de f au point a et on écrit lim f(x) =1.
r—a

Mise en ceuvre : exercice 21.
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Théoreme 2.17.— Théoreme de caractérisation : f admet une limite en a si et seulement
si Re f et Jm f admettent une limite au point a.
Dans ce cas, on a

lim f(z) = lim (Re f)(x) +zill>l}1 (Om f)(z).

r—ra r—ra

L’ensemble des applications de F(I, C) admettant une limite en a est stable par produit et par
passage aux combinaisons linéaires.

Définition : Continuité au point a
f continue en a si et seulement si f admet f(a) pour limite en a.

On peut écrire de fagon équivalente tmplication

Ve>0, 3a>0, |zt —a| <a=|f(z)— fla)] <e.

Théoreme 2.18.— f € F(I, C) est continue en a si et seulement si les applications Re (f) et
Jm (f) sont continues en a.

Définition : Continuité sur un intervalle

La fonction f est continue sur I si et seulement si f est continue en tout point de I (a droite ou a
gauche aux extrémités de Uintervalle). On note CO(I, C) ’ensemble des fonctions continues sur I a
valeurs dans C. Alors C°(I, C) a les mémes stabilités que C°(I, R).

B Polynémes de K[X]
Ici K=RouK=C.

Définition : Si (ax)ken est une suite d’éléments de K, nulle a partir d’un certain rang, on appelle
polyndme a une indéterminée de degré p, l’expression :

P
P=ay+a1 X +aX?+ .. + ap XP = Zaka,
k=0

ot p est le plus grand des entiers k tels que ay # 0. Les scalaires ag, ..., ap sont les coefficients de
P. Chacune des quantités ap X"* est appelée monome.

L’entier p est le degré de P et se note deg P.

Sideg P =0, P est appelé polyndme constant.

Si tous les termes ay sont nuls, P est le polyndme nul, noté 0. Par convention, deg 0 = —oc.
Sip=deg P et sia, =1, on dit que P est unitaire.

On note K[X] l'ensemble des polynémes a une indéterminée, a coefficients dans K et pour tout
n € N, K, [X] est ’ensemble des polynomes de K[X| dont le degré est inférieur ou égal a n.

Opérations dans K[X].

P P
» Posons P = Z ar X" et Q = Z b X". On suppose pour simplifier I'écriture que P et @Q ont

k=0 k=0
le méme nombre de monomes, quitte a ajouter autant de fois que nécessaire 0.
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Alors P+ Q = Z ar + bk)X et pour tout o € K, aP = Zaaka

=0
» Pour le prodmt de P et @, on utilise la d1str1but1v1te de la multiplication par rapport a
I’addition. Par exemple :

XF % (X0 4 a;X7) = a X | a, X7+,
On définit alors P° = 1, P! = P, puis pour tout n € N*, P* = P~ L P.
P

» Pour la composée de P par @, on écrit : PoQ = Z arQF.
k=0

Proposition 2.19.— Soient P et ) deux polynémes de K[X]. On démontre que :
— deg(P + Q) < sup(deg P, deg Q) (et égalité si deg P # deg Q).
— Si A € K*, deg(AP) = deg P.
— deg(PQ) = deg P + deg Q.
— Vn € N, deg(P") = n deg P.
— deg(PoQ) = deg P deg Q.

Mise en ceuvre : exercice 22, exercice 23.

Définition : Soient A et B deuzx polynomes de K[ X], on dit que A est un multiple de B dans K[ X]
ou que B est un diviseur de A dans K[X] si et seulement s’il existe Q € K[X] tel que A = BQ.

Proposition 2.20.— Division euclidienne dans K[X] —. Etant donnés A et B deux polynomes
de K[X] avec B # 0, il existe un couple unique de polynémes (@, R) de (K[X])? tels que

A=BQ+ R, deg R < deg B.

Les polynomes @ et R ainsi obtenus sont respectivement appelés quotient et reste dans la division
euclidienne de A par B.

Corollaire 2.21.— Soient A et B deux polynémes de K[X] avec B # 0. B divise A dans K[X] si
et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

Définition : A tout polynome P = ag+ a1 X + ... +a, X", on associe une application de K dans K
définie par : x — ag + a1T + ... + apx™, appelée fonction polynomiale associée a P.

On confond polynome et fonction polynomiale associée. Il en découle la définition suivante qui
s’appuie non pas sur le polynoéme mais sur sa fonction polynomiale associée.

Définition : Tout x € K tel que P(x) = 0 est appelé racine ou zéro de P.

Proposition 2.22.— Soit P € K[X] et a € K. On a les assertions :
» Le reste de la division euclidienne de P par X — a est P(a).
» X — a divise P si et seulement si P(a) = 0.

Mise en ceuvre : exercice 24, exercice 25.

Corollaire 2.23.— Si n est un entier et P € K,[X] admet au moins n + 1 racines deux & deux
distinctes dans K alors P est nul.
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Définition : Soient P € K[X] un polyndme non constant et a une racine de P, on appelle multi-
plicité de a pour P le plus grand entier a > 1 tel que (X — a)® divise P.
On dit aussi que a est une racine de P d’ordre o de P.

P
Définition : Soit p € N*. On appelle polyndme dérivé de P = Z ap X" le polynéme

k=0
p—1
P = Z kapX*~ 1. Si P est un polynome constant alors P’ est le polynéme nul.
k=0

On peut remarquer que cette définition est < logique > en pensant a la dérivation de la fonction
polynomiale associée.
On pose P(O) = P. Pour tout n € N*, P(") = [P("_l)}/.

Proposition 2.24.— Formule de Taylor pour un polynéme —.

P
Si P est un polynéme de K[X] et si a € K, alors P = E '(a)
n!
n>0

(X —a)™.

Attention, comme P a un degré fini, P(")(a) est nul & partir d’une certaine valeur de n et la somme
n’est jamais infinie.
Il découle de la formule de Taylor pour un polynéme la caractérisation suivante :

Proposition 2.25.— Caractérisation par les valeurs des dérivées successives —.Soit P € K[X],
non nul, a € K et @ € N*. Alors a est racine d’ordre « de P si et seulement si :

P(a) = P'(a) = ... = P Y(a) = 0 et P(¥)(a) #0.

Mise en ceuvre : exercice 26.

Application : pour montrer que P est divisible par (X — a)?, il suffit de montrer que a est une
racine d’ordre o de P.

Mise en ceuvre : exercice 27.

Proposition 2.26.— Formule de Leibniz dans K[X] —. Si P et @ sont deux polynémes de K[X]

n n

alors : Vn € N, [PQ]™ = Z (Z) pHEQn=Fk) — Z (Z) PR

k=0 k=0

Définition : P € K[X] est scindé sur K si et seulement s’il s’écrit comme un produit de polyndémes
tous de degré 1.

Dans le cas ou P est un polynome scindé sur K, il existe des relations entre les coefficients et les
racines. Au programme de TSI2, il faut connaitre la formule donnant la somme des racines et celle
donnant le produit des racines.
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Proposition 2.27.— Soit P € K[X] scindé avec p = deg P > 1, alors il existe un p-uplet
(a1,...,ap) € KP et a, € K* tel que :

P P
P=a, H(X —ag) = Zaka.
k=1 k=0

Les scalaires aq, ..., ax sont les racines de K et, de plus, on a les formules :

L a L a
-1 0

E Ozkifp— et | | Ozk:(fl)p—.
Q. a

k=1 p k=1 P

Attention, les racines a1, ..., @, ne sont pas nécessairement distinctes.

Définition : Soit P € K[X] alors P est irréductible dans K[X] si et seulement si deg P > 1 et
si P = AB avec A et B deuz polynémes de K[X] alors nécessairement A ou B est un polynéme
constant.

Proposition 2.28.— Si P € K[X] est irréductible dans K[X] avec deg P > 1 alors P n’a pas de
racine dans K.

Corollaire 2.29.— Théoreme de d’Alembert-Gauss—.
Tout polynéme de C[X]| de degré supérieur ou égal a 1 est scindé dans C, c’est-a-dire que pour
tout P € C[X] non constant, il existe a complexe non nul, p un entier non nul , (z1,...,2,) € C?,

P
(r1,....,7p) € NP tels que : P =a H(X —xp)"".
k=1

Proposition 2.30.— Soit P € R[X] un polynéme non constant de coefficient dominant a. Il existe
alors un couple unique (A, B) de polynomes unitaires, ou A est scindé sur R ou constant et B
sans racine réelle tel que : P = aAB.

Proposition 2.31.— Les polynomes irréductibles de R[X] sont :
» soit les polynomes de degré 1.
» soit les polynomes de degré 2 a discriminant strictement négatif.

Remarque : Si z est un complexe non réel, on peut utiliser la formule :
(X —2)(X —2) = X2 -2R(2) X + |23,

pour & partir de la décomposition d’un polynéme & coefficients réels dans C[X] trouver aussi celle
en facteurs irréductibles dans R[X].

En effet, les polynomes X — z et X — z sont irréductibles dans C[X] et X2 — 2R(2) X + |z|? l'est
dans R[X] car son discriminant est strictement négatif.

Mise en ceuvre : exercice 28, exercice 29.
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Méthodes

B Etude d’une expression complexe

( Méthode 2.1.— Comment montrer qu’un complexe z est réel
» On peut (sil n’est pas nul) montrer ou écrire que son argument est un multiple
de 7.

» On peut aussi montrer ou écrire qu’il est égal a son conjugué.
» On peut aussi montrer que sa partie imaginaire est nulle.

Exemple : donnons deux exemples qui développent deux cheminements différents.
» Déterminons les valeurs de n € N pour lesquelles le complexe z,, = (14 ¢)™ soit réel. Comme z,
est sous forme d’une puissance n-ieme, le mieux est de passer a la forme trigonométrique de 1 + 3.

. ) ) T
On écrit 144 = v/2¢'T et donc comme z, est évidemment non nul, Arg z, = nArg(1+i) = ny
doit étre un multiple de 7 ¢’est-a-dire que n doit étre un multiple de 4.

z—1
» Soit ze C—{-1}et Z = 1" veut déterminer z de telle maniere que Z soit réel. Pour
Z —
cela, on écrit que Z est réel si et seulement si Z = Z, relation qui s’écrit, de maniére équivalente
z—1 z-1
par = — cest-a-dire : 22— Z+z2z—1=22—2+4+2z2— 1<« zZ =z Et on en déduit que Z
z+1 zZ+1
est réel si et seulement si z est réel et différent de —1.

(d Méthode 2.2.— Comment montrer ou caractériser qu’un complexe z est ima-
ginaire pur
» On peut montrer ou écrire que son argument est de la forme /2 + kn, k € Z.
» On peut aussi montrer ou écrire qu'il est opposé a son conjugué.
» On peut aussi montrer que sa partie réelle est nulle.

z
Exemple : soit z € C — {—1} et reprenons Z = T veut déterminer maintenant z de telle
z

maniere que Z soit imaginaire pur. Pour cela, on écrit que Z est imaginaire pur si et seulement si
z—1 z—1

z+1 zZ4+1

Cest-a-dire: 22— 24+ z2z—-1=—-z2z24+z—2zZ+ 1 2zz2=1.

Et on en déduit que Z est imaginaire pur si et seulement si z est élément de U qui doit étre bien
entendu différent de —1.

Z = —Z, relation qui s’écrit, de manieére équivalente par

d  Méthode 2.3.— Comment simplifier un complexe z écrit sous forme d’une
puissance de complexes, du type Z", oun € N et Z non nul
Une méthode est d’écrire Z sous forme trigonométrique Z = pe’? et dans ce cas, on écrit,
de fagon immédiate
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Exemple : on peut repartir de 'exemple précédent de la méthode 2.1 en écrivant immédiatement
z=(14i)" = (V2)renm/4,

Remarquons, au passage, que I'idée qui viendrait a certains d’utiliser la formule du bindme de
Newton pour développer (1+4)™, dans 'espoir de simplifier cette expression, est a sortir rapidement
de leur esprit. Ici ce n’est absolument pas indiqué voire contre-indiqué. Par contre la formule du
bindme de Newton peut aider a calculer certaines sommes.

Ne résistons pas au plaisir de le faire, vous aurez ainsi une méthode gratuite en plus! Par exemple,
comme :

n
X n
144" = 2nzn7r/4: -k,
(1+i)" = (V2)re S (1)
k=0
en prenant séparément la partie réelle et la partie imaginaire, on a :

res(s)= £ () b= T or(,0)

0<2k<n 0<2k+1<n

W Méthode 2.4.— Comment simplifier dans certains cas une expression complexe
z écrite sous forme d’une somme de deux ou trois termes
» Si z est une somme ou une différence de complexes conjugués, on remarque alors
que
z=7+27Z=2Re(Z)ouz=2—Z7=2iIm(Z).

» Si z est une somme de complexes de module 1, on écrit alors ((a, 8) € R?),

. - atB [ ca=B —atB ot a—f
2= 4P =73 (el 7 ez )2261 2 cos( 5 )

Exemple : si 0 est fixé dans [0, 7], on considére z = 1 4 cos6 + isin6
et on écrit successivement :
; 0 ¢ ) )
z=1+4¢"? =¢iz (eZT + 615) = 2e'2 cos (g)

On remarque, en passant, que comme 0/2 € [0, 7/2], la forme obtenue de z est la forme trigo-
nométrique (si z est non null!).

A  Méthode 2.5.— Comment simplifier une expression complexe z écrite sous
forme d’un quotient

» On peut par exemple écrire sous forme trigonométrique le numérateur et le
dénominateur de z et utiliser les regles sur le module et 'argument d’'un quo-
tient.

» On peut aussi multiplier a la fois le numérateur et le dénominateur par la quantité
conjuguée du dénominateur.

» On peut combiner les deux méthodes précédentes.
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1+cosa+isina

V1 +sin 2a + iy/1 — sin 2a
num(z) et denom(z) le numérateur et le dénominateur du complexe z. On a, en utilisant le
développement précédent, num(z) = 1 + cos a + isin a = 2¢'2 cos (%) . Pour le dénominateur,
on va utiliser une méthode qui reviendra souvent. On vous conseille de la retenir. Des qu’il y a une
expression radicale, ayez a ’esprit que si ’on a un carré parfait sous ce radical, le monde dans lequel
on évolue devient alors le meilleur des mondes (sans étre parfait!). Ainsi comme 1 = cos? a+sin® a
et comme sin 2a = 2sin acos a, (inutile d’insister sur la connaissance parfaite des formules trigo-
nométriques ?),

Exemple : simplifions le complexe z = avec 0 < a < 7/4. Notons

denom(z) = +/1+sin 2a +iv/1 —sin 2a

= \/c052 a + sin? a + 2sin a cos a+i\/c052 a+ sin® @ — 2sin acos a

= /(cos a +sin a)? +i\/(cos a — sin a)2 = | cos a + sin a| + i| cos a — sin a]

= cos a+sin a+ i(cos a —sin a) = \/ﬁ(cos (% —a) +isin (g —a)) =/2ei

Au passage, bien retenir cette méthode de simplification d’'une somme ou d’une différence d’un

cosinus et sinus du méme angle car cela reviendra encore (en particulier pour certains calculs de
2¢'% cos (2 (8a_m
T(‘f) et cela donne z = /2 cos (%) i3 -%),
e1~

On remarque encore une fois que nous avons la ’écriture trigonométrique de z.

primitives). Ainsi, z =

B Utilisation des nombres complexes pour simplifier des expressions réelles

1 Méthode 2.6.— Comment linéariser (cos? z)(sin? z), ot (p, ¢) € N* et z € R
Ceci revient a écrire cette expression F, comme combinaison linéaire de termes de la
forme cos kx et sinlz, avec (k, 1) € N2

% e~ T e*ix
m  On remplace cosz par — et sinx par
el et p T e*ix q
m Puis on développe (f et (27
(3

m  Puis 'expression F étant réelle, son développement est formé d’une combinaison
linéaire de termes de la forme e#* + ¢
avec (k, 1) € N2

—ikT = 2 cos kx ou i(e® — e~ ") = 2sinlx,

et® 4ot

3
5 ) . Développons a 'aide de

Exemple : linéarisons l'expression cos® 2. On écrit cos® z = (
I'identité remarquable (a + b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b>.

Ceux qui ne connaissent pas cette forme doivent ’apprendre maintenant. Elle est issue de la formule
du binéme de Newton pour ceux qui 'on vue ou alors développer (a + b)?(a + b). Alors cos® x

=3 (€% 4+ 7% 4+ 3™ 4 3e7) = 3 (2cos3x + 6cosx) = 1 (cos3x 4+ 3cosz).

Donnons aussi sin® z = ~ (— sin 3z + 3sinx) (& retrouver par vous-méme!).

A~ =
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 Méthode 2.7.— Comment développer cos(pz) ou sin(pz), ou p est un entier
naturel et z € R en une combinaison linéaire de termes de la forme (cos” z)(sin' z),
ou (k, 1) € N?
s On remarque que l'on a les égalités cos(px) = Re ((cosx + isinx)P) et
sin(pz) = Jm ((cosz + ¢sinx)P).
m Puis on développe (cosz + isinx)P.
m  Enfin, il reste a récupérer soit la partie réelle, soit la partie imaginaire selon que
lon veuille cos(pz) ou sin(pz).

Le développement de (cosz + isinx)P se fait :
» soit peu & peu a partir de (cosx + isinx)?;
» soit avec la formule du binéme de Newton (pour ceux qui la connaissent).

Remarque : on démontre (c’est un exercice que 1'on pourra faire au moment du chapitre sur les
polyndmes) que lexpression cos(pz) (pour tout p € N) peut toujours s’exprimer sous la forme d’un
polynoéme de variable cos z. Attention, ce résultat n’est pas toujours vrai pour l'expression sin(pz)
qui ne peut pas s’exprimer sous la forme d’un polynéme de variable sin z dans le cas ou p est pair.
Penser par exemple a sin 2z = 2 cosz sin .

Exemple : écrivons sin(5z) en fonction de différentes puissances de sinz. On écrit

sin(5z) = Jm ((cosz +isinz)°)

4 2

= Jm (cos5 2+ bicos* zsinz — 10 cos® zsin? 2 — 104 cos® z sin® z + 5 cos zsin? z + 7 sin® z)

= b5costzsinz — 10cos? zsin® x + sin®
et en utilisant cos?z = 1 — sin® x puis en développant cos? z = (1 —sin® z)?, on a :
. _ . .. 3 .. 5
sin(bz) = 5sinx — 20sin° x + 16 sin° x

L’expression est bien ici une fonction polynomiale en sin x.

 Méthode 2.8.— Comment simplifier certaines sommes de réels en utilisant les
nombres complexes
L’idée est d’utiliser un complexe Z, (qui s’écrit lui aussi sous forme de somme) dont
la partie réelle ou la partie imaginaire est la somme de départ a simplifier. Il s’agit de
simplifier Z,, et de récupérer alors Re (Z,,) ou Jm (Z,).

Donnons les formes les plus classiques, n étant un entier supérieur ou égal a 1, et g € C :
n—1

: 1—q"
> Siq;életsiZn:qualorsZn: 4
L—q
k=0
» si an<z>qk alors Z, = (1 + q)".

k=0
La premiere formule est bien entendu la formule de la somme partielle d’une suite géométrique et
la deuxieme est la formule du bindéme de Newton.
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n
Exemple : calculons pour tout réel x € R, la somme S, = Z cos(kx). Si z est un multiple de 27,
k=0
alors S, est la somme de (n + 1) fois le réel 1 et vaut donc n + 1.
n . (D 95 o (n+1)z
o 1— i(n+1)x ilete 24 sin (—2 )
Si x # 2km, posons Z, = Ze”‘”m = c -

ps 1—ei e’z —2isin (%)
N Sl (—("zl)z)
et en suivant la méthode, on récupere la partie réelle : S;, = cos (?) W
sin (£
2

Ce développement est & savoir et il fait partie du Top 10 de ce qu’il faut connaitre. Lorsqu’on pose
cet exercice (ou un proche) aux oraux de deuxieéme année et que le candidat est bloqué, cela fait
trés mauvais effet, vous en conviendrez !

n sin (%)

Nous vous laissons le soin de montrer si x # 2k, Z sin(kx) = sin (E) -
P 2 sin (%)

B Résolution d’équations algébriques dans C

(d Méthode 2.9.— Comment résoudre I’'équation 22 = w, ol z et w sont complexes
Soit ’équation 22 = w, d’inconnue z € C, pour la résoudre :

» on peut écrire le complexe w sous forme trigonométrique, (en restreignant au
cas qui reste général oll w n'est pas nul), on a alors w = pe? avec p € R et
6 € [0, 27]. Les solutions de I’équation sont \/ﬁei‘g/Q et —\/ﬁew/Q. On les appelle
les racines carrées de w;

» on peut écrire aussi le complexe w sous forme algébrique c’est-a-dire w = a + b
avec (a, b) € R®. On cherche z sous la forme z = = + iy avec (z, y) € R%

La premiére méthode est & privilégier si la forme trigonométrique de w est (relativement) simple!

Exemple : cherchons les racines carrées de 1 + ¢ en employant la méthode trigonométrique. On
écrit 1+ 1 = v/2e'T et les racines carrées de 1 + i sont 21/4¢i% et —21/4¢i% cest-a-dire

21/4 (cos (%) + ¢ sin (%)) et 21/4 (cos (g) — ¢sin (%))
Détaillons maintenant la deuxieme méthode, partons des implications
(x +iy)? = a+ib= |z +iy|? = |a +ib| = 2® + y? = Va? + b?

puis de implication : (z +iy)? = a + ib = 2% — y? + i22y = a + ib. 1l reste & récupérer la partie
réelle et la partie imaginaire de la derniere égalité obtenue et on obtient le systeme

22—y’ =a 2 =a/2++Va® +b2/2

2zy =b < ¢ xy et b ont méme signe

22 +y? = Va2 +b? y? = —a/2+ Va2 +b2/2

1 1
On en déduit les deux solutions z; = \/g + 5 a? + b2 + ie\/g + B a?+b%et —2;
enposant e =1sib>0ete=—15sib<0.
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Se dire que dans la pratique, il n’y a gueére que ces deux méthodes. La deuxiéme a ’avantage de
donner un résultat explicite qui peut d’ailleurs ne pas étre tres beau a voir si sous les racines, rien
ne s’arrange! Notez au passage qu’il arrive de résoudre les équations du type z* = a, avec a € C
en cherchant les racines carrées de a puis les racines carrées de ces dernieres et tout cela avec la
méthode algébrique. Cela fait un bon exercice de colle en perspective !

Exemple : cherchons les racines carrées de 1 + ¢ en employant la méthode algébrique. Si on pose
(x4 iy)? = 1 +1, avec (z, y) € R?, on écrit

?—y?=1 22 =1/2+2/2
2zy =1 < ¢ xy et 1 ont méme signe
22 4+y2 =42 y2:—1/2—|—\/§/2

1 1 1 1
On obtient les deux solutions : z; = \/5 + 5\/5 + z\/§ + 5\/5 et —z1. On compare avec 'autre

i
méthode et on en déduit, sachant que cos (g) > 0, les relations

1 1 1 1
21/ cos (g) = §+§\/§ et 21/4Sin<g) =4 /—=+=V2

/11 11
ce qui donne les formules : cos (%) =1/3 + Z\/ﬁ et sin (g) =4\/5~ Z\/i Voila une application

des nombres complexes a la trigonométrie (tres classique, donc a retenir!).

U Méthode 2.10.— Comment résoudre (E) : az? + bz + ¢ = 0, (a,b,c) € C* x C
On pose A = b% — 4ac :
b
» si A =0, 'équation (F) a pour unique solution z = ——;

a
—b+6 —-b—29¢
» si A #0, Péquation (E) a deux solutions distinctes z = + et z =

ou ¢ est une racine carrée de A.

Exemple : Soit (E) : 222—(9i+1)2—7+11i = 0. On calcule A = (1+97)?—8(—7+11i) = —24—"70i.
Puis 'on détermine les racines carrées de A en employant la méthode algébrique, c’est-a-dire en
cherchant des réels = et y tels que —24 — 70i = (z + iy)>.
x2—y2:—24 z2 =25
On obtient le systeme : 2zxy = =70 & zy = —35 . Les deux racines carrées de
2

22 +y? = /242 + 702 y* =49

1
A sont 5 — 7i et —5 4+ 7i et les racines de (E) sont 4i — 1 et 5(3 +1).
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( Méthode 2.11.— Comment résoudre une équation polynomiale (F,,) du type
az® +b2" +c¢ =0, avec (a, b, ¢) € C* x C? et n un entier supérieur ou égal a 2
On pose Z = 2" et on résout 'équation (E) du second degré aZ? + bZ + ¢ = 0. Puis :
> si A =% —dac # 0, alors (E) a deux solutions distinctes 27 et zo. On résout
ensuite les deux équations 2™ = z; et 2™ = z3. On obtient alors 2n solutions;
» si A =b? —4ac = 0, alors (E) a une solution z;. On résout ensuite 1’équation
z"™ = z1 et on obtient alors n solutions doubles.

B Résolution d’équations ou d’inéquations trigonométriques

 Méthode 2.12.— Comment résoudre une équation ou une inéquation trigo-

nométrique

On utilise les formules trigonométriques (proposition 1.15, proposition 1.16, proposi-
tion 1.17 et proposition 1.18) et le cercle trigonométrique. Souvent, on se ramene & une
équation polynomiale d’inconnue cosx, sinz ou tanz.

Exemple : L’équation cos(2z) + cosz = 0 peut se résoudre de deux manieres, par exemple en
posant cos 2z = — cosx = cos(x +7) et donc 2z = +(x + ) + 2kn, avec k € Z, donc z = (2k+ 1)

T T
ou x = — + 2k—=. Une autre facon est de remarquer que cos2z = 2cos>z — 1 et donc cosz est

1
solution de 1'équation 2X2 + X — 1 =0, c’est-a-dire X = —1 ou X = 3

On retrouve les valeurs précédentes.

) Méthode 2.13.— Comment résoudre o cos z + Bsin z =, ot (a, 3,7) € R®

. 1
» On peut poser z = e et donc cos x = > (erz*l) et sin x = % (z — zil).
i

L’équation (E) est alors équivalente & une équation polynomiale du second degré

d’inconnue z.
» On peut aussi écrire accos = + Ssin = sous la forme A cos(z — ¢).
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B Plan complexe

( Méthode 2.14.— Comment utiliser les affixes pour résoudre des problemes de
géométrie plane. Soient trois points A(a), B(b) et C(c) tous distincts. On rappelle que
Paffixe de AB est b — a et la norme de AB est |b—al.

» Trois points tous distincts A(a), B(b) et C(c) sont alignés si et seulement si
c—a

€ R.
b—a
» Soient trois points tous distincts A(a), B(b) et C(c). Les vecteurs /@ et A(E sont
c—a
orthogonaux si et seulement si €1R.
—a

» Le triangle (ABC) est rectangle en A dans le sens direct si et seulement si les

vecteurs AB et AC sont issus 'un de 'autre par une rotation d’angle 7/2.
En termes d’affixes, c’est :

c—a
GJNERY . c—a=1i\b— = —
€ER},c—a=iX a)(:)b—a

Si, de plus le triangle est isocele en A, on a A = 1.
» Le triangle (ABC') est équilatéral dans le sens direct si et seulement si AB = AC

E_
b—a

et si les vecteurs ﬁ et AC font un angle de /3, c’est-a-dire qu’ils sont issus I'un
de lautre par une rotation d’angle 7 /3.
En termes d’affixes, on a : ¢ —a = e"™/3(b — a).

» n points Mi(z1), Ma(22), ..., Mp(2n) sont sur le méme cercle de centre O si et
seulement si |z1] = |z2| = ... = |zn]-

Exemple : Déterminons les nombres complexes z tels que les images des nombres complexes z, 22

et 2> forment un triangle rectangle. La difficulté c’est que nous ne savons pas en quel point le
triangle est rectangle. De plus, on évite les cas ol deux (au moins) des trois points sont confondus.
Nous prendrons donc : z ¢ {—1,0,1}. Selon le sommet en lequel le triangle est rectangle, il existe
un réel non nul A tel que :

2z — 23 =Ni(z — 2%) ou 23 — 22 = \i(z — 2?) ou 2% — 2 = \i(2® — 2?).

Les conditions s’écrivent alors :

1
1+z€iRouzeiRou +Z€iR.

La premiere condition correspond a la verticale d’abscisse —1, la seconde corrrespond a la verticale
. PR . N 2
d’abscisse 0. Pour la troisieme, posons z = z + iy, ou (z,y) € R*. On a :

1+z2
z

ciRe (1+2)z€iR.

Cela donne 22 + y% + a = 0. C’est le cercle de centre (—1/2,0) et de rayon 1/2.
Le lieu cherché est donc la réunion des deux droites et du cercle, privé des points communs au
cercle et aux droites.
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Vrai/Faux

Vrai Faux

]

1. i est égal a sa partie imaginaire.

2. On peut tres bien avoir Pégalité |z 4 2/| = |z| + |2/| sans que z
et 2’ soient obligatoirement liés par un réel.

3. Deux complexes dont la somme et le produit sont réels, sont
réels.

4.%(a,b) €C? (a+ib=0=a=b=0).
5. Le nombre complexe 0 est de module et d’argument nuls.

6. Deux complexes de méme module dont la différence des argu-
ments est 27 sont égaux.

7. Si z € C*, alors —z a pour argument m + arg (z) et 2™ avec
n € N a pour argument n + arg (z).

8. Si 2z € C* il admet deux racines carrées opposées
| 2]l (2))/2 et —, /]z]ei(@r8 (2))/2

O o o ogogo 0o oOdg
O o o ogo o O

9. Soit z un nombre complexe de module égal a 1. Alors, il existe
un entier n € N* tel que le nombre complexe z soit une racine
n-ieme de 'unité.

[
[

10. Les racines carrées du complexe i sont v/i et —/i.

im/3 —im/3

[
[

11. Les racines cubiques de I'unité sont 1, j = e etj=e

12. Si n € N*, les n racines n'®™ de z complexe non nul, s’ob- O d
tiennent en multipliant une racine n'*™¢ particuliere de z par les
n racines n'*™e de 1.

13. Si I’équation ax® 4 bz + ¢ = 0 d’inconnue = et de constantes (1 [
a, b et ¢ complexes, admet pour solution le complexe z, alors z est
aussi solution.

14. On a I'implication : e* = —1 = z = im. (1 [
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Chapitre 3

Révision : algebre linéaire
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B Les incontournables
» montrer qu'une famille est libre, génératrice dans un espace vectoriel de dimension quel-
conque;
» justifier qu'une application est linéaire;

bien faire le lien entre une application linéaire et sa matrice;

v

approfondir les notions de somme et de somme directe de sous-espaces vectoriels, ainsi que
de sous-espaces vectoriels supplémentaires, et donc de projecteur;

déterminer le rang d’une famille de vecteurs ou d’une application linéaire;
utiliser le théoreme du rang;
transformer une matrice en changeant de base;

savoir déterminer les solutions d’un systeme par différentes méthodes ;

vV vy vYyyvyy

savoir inverser une matrice par différentes méthodes.

B Et plus si affinités
» établir que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires dans un espace vectoriel de
dimension finie ou non;
calculer la trace d’un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel de dimension n ;

» savoir calculer A™ par différentes méthodes.
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Résumé de cours

K désigne indifféremment I'un des ensembles R ou C.

B Matrices de M,, ,(K) (rappel de TSI1)

Définition : Soit (n,p) € N* x N*, on appelle matrice de n lignes et p colonnes toute famille
(@i j)1<i<n d’éléments de K. On la représente sous la forme d’un tableau rectangulaire :

1<j<p
0,1_]1 a172 al_,p
@21 az2 ... a2,p
Gn,1 An2 ... Gnp

Dans la pratique, on assimilera la famille A = (a;j)i<i<n €t la représentation sous forme de
1<j<p

tableau ci-dessus. On note My, ,(K) l'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes.

» Sip=1, (resp n = 1) une matrice de M,, ,(K) est appelée une matrice colonne (resp. ligne).
» Sin =p, une matrice de M,, ,(K) est appelée une matrice carrée d’ordre n et on note alors
M, (K) Pensemble des matrices carrées d’ordre n.

» Dans la suite, pour tout ¢ de 1 & n, L; désigne la i*=° ligne et pour tout j de 1 & p, C; désigne

la j'°™¢€ colonne d’une matrice donnée.

Définition : Soit (n,p) € N* x N* et A = (a; ;j)1<i<n une matrice de My, ,(K), on dit que :
1<j<p

o A est triangulaire supérieure (resp. inférieure) si : 1> j=a;; =0 (resp. i < j=a;; =0).
o A est diagonale si : i # j = a;; = 0.

» Pour toute matrice A = (a; j)1<i<n de M, ,(K), on appelle diagonale de A la suite ordonnée
1<5<p

de réels a1 1, ..., ar,k, ou k est le plus petit des deux entiers n et p.
» On note [, la matrice carrée d’ordre n diagonale et n’ayant que des 1 sur la diagonale. Ainsi,
1 00
12 = < (1) (1) ) et Ig = 0 1 0
0 0 1

» Nous noterons O, , la matrice de M,, ,(K) n’ayant que des 0 pour coefficients.
Elle se note parfois plus simplement O si la taille des matrices est fixée.

Remarque : On note souvent diag (a1 1, ..., G, ) une matrice diagonale carrée d’ordre n ayant pour
diagonale principale a1, ..., Gn n.

Définition : somme de deux matrices et multiplication par un scalaire—.

Soit (n,p) € N* x N* et soit A= (aij)i<i<n €t B = (b;j)i1<i<n deux matrices de M,, ,(K),
1<j<p 1<g<sp

on appelle somme des matrices A et B la matrice A+ B de M,, ,(K) définie par :

|V(2,]) S [[1,77,]] X [[1,])]], (A + B)i,j =a;; + bi,j
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Si A € K, on appelle produit de la matrice A et de X la matrice NA de M,, ,(K) définie par :

V) € Lol < Lol O\A)r, = rai, ]

Définition : Transposition d’une matrice—.

Soit (n,p) € N* x N* et soit A = (a;j)1<i<n une matrice de M,, ,(K), on appelle transposée de la
1<5<p

matrice A, la matrice AT (notée aussi ‘A) de M, ,,(K) définie par :

V(. j) e Lol x [Lnl,  (AT)ij = a;.

Définition : Produit de deux matrices—.
Soit (n,p,q) € N* x N* x N* et (A, B) € M,, ,(K) x M, ,(K), on définit A x B € M, 4(K) par :

p
V(i,5) € [L,n] x [L,q], (AxB)ij = air by,
k=1

A x B s’écrira plus simplement AB. Attention & cet abus que nous ferons nous aussi.

Mise en ceuvre : exercice 01.

Proposition 3.1.— Ecriture matricielle des systemes d’équations linéaires —. Considérons le
systeme de n équations linéaires & p inconnues (S) ci-dessous. On note A = (a; ;) € My p(K)
la matrice des coefficients du premier membre, B = (b;) € M, 1(K) la matrice colonne second
membre et X = (x;) € M, 1(K) la matrice colonne des inconnues. On a alors I’écriture matricielle :

a11Z1 + a12%2 + o+ a1pxp; = b
a2,1T1 + a22%2 + - + a2pTp, = by

(S) . . . <— AxX=B
an, 171 + an 272 + -+ QnpTp = bn

B Opérations élementaires sur les matrices

Si i et j sont deux entiers distincts dans [1,p], on a les opérations sur les lignes :

|Li —Li+AL;, Li<+ AL;, L;+ Lj.|

Application : résolution d’un systéme linéaire

On < concaténe > les matrices A et B en (A|B).

En utilisant les opérations élémentaires sur les lignes appliquées a la matrice concaténée, on aboutit
a une matrice triangulaire supérieure qui est dite équivalente en lignes a la premiere et en remontant,
on en déduit les inconnues du systeme associé. Les dernieres lignes de la matrice terminale peuvent
étre les relations de compatibilité du systeme. Mise en ceuvre : exercice 02, exercice 03.

Si ¢ et j sont deux entiers distincts dans [[1,p], on a les opérations sur les colonnes :

Ci — Ci+ 0y, Ci G, Ci
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Attention, ces opérations sont verboten pour résoudre un systéme car sinon on modifie les incon-
nues. Par contre, elles peuvent étre utiles pour montrer qu’une famille est libre, génératrice ou
trouver le rang d’une matrice (voir plus loin).

B Matrices carrées

On désigne par n un entier naturel non nul.

Déja, on peut remarquer que le produit de deux matrices carrées de méme ordre existe toujours.
Un exercice classique est alors de trouver toutes les matrices M € M,,(K) qui commutent avec une
matrice A donnée dans M,,(K), c’est-a-dire les matrices M € M,,(K) qui vérifient : MA = AM.

Définition : Puissances successives d’'une matrice—. Soit A € M,,(K) une matrice carrée d’ordre
n. On définit les puissances successives de A par récurrence :

e A0 =1,
ok € N, AFt1 = A x AF

Proposition 3.2.— Formule du bindme de Newton pour deux matrices commutantes—.
Soit A, B € M,,(K) telles que A x B = B x A. Alors :

(z) AF x BP~F,

Pour le calcul des puissances successives d’une matrice carrée, voir la méthode 3.10.

(A+ B)P = i
k=

0

Mise en ceuvre : exercice 04, exercice 05.

Transposée d’une matrice carrée
Soit A = (a;;) une matrice de M,,(K). La transposée de A, notée AT, est la matrice (a;;) de
Mn(K) définie par (Nll'j = Qjj-

Proposition 3.3.— Pour toutes matrices A, B de M, (K), on a :

(A+B)T = AT 4 BT, 0A)T =XAT N e K, (AT)T = A

Proposition 3.4.— Soit A une matrice de M,,(K) et B une matrice de M,,(K), on a :

(AB)" = (B")(AT)

Définition : Une matrice A € M, (K) est dite symétrique si elle est égale & sa transposée, c’est-
a-dire si elle vérifie : A = AT.

Notation : On note S, (K) ’ensemble des matrices symétriques de M., (K).
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Définition : Une matrice A € M, (K) est dite antisymétrique si elle est égale & l'opposée de sa
transposée, c’est-a-dire si elle vérifie : A = —AT.

Notation : On note A, (K) ’ensemble des matrices antisymétriques de M., (K).

Remarque : Au programme officiel de T'SI2, pour 'ensemble des matrices symétriques, on impose
la notation S, (K) et pour 'ensemble des matrices antisymétriques, on impose A, (K).

Mise en ceuvre : exercice 06.

B Matrices carrées inversibles

Définition : Une matrice carrée A € M, (K) est dite inversible s’il existe une matrice carrée
B e M,(K) telle que Ax B=1, et Bx A=1,.
Si tel est le cas, B est unique : on lappelle l'inverse de A, et on note B = A~1,

Théoreme-Définition 3.5.— On note GL, (K) l'ensemble des matrices carrées d’ordre n inver-

sibles. Il est appelé groupe linéaire. Tout produit de matrices de GL,(K) est une matrice de
GL,(K).

Théoreme 3.6.— Propriétés des matrices inversibles —. Soit A, B € M,,(K), alors :

= Si A est inversible, alors A™! est inversible et (A7')™! = A.
m  Si A est inversible alors A7 est inversible et (AT)71 = (A_l)T.
m  Si Aet B sont inversibles, alors Ax B est inversible et (Ax B)™!' = B~ x A™!

Théoreme 3.7.— Lien fondamental avec les systemes linéaires —. Supposons que la matrice A
appartienne & M., (K) et la matrice B appartienne & M., 1(K). On note (5) le systeme A x X = B.
On a alors ’équivalence des propriétés suivantes :

A est inversible (et appartient donc & GL,(K).)

A est équivalent en lignes & I,,. On note donc A ~y, I,,.

Le systéme homogene associé a (5), AX = 0 n’admet que la solution nulle.
Pour tout B, le systeme (S) admet une unique solution X = A=! x B.
Pour tout B, le systeme (S) admet au moins une solution

Remarque : comme conséquences, on obtient les criteres d’inversibilité suivants :
m Inversibilité des matrices triangulaires : soit 7' € M,,(K) une matrice triangulaire. Alors
T est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

m Inversibilité d'une matrice d’ordre 2 : soit A € My(K), A = ( CCL Z > Alors A est

1 _
inversible si et seulement si a x d — b x ¢ # 0, et dans ce cas, A~ = d —b
ad—bc\ —c a
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Théoreme 3.8.— Inversibilité a gauche ou a droite —. Soit A € M,,(K). Alors

A est inversible si et seulement st il existe B € M,,(K) telle que A x B =1,
si et seulement si il existe B € M, (K) telle que B x A = I,,.

Pour le calcul de 'inverse d’une matrice carrée par résolution d’'un systeme linéaire et par la
méthode du pivot de Gauss-Jordan, voir les méthodes.

Mise en ceuvre : exercice 07, exercice 08, exercice 09, exercice 10.

B Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

Définition : Un espace vectoriel est un ensemble E muni d’éléments appelés vecteurs. On munit
E d’une opération entre vecteurs que l’on note généralement + dont le résultat est un vecteur et
d’une opération entre les éléments d’un ensemble K (qui est R ou C) et les vecteurs de E que 'on
note . généralement et dont le résultat est un élément de E.

Les éléments de K sont appelés des scalaires.

Si K = R, on dit que E est un espace vectoriel réel et st K = C, on dit que E est un espace
vectoriel complexe. De facon plus générale, E est dit un espace vectoriel sur K ou aussi un K-
espace vectoriel.

Nous noterons avec une fléche les éléments de E (par exemple T) et normalement c’est-d-dire sans
fléche les éléments de K.

Attention, en géneral un vecteur n’est pas un scalaire et réciproquement(sauf si E = K ce qui est
possible).

Les opérations + et . ont les propriétés suivantes :

VZ, 7, 2) e B3, i+ §=§+a, Z+0p =72, (-2) +Z=0p, T+ (§+2) = (Z+7

Y(Z, 7) € E, Y(a,b) € K%, a.(b.%) = (ab).Z, (a + b).Z = a.T+ b7, a.(F+7) = a.T+ b.7, L.Z = T.
Ici O est appelé le vecteur nul de E.

Exemples : Donnons quelques exemples génériques a connaitre.
e L’ensemble R muni de + et de X est un espace vectoriel réel.
e L’ensemble C muni de + et de X est un espace vectoriel complexe.

e L’ensemble K? des couples de scalaires (z,y), ou z € K et y € K est un espace vectoriel sur K.
Avec les lois :

Y(z,y, 7',y a) € K®, (z,y) + (2, y) = (z + 2",y + ¥), a.(z,y) = (az,ay).

Ainsi le vecteur nul Og= = (0, 0).

e De fagon plus générale, ’ensemble K™ des n-uplets de scalaires (x1, ..., z,), ou x; € K pour tout
entier ¢ € [1,n] est un espace vectoriel sur K.

e L’ensemble K[X] des polynémes a coefficients dans K est un espace vectoriel sur K.

e L’ensemble C°(I,K) des fonctions continues sur I et & valeurs dans K est un espace vectoriel
sur K.
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e L’ensemble B(I,K) des fonctions définies sur I et bornées sur I et & valeurs dans K est un
espace vectoriel sur K.

e L’ensemble C!(7, K) des fonctions de classe C! sur I et & valeurs dans K est un espace vectoriel
sur K.

e L’ensemble C*°(I, K) des fonctions de classe C* sur [ et & valeurs dans K est un espace vectoriel
sur K.

N . N .
e L’ensemble C" des suites & valeurs complexes est un espace vectoriel complexe.

e L’ensemble M, ,(K) des matrices & coefficients dans K est un espace vectoriel sur K (avec les
lois classiques d’addition et de multiplication par un élément de K d’une matrice.

Dans la pratique, démontrer qu'un ensemble est un espace vectoriel

Définition : Définition d’un sous-espace vectoriel Soit E un espace vectoriel sur K. Alors le sous-
ensemble F de E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si l'on a les trois assertions a
la fois :

o F est non vide. eVacK,VFe€F, afcF. o V(& §) e€F? 7+ye€F.

On peut collapser les deux dernieres assertions en une seule :
Va € K, Y(Z, §) € F?, af+j€F.

Remarque : 0g appartient toujours & tout sous-espace vectoriel de F. Ainsi, pour montrer que F'
n’est pas vide, il suffit de vérifier que O € F. Ainsi, si O ¢ F, alors F n’est pas un sous-espace
vectoriel de F.

Exemples : ¢ F = {(z,y) € R? 2+ 3y = 0} est un sous-espace vectoriel de R?, espace vectoriel
sur R.

o F={(z,y) € R? z+ 3y =2021} n'est pas un sous-espace vectoriel de R?, espace vectoriel sur
R car (0,0) ¢ F.

. . N
e Le sous-ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de R™.

e Le sous-ensemble des fonctions s’annulant en 0 est un sous-espace vectoriel de F(R, R), espace
vectoriel des fonctions de R dans R.

e Le sous-ensemble des complexes imaginaires purs est un sous-espace vectoriel de C espace
vectoriel sur R.

e Le sous-ensemble R3[X] des polynomes de degré au plus 3 est un sous-espace vectoriel de R[X],
espace vectoriel sur R.

e Le sous-ensemble des complexes de module 1 n’est pas un sous-espace vectoriel de C espace
vectoriel sur R.

Mise en ceuvre : exercice 11, exercice 12, exercice 13, exercice 14.

Proposition 3.9.— S, (K) et A, (K) sont des sous-espaces vectoriels de M, (K).

Proposition 3.10.— Somme de deux sous-espace vectoriels

Dans E espace vectoriel sur K, on considere F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors F+ G ={Z+y,T € F et §j€ G}.

Par ailleurs F' + G est un sous-espace vectoriel de E.
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Définition : Somme directe de deux sous-espace vectoriels. Sous-espaces vectoriels supplémentaires
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, espace vectoriel sur K.
m  On dit que la somme F + G est directe si et seulement si F NG = {0g}.
On note alors F & G.
m  On dit que F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si F & G = E.

Exemple : Dans le plan R? les deux axes Oz et Oy sont des sous-espaces vectoriels de R? et

Oz & Oy = R? car tout vecteur de R? s’écrit comme somme d'un vecteur de Oz et d'un vecteur
de Oy.

Proposition 3.11.— Les deux sous-espaces vectoriels S, (K) et A, (K) sont des sous-espaces vec-
toriels supplémentaires dans M, (K).

Mise en ceuvre : exercice 15, exercice 16, exercice 17.

Remarque : Nous allons rappeler plus loin des méthodes pour montrer la supplémentarité de deux
sous-espaces vectoriels en utilisant la notion de base ou en utilisant la notion de dimension et méme
aborder la notion de somme de plus de deux sous-espaces vectoriels.

B Familles libres, familles génératrices, bases

Définition : Combinaison linéaire —. On appelle combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs
P

U1, ..., Up de E toute somme E Aitli, OU A1,..., Ap sont des scalaires (c’est-a-dire des éléments de
i=1

K), appelés coefficients de la combinaison linéaire.

Proposition 3.12.— L’ensemble des combinaisons linéaires d’une famille finie X = (t1, ..., U)) est
un sous-espace vectoriel de E, appelé sous-espace vectoriel engendré par X et noté Vect (X).

Définition : Famille libre, famille liée —.
> (ﬁi)ieﬂl,nﬂ , famille finie de vecteurs de E, est libre (on dit aussi que ces vecteurs sont indépendants)
si et seulement si pour toute famille (\;)icp1,n) € K"

Z)\iﬁi =0g=Vie [[1,71]], A = 0.

i=1

» On peut étendre a (4;);c1, famille dénombrable de vecteurs de E. Elle est libre si et seulement
st toutes ses sous-familles finies sont libres.
» Si une famille n’est pas libre, on dit qu’elle est liée.

Remarques : » Toute famille contenue dans une famille libre est libre.

» Toute famille contenant une famille liée est liée. (C’est la contraposition de 'implication
précédente.) En particulier, toute famille contenant le vecteur nul est liée.

» Une famille de deux vecteurs est liée si et seulement si ces deux vecteurs sont colinéaires.

» Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
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Proposition 3.13.— Famille liée et combinaison linéaire —.On suppose [ fini. Une famille (@;);er
est lide si et seulement si I’'un au moins des @; est combinaison linéaire des autres.

Mise en ceuvre : exercice 18.

Définition : Famille génératrice —. Une famille X de E est une famille génératrice de l’es-
pace vectoriel E si et seulement si tout vecteur de E est une combinaison linéaire finie de vecteurs
de E. Dans le cas ou X est une famille finie, on a alors : Vect X = E.

Définition : Base —. Une famille de vecteurs du K-espace vectoriel E est une base de E si et
seulement si elle est une famille libre et génératrice.

Exemples : » (X');cn est une base de K[X] et (X*);c[o,,] est une base de K, [X].

» ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est une base de R®.

Ce sont les bases les plus simples de chacun de ces espaces vectoriels : on dit que ce sont leurs
bases canoniques respectives.

Théoreme 3.14.— Pour tout (k,) € [1,n] x [1, p], notons Ej; la matrice de M., ,,(K) dont tous
les coefficients valent 0 sauf celui a l'intersection de la ligne k et de la colonne ! qui vaut 1. Laj
famille de matrices {Ey;} est une base de M,, ,(K) appelée base canonique de M,, ,,(K).

Mise en ceuvre : exercice 19, exercice 20, exercice 21.

H Dimension

Définition : Espace vectoriel de dimension finie —. Un espace vectoriel est de dimension finie
si et seulement s’il admet une famille génératrice finie.

Proposition 3.15.— Théoreme d’existence d’une base et de la base incompléete —.
» Tout K-espace vectoriel E de dimension finie admet une base finie.

» On peut extraire de toute famille génératrice finie de E une base de F.

» Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E.

Lemme 3.16.— Dans un espace vectoriel de dimension finie, une famille libre ne peut avoir plus
d’éléments qu’une famille génératrice.

Théoreme 3.17.— Théoreme de la dimension —.

Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie ont le méme nombre d’éléments, appelé
dimension de FE et noté dim E.

Par convention, la dimension de {0g} est 0.

Proposition 3.18.— Sidim E = n et si B est une famille de n vecteurs de F, alors il y a équivalence
entre :
(1) B est une base de E (2) B est une famille libre (3) B est une famille génératrice de E.

Mise en ceuvre : exercice 22, exercice 23, exercice 24, exercice 25.
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Proposition 3.19.— Tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel de dimension finie F est
de dimension finie et dim F' < dim E. De plus, si dim F' = dim F, alors F = E.

Théoréme 3.20.— (Mn,p(K), +,.) est un espace vectoriel sur K de dimension np.
1 -1
Remarque : On a : dim S, (K) = % ot dim A, (K) = 7"("2 ).

Mise en ceuvre : exercice 26.

Définition : Base adaptée a un sous-espace vectoriel —. Soit F' un sous-espace vectoriel de
dimension p du K-espace vectoriel de dimension finie E, une base de E est adaptée a F lorsque
ses p premiers vecteurs forment une base de F.

Proposition 3.21.— Coordonnées d’un vecteur dans une base —. Soit B = (€1,€5,- - ,€,) une
base de E. Pour tout vecteur Z de E, il existe un n-uplet unique (z1, 22, ,2,) de K" tel que :

n
T = E mzé'l
i=1

(21,2, ,xy) est le n-uplet des coordonnées du vecteur x dans la base 5.

Mise en ceuvre : exercice 27, exercice 28.

Exemple : Les coordonnées d’un polynome de degré inférieur ou égal a n dans la base canonique
de K,,[X] sont ses coefficients.

Définition : Rang d’une famille de vecteurs —. Le rang d’une famille finie de vecteurs est
la dimension du sous-espace vectoriel qu’elle engendre.
Notation : Le rang de la famille F est noté Rg (F).

Mise en ceuvre : exercice 29.

B Somme et somme directe d’une famille finie de sous-espaces vectoriels

Définition : Somme —. Soit (E;)icp1,n) une famille finie de sous-espaces vectoriels de E, la
n

somme de ces sous-espaces vectoriels est le sous-espace vectoriel, noté g FE;, engendré par
i=1
la réunion des E; :

iEZ = Vect <LnJ E1> .
i=1

i=1

L’appellation < somme de sous-espaces vectoriels > est justifiée par la caractérisation suivante.
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n
Proposition 3.22.— Z FE; est 'ensemble des sommes de vecteurs des E;, autrement dit :
i=1

ﬁ:Ei = {zn:ﬁ“ ou, Vi € [[1,71]], Uu; € El} .
i=1 i=1

Définition : Somme directe —. La somme des sous-espaces vectoriels de la famille (Ei)ie[[l,n]]
n

est directe si et seulement si tout U de E E; se décompose de maniére unique sous la forme :
i=1

\

1_1:2', ou (ﬁi)ie[[l,n]] € By X Ey x - x E,.

1

n
a=
1=
n
Dans ce cas, on note la somme de ces sous-espaces vectoriels : @ E;.

=1

Proposition 3.23.— Caractérisation par I'unicité de la décomposition du vecteur nul—. La
somme des sous-espaces vectoriels de la famille (Ei)ieﬂl,n]] est directe si et seulement si :

YV (i, o, -+ iin) € By X By X -+ X Ep, <ZﬁiOE:>W€ [[1,71]],12'1-0]3>.

i=1

Théoreme-Définition 3.24.— Base adaptée a une décomposition en somme directe —.
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et (E;);c[1,»] une famille de n sous-espaces vectoriels
de FE, de bases respectives B;, 1 <i < n.

Si la somme des (F;)ie[1,n] est directe, alors B = (B, ..., B,) est une base de @ E;.
i=1

Si, de plus, £ = @EZ alors B = (Bi,...,B,) est une base de E dite base adaptée a la
i=1

n
décomposition F = @ E;.
i=1

Corollaire 3.25.— Dimension de la somme de deux sous-espaces vectoriels —.
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie E :

[dim (F + G) =dim F + dim G — dim (F N G), dim (F & G) = dim F + dim G|

Mise en ceuvre : exercice 30, exercice 31, exercice 32.

B Application linéaire, lien avec les matrices (rappel de TSI1)

On désigne par E et F' deux K-espaces vectoriels.
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Définition : Une application v : E — F est dite linéaire si elle vérifie :

Y(Z,7) € B, VA € K, u(Z+ M) = u(F) + \u(¥)

Proposition 3.26.— L’application trace définie par : M,,(K) — K, A+ Tr(A) est linéaire.

Notation : On note L(E, F) U'ensemble des applications linéaires de E vers F'.

L(E, F) est un K-espace vectoriel. Lorsque E et F' sont de dimension finie, on a :

[dim £(E, F) = dim (E) x dim (F)]

> Une application linéaire de F dans E est appelée endomorphisme de F.

> Une application linéaire de E' dans F' bijective est appelée isomorphisme.

> On dit que deux espaces vectoriels F et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de E
vers F.

> Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et et seulement s’ils ont la méme
dimension. En particulier tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K.

Mise en ceuvre : exercice 33, exercice 34.

Définition d’une application linéaire par image d’une base

Théoréme 3.27.— Soit (€;);c; une base de E et ( f;)ie 7 une famille de vecteurs appartenant a un
espace vectoriel F'.
» Il existe une unique application linéaire u de E vers F' telle que :

viel, u(@)=f.

» Pour que u soit injective, il faut et il suffit que la famille (f;);ecs soit libre.
» Pour que u soit surjective, il faut et il suffit que la famille (

_;)iej engendre F.
» Pour que w soit bijective, il faut et il suffit que la famille (f;);cs soit une base de F'.

Une application linéaire u de E vers F' est entierement déterminée par son action sur une base de
E.

> Supposons que F et F' aient pour dimensions respectives p et n.

Soit B = (€1, ...,€p) une base de E et C = (fi, ,ﬂ) une base de F'. Une application linéaire u
de E vers F est entierement déterminée par la donnée des vecteurs u(€;), qui, eux-mémes, sont
déterminés par leurs coordonnées dans la base C.

Définition : La matrice de u par rapport auzx bases B et C et on note Mpc(u), la matrice de
Mo, p(K) dont la jé™¢ colonne est formée des coordonnées du vecteur u(€;) dans la base C.

n
Remarque : Sil'on note Mg c(u) = (a;;), on a pour tout j € [1,p] : u(€;) = Z aijf:-.
i=1

Mise en ceuvre : exercice 35, exercice 36.
Noyau, image d’une application linéaire

Définition : Soit u € L(E, F). On appelle noyau de u ’ensemble noté ker(u), défini par

ker(u) = {Z € E | u(Z) =0p}
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Proposition 3.28.— Soit u € L(E, F).

Le noyau de u est un sous-espace vectoriel de E.

L’application w est injective si et seulement si son noyau est réduit a {0g}.

Définition : Soit u € L(E, F). On appelle image de u 'ensemble noté Im (u) défini par :

Im(u) =u(E) ={u(@) |Z€E}={yeF|3FcE, y=ud)}

Proposition 3.29.— Soit u € L(FE, F). L’image de u est sous-espace vectoriel de F'.

Mise en ceuvre : exercice 37, exercice 38, exercice 39, exercice 40, exercice 41, exercice 42.
Notion de rang

Définition : Le rang d’une application linéaire u de E vers F' est la dimension de son image.
1l est noté Rg (u).

Si E est un K-espace vectoriel de dimension n et (eq,...,e,) est une base de E, le rang de u €
L(E, F) est le rang de la famille de vecteurs (u(eq), ..., u(en)).

Définition : Le rang d’une matrice A € M, ,(K) est le rang de ses p vecteurs colonnes dans K".
Il est noté Rg(A).

Le rang de A est un entier vérifiant Rg (A) < min(n,p). Il s’agit du nombre maximal de colonnes
de A linéairement indépendantes dans K.

> Le rang d’une matrice est le rang de toute application linéaire qu’elle représente.

> Le rang d’une matrice de M,, ,(K) est également le rang de ses n vecteurs lignes dans KP.
Autrement dit, une matrice et sa transposée ont méme rang.

Remarque : On peut utiliser les opérations élémentaires sur les lignes et colonnes pour simplifier
une matrice et en déterminer son rang qui lui n’est pas modifié par ces opérations. L’idée est
d’aboutir a une matrice triangulaire supérieure ou inférieure. On obtient alors son rang sans souci.

Mise en ceuvre : exercice 43.

Théoreme 3.30 (théoréme du rang).— Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' un
K-espace vectoriel et uw € L(E, F). Alors Im (u) est de dimension finie et :

|dimE = dim (keru) + Rg (u)l

Mise en ceuvre : exercice 44, exercice 45.

Corollaire 3.31.— Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et v € L(E, F).
On suppose que E et F ont méme dimension : dim £ = dim F.
Les propositions suivantes sont alors équivalentes :

u est bijective < u est injective < u est surjective

Changement de bases en dimension finie
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Définition : Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, B = (e1,...,ep) et
B' = (e},...,el) deux bases de E. On appelle matrice de passage de la base B a la base B, la

’rn

matrice de dont la j°™ colonne est formée des coordomnées du vecteur e} par rapport & la base
(617 R en)'

Notons P la matrice de passage entre les bases B et B’. P est la matrice par rapport aux bases B’
et B (attention a l'ordre!), de I’application linéaire Idg.

Soit @ la matrice de passage de la base B’ & la base B; Q est la matrice de Idg par rapport aux
bases B et B’. On sait alors que QP est la matrice de Idg o Idg = Idg par rapport aux bases B’

et B'; donc QP = I,,. La matrice P est inversible et P~! = Q.

Théoreme 3.32.— Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7, v un endomorphisme de F, B et
B’ deux bases de E. Sil’on note A et A’ les matrices de u respectivement dans les bases B et B’ :

A =P AP

égalité dans laquelle P désigne la matrice de passage de la base B a la base B’.

Mise en ceuvre : exercice 46.

Remarque : Supposons que A soit la matrice d’un endomorphisme d'un K-espace vectoriel F
par rapport & une base. Dire que A’ est semblable & A signifie que A’ est la matrice du méme
endomorphisme par rapport a une autre base de F.

Définition : On appelle trace d’un endomorphisme u de E la trace d’une matrice représentant u
dans une base de E. On la note Tr(u).

Cas particuliers importants : projections et symétries

Définition : Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Alors tout vecteur
Z de E s’écrit de fagon unique sous la forme ¥ = ¥p + Zg, ou Tp € F et ¥g € G. L’application
qui a & associe T est la projection sur F' dans la direction de G et l’application qui & T associe
Zq est la projection sur G dans la direction de F.

Proposition 3.33.— Les deux applications projections précédentes sont des endomorphismes de
E, leur image est le sous-espace vectoriel sur lequel on projette et leur noyau est leur direction.

Dans une base adaptée a la décomposition en somme directe, la matrice d’une projection est
diagonale avec des 1 et des 0 sur la diagonale.

Comment définir analytiquement une projection connaissant les deux sous-espaces vectoriels
FetG?

Mise en ceuvre : exercice 47.
Définition : Un endomorphisme p de E est un projecteur s’il vérifie p?> = p.

Pour un projecteur p de E, on a : Im (p) = Ker (p — Idg).

Théoreme 3.34.— Soit p un projecteur de E. Les sous-espaces vectoriels Ker (p) et Im (p) sont
supplémentaires dans E : E = ker(p) @ Im (p).
Alors p est la projection sur Im (p) dans la direction de Ker (p).
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Comment a partir d’'une matrice reconnaitre une projection et ses caractéristiques
Mise en ceuvre : exercice 48.

Définition : Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. L’application qui a
Z associe ¥p — Tq est la symétrie vectorielle par rapport a F dans la direction de G.

Proposition 3.35.— Si P est la projection sur F' dans la direction de G et s la symétrie vectorielle
par rapport a F' dans la direction de G alors : s = 2p — Idg.

Dans une base adaptée a la décomposition en somme directe, la matrice d’une symétrie est diagonale
avec des 1 et des —1 sur la diagonale.

Comment définir analytiquement une symétrie connaissant les deux sous-espaces vectoriels F’
et G?

Mise en ceuvre : exercice 49.

Définition : Un endomorphisme s de E est une symétrie s’il vérifie s> = Idg.

Proposition 3.36.— Si s? = Idg, alors s est la symétrie vectorielle par rapport & Ker (s — Idg)
dans la direction de Ker (s + Idg).

Comment a partir d’'une matrice reconnaitre une symétrie vectorielle et ses caractéristiques

Mise en ceuvre : exercice 50.
Toute symétrie de F est un endomorphisme bijectif, égal a son inverse.

B Sous-espace stable

Définition : On dit qu’un sous-espace vectoriel F' de E est stable par un endomorphisme u de E
si u(F) est contenu dans F, c’est-a dire si et seulement si : uw(F) C F.

Théoreme 3.37.— Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n, F' un sous-espace vectoriel de
dimension p et v un endomorphisme de E. Les propositions suivantes sont équivalentes :
» F est stable par u ;
» pour tout supplémentaire G de F' dans F, la matrice de u dans toute base B adaptée a la
décomposition £ = F & G est de la forme :
A B

o A € M,(K), Be My,_p(K) et C e M,_,(K).
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Méthodes

B Produit de deux matrices

Avant d’effectuer le produit de deux matrices A et B, dans cet ordre, il faut d’abord vérifier que
le nombre de colonnes de la matrice A est égal au nombre de lignes de la matrice B. Cela donnera
un produit AB qui a pour nombre de lignes celui de la matrice A et pour nombre de colonnes celui
de la matrice B. Avant de faire le produit, on doit donc avoir la taille de AB ce qui permettra de
nous guider.

(d Méthode 3.1.— Comment effectuer le produit de A et B dans cet ordre
— On écrit de gauche a droite le contenu de la matrice A puis celui de la matrice B
et enfin la place du produit AB.
— On calcule ensuite chaque coefficient d’indice (4, j) de AB, par exemple pour avoir
son coefficient & I'intersection de la ligne i et colonne j, on encadre la ligne L; de
A et la colonne C; de B puis on effectue la somme des produits deux a deux des
coefficients de L; et de C}, de gauche vers la droite pour L; et de haut en bas pour

C;.

b1,

V(i,5) € {1,....,n} x {1,...,p} : (AB); ; = ( a1 - Qg - Qin ) b
bn,j

ce qui donne bien

(AB)i,j = ai,lbLj + ...+ ai,kka + ...+ aimbn,j
Exemple : 1) Calculons le produit de A = ¢ -l par B = 1 i Comme A et
1 4 1—¢ 144 )°

B sont des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans C, il en est de méme de leur produit. Par
exemple, le coefficient ¢11; de AB est :

cp=ix1—1x(1—i)=2—1.

On trouve :

AxBAB<1+% —i >

2+1 -1

De méme, on peut calculer :

0 0 0 0
BXABA(2(1+¢) 2(—1+i))2( 14 —1+i)'

On remarque au passage que AB # BA, ce qui est généralement le cas.
2) Calculons maintenant le produit matriciel :

0 1 2 1
0 2 -1 -1
(11)(2 ° 2) -1 1 -2 (1) (2) (3>
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On remarque que ce produit étant le produit d’une matrice de M 2(R) par une matrice de M 3(R)
puis par une matrice de M3 3(R) puis par une matrice de M3 2(R) puis enfin par une matrice de
M 1(R), on obtient une matrice & une ligne et une colonne. Pour la calculer, d’apres ’associativité
du produit, on peut calculer par exemple le produit des deux premiéres, notons le P (c’est une
matrice & une ligne et trois colonnes) et parallelement faire le produit des deux suivantes que 1’on
note ) (c’est une matrice & trois lignes et deux colonnes). Puis on fait le produit PQ qui donne
une matrice a une ligne et deux colonnes et enfin on fait le produit du résultat obtenu avec la

derniere matrice. Calculons :
0 2 -1
P_(ll)(2 -1 2)

On écrit en appliquant la regle de produit rappelée plus haut,

Pi=(1 1)(02):2,13172:(1 1)(21):3

pour les deux premiers coefficients et enfin pour le troisieme coefficient

Pg=(1 —1)<_21)3

Ensuite, on calcule la matrice @ de la méme fagon, on trouve

-2 3

Puis il nous faut calculer le produit PQ, cela donnera (le faire),

PQ=(-1 -15)
et enfin le produit de PQ par ( _31 ) qui fait (—44).

Remarque : dans le cas de matrices carrées, on peut remarquer (et on retiendra que) :

» le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est une matrice trian-
gulaire supérieure (resp. inférieure);

» le produit de matrices diagonales est une matrice diagonale.

Mise en ceuvre : exercice 77, exercice 77.

B Comment montrer qu’une famille de vecteurs est libre

W Méthode 3.2.— » Si la famille est finie, on prouve qu'une combinaison
linéaire des vecteurs de cette famille est nulle si, et seulement si, ses coefficients
sont tous nuls.

» Sila famille n’est pas finie, on prouve que toute sous-famille finie extraite de cette
famille est libre. On effectue alors souvent une récurrence.

» On peut aussi montrer que cette famille est I'image d’une famille libre par une
application linéaire injective.

» Sil’on connait les composantes des vecteurs dans une base donnée, on peut faire
appel au pivot de Gauss (voir le chapitre consacré aux matrices).
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Exemple : Pour n € N, soit f,, : x — cos™(x). Montrer que la famille (ﬁ)neN est une famille libre
du R-espace vectoriel F(R,R) des fonctions de R dans R.

Soit I une partie finie contenue dans N, montrons que la famille ( f_’;)ze 1 est libre. Soit (A;);er une
famille de réels telle que :

dAfi=0 = ()¥zeR, > Acos'(z)=0.
icl i€l
Notons P le polynoéme de R[X] défini par P = Z A\ X% De I’égalité (1), on déduit que pour tout
icl
réel x : P(cos(x)) = 0. On en déduit que P est le polynéme nul car il admet une infinité de racines.
Tous les \; sont nuls et la famille (f;);es est libre.

B Comment montrer qu’une famille B est une base du K-espace vectoriel F

(' Méthode 3.3.— » On utilise la définition : on montre que B est libre et génératrice
dans E.
» Sidim(E)=mn et si B est de cardinal n, il suffit de montrer que B est libre (respecti-
vement génératrice).

» On peut montrer que B est une base adaptée a une décomposition en somme directe
de E.

» On peut aussi montrer que B est 'image d’une base d’un espace vectoriel F' par un
isomorphisme de F' dans F.
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Exemple : Soit E le sous-espace vectoriel de M, (K) constitué des matrices diagonales.

1. Montrer que f : R™ = E, (21, ...,2,) — diag (21, ..., 2, ) est un isomorphisme.

2. Soit alors A la matrice de E définie par : A = diag(1,2,...,n). Montrer que la famille
(I,, A A2 ... A1) est une base de E.

1. D’application : f : R" — E, (21, ...,2,) — diag (x1,...,2,) est un isomorphisme; en effet elle
est clairement linéaire car :

Fl(@1, s n) + Ay, -y yn)) = diag (1 + A1, oo, T + Ayn) = F((21, s 20)) + A (Y1, s Yn))

pour tout A € K. De plus, f est surjective par construction.

Enfin, si (21,...,2,) € ker f, 1 = ... = x, = 0. f est bien injective donc est un isomorphisme.

2. Ainsi dim (E) = dim (R™) = n. Puisque la famille (I,,, A, A%, ..., A"~!) est de cardinal n, il suffit
de justifier qu’elle est libre pour établir qu’elle forme une base de E. Soit Ag,...,A,—1 des réels
tels que :

Xolp +MA+ -+ A 1AV =0 (%)

Introduisons le polynéome P de R,,_1[X] en posant : P = \g+ A1 X +---+)\,_1 X"~ L. De la relation
(%), on déduit que pour tout entier k € [1,n] : P(k) = 0. Le polyndéme P posséde alors n racines
distinctes ; étant de degré inférieur ou égal a n— 1, il est nul. Tous les A; sont donc nuls et la famille
(I, A, -+, A" 1) est une base de E.

B Comment montrer que la somme de p sous-espaces vectoriels est directe

' Méthode 3.4.— Soit Fy,..., F, une famille de p sous-espaces vectoriels d'un K-
espace vectoriel F.
» Sip =2, on montre que F; N F» = {Og} pour justifier que F} et F5 sont en somme
directe.
(Attention, ce résultat n’est plus suffisant si p > 3.)
» Sip > 3, on utilise la proposition du cours. Pour cela on montre que :

fit+fot - +f=0

il fo . }zﬁWGMmLﬁa
(fisfor s fp) EFL X Fy x -+ X F,

Exemple : Soit Q un polynéme non nul de K[X]| et p € N*. Pour tout entier k € [1,p], on pose
Fj, = Vect (XkQ). Montrer que les sous-espaces vectoriels Iy, ..., F, sont en somme directe.

Soit Ry, ..., R, des polyndmes appartenant respectivement & Fi,. .., F}, tels que :
Ri+Ry+---+ R, =0.
Pour tout entier i € [1,p], il existe un scalaire \; tel que R; = \; X‘Q. Puisque Q # 0, on a :

MXQ+XX2Q+ -+ X,XPQ =0 = MX + X2+ -+ \,XP=0.

Puisque la famille (X*) ke[1,p] st libre, tous les A; sont nuls. La somme des F; est donc directe.
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B Comment montrer que E = F § G

 Méthode 3.5.— » On choisit un vecteur ¥ quelconque de F et on montre qu’il
s’écrit de maniere unique sous la forme ¥ = f+g‘ avec (f, g) € F' x G. Pour cela, on peut
procéder par analyse-synthése.
» Analyse — On suppose qu'un tel couple existe et on cherche & exprimer f et ¢
uniquement en fonction de Z.
» Synthése — On vérifie que les vecteurs f et ¢ trouvés précédemment conviennent
; c’est-a-dire que (f, J) €EF xG et f+§=1.
» On peut aussi montrer que la réunion d’'une base de F' et d’une base de G est une
base de E.
» Si F est de dimension finie, on peut utiliser le théoreme 3.25. Dans la plupart des
cas, on essaiera de montrer que F NG = 0g puis que dim (E) = dim (F) + dim (G).

Exemple : Soit E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de E vérifiant u + u> = 0.
Montrer que ker(u) et ker(u?+g) sont supplémentaires dans E.

Soit ' € E.

> Analyse — On suppose qu’il existe un couple (¥, 2) € ker(u) x ker(u?+xg) tel que ¥ = ¢ + 7.
Puisque u(%) = 0, on a u*(Z) = u*(2). Or 7 € ker(u?+g), ainsi u*(Z) = —Z. On vient de prouver
que nécessairement z = —u?(7) et § = T + u?().

> Synthése — Posons § = T + u?(T) et 2= —u?(T).

On a bien 4+ 2= Z.

Puisque u + u® = 0, alors u(7) = 0 et 7 € ker(u).

On a: (u?+g)(2) = —(u* + u?)(Z) = —u(u®(@) + w(@)) = 0. Puisque v® + v = 0, on a bien
7 € ker(u’+g).

Tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme somme d’un vecteur de ker(u) et d’un vecteur
de ker(u?+g) : E = ker(u) ® ker(u?+g).

B Comment montrer que F' est stable par u

 Méthode 3.6.— » On montre que l'image par v d’un vecteur quelconque de F'
est encore un vecteur de F.

» Sil'on sait que F' = Vect (ﬁ, ceey ﬁl), il suffit de montrer que pour tout i € [1, p], u(ﬁ)
est un vecteur de F'.

Exemple : Soit n € N*. Montrer que R,[X] est stable par Uapplication linéaire A définie sur R[X]
par :

VP e R[X], A(P)=(X2+1)P' —nXP.
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Puisque (1, X,...,X™) est une base de R,[X], pour justifier que R,[X] est stable par A il suffit
de vérifier que pour tout entier k € [0,n], on a : A(X*) € R,,[X].

Soit k € [0,n], on a : A(XF) = (k —n)XF*+ 4 g Xk

> Sik <n,onadeg(A(X")) =k+1<netpar conséquent A(X") € R,[X].

> Pour k =n, on a A(X") =nX""! e R,[X].

Ainsi, R,[X] est stable par A.

B Sachant que E = F & G, comment déterminer la projection d’un vecteur
& sur F parallelement a G (rappel de TSI1)

W Méthode 3.7.— On décompose le vecteur ¥ suivant F' et G, c’est-a-dire on

détermine 1'unique couple (f, g) € F x G tel que & = f+ §. La projection de & sur
F parallelement a G est alors le vecteur f.

Exemple : Soit F = {(z,y,2) €R’ [z +y+2=0} et G={(z,y,2) R’ |z = —y=z}.

1. Justifier que F et G sont supplémentaires dans R®.

2. Soit (z,y,2) € R?, déterminer la projection de (x,y,2) sur F parallélement ¢ G.

3. En déduire la matrice dans la base canonique de R® de la projection sur F parallélement & G,
puis de la projection sur G parallélement a F'.

1. F est un hyperplan de R®, il est de dimension 2. De plus G = (1, —1,1), et ainsi on a dim (F) +
dim (G) = 3. Puisque F NG = {0}, on a bien : R®* = F & G.
2. Soit X = (z,y,2) € R3, on sait qu’il existe un unique couple (f,§) e FxGtelque: X = f+4g.

—

En posant f = (z1,y1,21) et § = (22,y2,22), on a :

r=x1+ 2o To =T +Yy+2
Y=+ Zo=x+Yy+z
Z=2z1+ 22 Yo=—T—Y—2
<~
1 +y1+21=0 T1=T—Ta=—Y—2
To = —Y2 Ni=y—Y2=r+2y+z
X9 = Z9 21 =F—R=—T—Y

—

La projection de (x,y, z) sur F est le vecteur f = (—y — z,2+ 2y + z, —x — y).
3. Notons P la matrice dans la base canonique de la projection sur F parallelement & G. On vient
de prouver que pour tout (z,y,z) € R®, on a :

T -y —z 0o -1 -1 T
Plyl=|z+2y+2z| =11 2 1 Y
z —Tr—y -1 -1 0 z

Cette égalité est vraie pour tout (z,y,2) € R® donc

0 -1 -1
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Notons @ la matrice de la projection sur G parallelement a F. Puisque P+ @ = I3, on a :

I
|
—
—
|
—

Q

B Comment déterminer si une matrice carrée est inversible

 Méthode 3.8.— » Une premiére piste est de démontrer qu’elle possede un inverse
a gauche ou a droite.
» Une deuxieéme piste est d’utiliser le fait que A est la matrice d’'un endomorphisme ¢
dans la base canonique. II suffit alors de trouver ¢! et d’exprimer alors sa matrice dans
la base canonique. C’est A~!. Cette méthode donne explicitement I’inverse.
» Une troisieme piste est de résoudre un systeme :

» si AX =0 a une solution X # 0, A n’est pas inversible;

» si AX = B n’a pas de solution ou alors n’est pas unique, alors A n’est pas
inversible;

» si AX = B a une solution unique, alors A est inversible. De plus I'unique solution
X du systeme vérifie Xg = A71B et cela permet de déterminer A1,

» Une quatrieme piste est de transformer la matrice en utilisant des opérations
élémentaires sur les lignes ou sur les colonnes et aboutir a une matrice triangulaire
supérieure ou inférieure (on peut arriver & I,, mais ce n’est pas nécessaire) et conclure
quant au rang de la matrice de départ qui est le méme que celui de la matrice d’arrivée.
On retiendra en particulier que si 'on peut transformer A par opérations élémentaires
en une matrice triangulaire supérieure a termes diagonaux tous non nuls, son rang est n
et la famille de vecteurs associée & cette matrice est une base de K”.

» Une cinquiéme piste est d’utiliser la méthode de Gauss-Jordan :

m on écrit d’abord la matrice & p lignes et 2p colonnes schématisée par c|cAlI,,
le symbole | étant juste une barriere virtuelle qui permet de distinguer les deux
parties importantes de la matrice;

m on transforme cette matrice par opérations élémentaires sur les lignes (sans se
soucier de la barriere virtuelle) pour aboutir & la matrice schématisée par c|cl, A=

» Une sixieme piste est de partir de : aplp + a1 A+ ... + a, A" = Op, avec ag # 0 et
n € N*. Ce type d’égalité est fournie par ’énoncé. Alors :

a a a a
A x <—11p —— —”A”l) =1, et (—11p —— —”A”l) x A=1,
ao ao ao ag
. . . 1 ai Qn 4 p—1
ce qui prouve que A est inversible et que A= = ( ——I, — ... — —A
ag ap

» Une septiéme piste est de calculer le déterminant de la matrice A et on sait que A
est inversible si et seulement si det(A) est non nul. Cette piste est évidemment a mettre
a I’écart si vous n’avez pas encore vu les déterminants.

Remarque : pour privilégier telle ou telle piste, tout dépend en fait de ce que 'on veut.
Si I'on cherche l'expression de A™!, on pourra par exemple résoudre completement AX = B,
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chercher B tel que AB = I,, ou encore utiliser une relation du type aolp, + a1 A+ ... + a, A" = O,
si elle est fournit !

Si l'on cherche simplement & montrer que A n’est pas inversible, on peut par exemple chercher
X #0 tel que AX =0.

Exemple : Soit B une matrice de M, (K), nilpotente d’ordre p, c’est-a-dire telle que :
BP =0et BP~1 #£0.

Montrer que I, — B est inversible et trouver cet inverse.

Ici, posons C = I,, + B + ... + BP~ L.

Par analogie avec les réels et les sommes de suites géométriques : (I, — B)C' =1, — B? = I,,.
Donc C est 'inverse de I, — B. On a montré au passage que I,, — B est inversible (car il possede
un inverse!). Retenez cet exemple car il est trés classique.

B Comment modifier la matrice d’'une application linéaire en changeant les
bases

Soit B = {e1,...,e,} une base de E, C = {f1, ..., fn} une base de F et ¢ une application linéaire de
E dans F' avec dim £/ = p et dim I = n. Considérons deux nouvelles bases, B’ = {e},...,e,} de E
et C' = {f1,.... f,} de F. On part de la matrice Mp ¢c(¢) de ¢ par rapport aux bases B et C et le
but du jeu c’est de trouver la matrice Mp/ ¢/ (¢) qui est la matrice de ¢, I’espace vectoriel E étant
rapporté a la base B’ et 'espace vectoriel F' étant rapporté a la base C'.

' Méthode 3.9.— [1] On peut déterminer les matrices de passage de la base
B a la base B’ et de la base C & la base C’. On rappelle que leurs colonnes sont
les images des vecteurs de la premiere base, exprimés dans la seconde. On note

’ ’ ’ -1
Pg et PCC les deux matrices de passage. On calcule ensuite (Pg ) par une
méthode d’inversion de matrice.

/

N —1
On calcule enfin le produit (PCC ) Mpgc(¢)PE .

Cette méthode inclut le cas particulier important ol ¢ est un endomorphisme (dans ce cas, on
prend en général : B=C et B’ =C’).

Exemple : soit la matrice Mp(¢) = . Cette matrice représente ’endomorphisme ¢,

Pespace vectoriel R® étant rapporté a sa base canonique B = {e1, 2, e3}.
Nous allons maintenant considérer la nouvelle base B’ = {e; + e + e3, —€1 + €2, —e1 + e3}.

1 -1 -1 L1 11
Oncalcule: P§ = 1 1 0 |et (Pg/)—lzg -1 2 -1
1 0 1 -1 -1 2
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4
Ona: Mg/(¢) = (P§) "' Ms(¢)P§ = | 0
0

o~ O
= o O

Remarque : il existe une méthode parfois plus rapide. On part de la remarque que pour tout j
variant de 1 & p, la colonne C; de Mpc(¢) représente I'image de e; exprimé dans C et que la
colonne C; de Mp ¢(¢) représente 'image de e;- exprimé dans C’. 1l suffit donc de savoir exprimer
directement l'image de e;- qui est une combinaison linéaire des images des vecteurs e, ..., e, dans
C'. 1l faut faire cela bien entendu & partir des images de vecteurs e; dans C.

Si cela est possible, on évite bien des calculs!

B Comment calculer une puissance AP d’une matrice donnée A € M, (K)

(Ici pas de connaissance particuliere de diagonalisation : on compléte la méthode dans le chapitre
sur la réduction des matrices.)

 Méthode 3.10.— » Une premiere piste est le calcul des premieres puissances
de A puis de conjecturer l'expression de AP en fonction de p et enfin démontrer cette
formule par récurrence.

» Une deuxiéme piste est l'utilisation de la formule du binéme de Newton, on peut
procéder de la facon suivante :

— décomposer A sous forme A = D+ N, ou D est diagonale et N ayant des puissances
simples (par exemple nilpotente);

— vérifier que D et N commutent;

— appliquer la formule du bindme de Newton.

» Une troisiéme piste est d’utiliser une relation du type aol, + a1 A+ ...+ an A" = O,
avec n < p. Dans ce cas, 'on pose P =ag +a1 X + ... + a, X"

— On détermine le reste R de la division euclidienne de XP? par P;
— En ce cas, on a alors AP = R(A).

» Une quatrieme piste est de se souvenir que A représente la matrice d’'un endomor-
phisme ¢ par rapport a la base canonique, notée B de K™. Il suffit alors de trouver une
base dans laquelle la matrice B de ¢ par rapport & une nouvelle base B’ de K™ soit assez
simple pour que 'on puisse en déduire BP sans probleme. On utilise alors 'implication :

’ A 1 ’ ’ -1
A=pPEB(PE) = ar=PEBr(PF)  etle produit donne AP.
On utilisera abondamment cette piste dans le chapitre sur la diagonalisation.

1 1 1
Exemple: Soit J=| 1 1 1 |. Calculer JP, p € N.
1 1 1

Rapidement, on a : J? = 3J. Par récurrence, on montre rapidement que : Vp > 1, JP = 3P~ 1J.
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. Calculer AP par plusieurs méthodes.

[ NI S
DO = =

2
Exemple : Soit A= 1| 1
1

1. Tllustrons la deuxieme piste de la méthode 3.10. On remarque que A = J + I3, ou J est la
matrice précédente (quel heureux hasard!).

p
1
AP =" (i)?ﬁkﬂ <€>Ig =3[ -1J+ 1

k=1

Le lecteur développe AP.

6 5 5
2. Illustrons la troisieme piste de la méthode 3.10. On calcule A2 = [ 5 6 5 | et on remarque
5 5 6

que A% =5A — 4I5. Posons P = X2 — 5X + 4. On écrit alors :

XP = (X2 -5X +4)Q + apX + by,
ol a, et b, sont deux réels a calculer. Comme X2 —5X +4 a pour racines 1 et 4, on a 1 = a, + b,
et 47 = 4a, + by, ce qui donne a, = (47 —1)/3 et b, = 4(1 — 4P~1)/3. On conclut que

1 4 L 2 -1 4
AP:§(4P—1)A+§(1—4P‘1)13:— 4P —1 4P 42 4P —1
4P —1 4P —1 4P 42

Remarque : dans le cas ou le polynome P trouvé est de degré au plus 2, on peut aussi partir de
A% = ap A + B215 et remarquer par récurrence que AP = a, A + 8,15. Cette relation est vraie pour
p=0en posant ag =0 et Sy =1 et pour p =1 en posant a; = 1 et §; = 0. On en déduit alors
AP en exprimant oy, et B, en utilisant des relations de récurrence d’ordre 2. Ainsi, si I'on reprend :

2 1 1
A=11 2 1|,
1 1 2
onaas =5 et 3 =—4. On peut écrire AP = APA = (A + Bpl3)A = A% + B,A

= ap(SA — 4[3) + ﬁpA = (5ap + B;D)A — 4apI3 = ap+1A + 6p+113

Il reste a identifier bay, + B, = apy1 et —4ay, = Bp41. Cela donne oy 0 — Sapy1 + 4oy, = 0 et en
utilisant le cours sur les récurrences linéaires d’ordre 2 des suites (si vous lavez fait), on remarque
que oy, est une combinaison linéaire de 1 et de 47. En utilisant le fait que ap =0 et oy =1, on a
ap = (47 — 1)/3 et on retrouve ensuite 3.

3. Hllustrons la quatrieme piste de la méthode 3.10.
La matrice A représente endomorphisme ¢, Pespace vectoriel R® étant rapporté & sa base cano-
nique B = {ey, e3,e3}. Nous allons maintenant considérer la nouvelle base :

B ={e1+es+e3, —er +ex,—e1 +e3}

La matrice de passage et son inverse ont été calculés plus haut. Appelons B la matrice de ¢ par
rapport & la base B’. Elle a été calculée elle aussi plus haut. On écrit pour tout p entier,

A=PBP != A? = pBPpP~L
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On retrouve alors :

42 0 0 4P 42 4P —1 4P -1
BP = 0 1 0 |=>AP=—| 4P -1 4P 42 4P -1
0 0 1 4P —1 4P —1 4P 42

omment calculer la trace d’un endomorphisme u de
mC t calculer la t d’ d ph de E

() Méthode 3.11.— On choisit une base de F et on détermine la matrice de u dans

cette base. La trace de u est alors la somme des coefficients diagonaux de cette matrice.

Exemple : Soit A € M, (K) une matrice non nulle. Déterminer la trace de l’endomorphisme u
de My, (K) défini par :
VM e M,(K), u(M)=Tr(M)A.

D’apres le théoreme de la base incomplete, il existe n? — 1 matrices, Fa, ..., E,,2, telles que la famille
B = (A, Es, ..., E,2) soit une base de M,,(K). Dans cette base, la matrice de u est de la forme
suivante (seule la premiere ligne est non nulle) :

Tr(A) Tr(Es) Tr(E,:z)
X = 0 0 0
0 0 0

On en déduit que Tr(u) = Tr(A).

B Comment appliquer le théoreme du rang a une matrice A € M,, ,(K)

 Méthode 3.12.— On applique ce théoréme a l’application linéaire u € L(K? K")
canoniquement associée a la matrice A, ce qui donne :

p =dim (ker(4)) + Rg(4)

ou p est le nombre de colonnes de la matrice A.

1 1
Exemple : Soit a et b deux réels et A= | a b |. Déterminer la dimension de ker(A).
a? b?

> Sia=b,la matrice A est de rang 1. Le théoreme du rang nous donne alors :
2 =Rg(A) + dim (ker(A)) soit dim (ker(A)) = 1.

> Sia## b, la matrice A est de rang 2 et par conséquent dim (ker(A)) =0.
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Chapitre 4

Révision : Probabilités finies

7



B Objectifs

m Les

|
|
>

>

incontournables
identifier et modéliser I’expérience aléatoire ;
traduire ensemblistement 1’énoncé ;

utiliser les propriétés classiques de probabilités, notamment reconnaitre une probabilité
conditionnelle ;

mettre en fonction les formules des probabilités totales, des probabilités composées et
de Bayes et savoir laquelle utiliser ;

faire fonctionner lI'indépendance de deux événements, 'indépendance mutuelle d’une
famille finie d’événements.

m  Et plus si affinités ...

>

Etendre la formule des probabilités totales a une suite d’événements deux a deux in-
compatibles dont la somme des probabilités vaut 1;

utiliser la formule des probabilités totales pour obtenir une relation de récurrence entre
les termes d’une suite de probabilités.
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Résumé de cours

B Rappels sur les dénombrements

On rappelle que 0! =1 et n! =n x (n — 1) x ... X 1 pour n entier non nul.

Proposition 4.1.— Nombre d’applications entre deux ensembles finis —. Soit £ et F' deux

ensembles finis de cardinaux respectifs n et p, alors I’ensemble des applications de E dans F' est
de cardinal p”, c’est-a-dire Card FC4F,

Proposition 4.2.— Nombre de parties d’'un ensemble fini—. Soit £ un ensemble fini de cardinall
n alors I'ensemble P(E€) des parties de E est de cardinal 27, c’est-a-dire 20974 F,

Définition : On appelle p—liste(ou p—uplet)de E ensemble finitoutélémentde EP de la forme
(z1, x2, ..., Tp), OU 1, ..., T, sont des éléments de E.

Remarque : L’ordre des éléments compte et il peut y avoir des répétitions.

Proposition 4.3.— Le nombre de p-listes de E de cardinal n est nP.

!
Proposition 4.4.— La nombre de p-listes d’éléments distincts de F est ( v i
n—p)!
Proposition 4.5.— Nombre d’injections entre deux ensembles finis —. Le nombre d’injections
!
d’un ensemble de cardinal p dans un ensemble de cardinal n est ( v i
n—p)!

Définition : Soit E un ensemble fini de cardinal n, on appelle p-combinaison de E toute partie de
FE ap éléments.

n!

Proposition 4.6.— Le nombre de p-combinaison de F de cardinal n est (n) =
p/ (n—p)p!

On rappelle la formule du binéme de Newton :

Y (Y (e

p=0 p=0

On a les formules :

Vp € p1, n], (n”p) - (Z) et Vp e [1,n —1], (Z) _ (nl—)l) + (Z_D

Mise en ceuvre : exercice 01, exercice 02, exercice 03, exercice 04.
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B Le langage des probabilités

Définition : Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut prédire avec certitude
le résultat. L’étude d’une expérience aléatoire commence par la description des résultats possibles,
appelés éventualités. L’ensemble des résultats possibles est appelé univers des possibles.

On le note en général Q.

Exemples : 1. Si nous langons une piece, nous avons deux résultats possibles : Pile ou Face.
L’expérience aléatoire est <« Lancer d’une piece ». Donc Q2 = {Pile, Face}.

2. Si nous langons un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6,, nous avons six résultats
possibles. L’expérience aléatoire est < Lancer d'un dé >.

Donc Q ={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Remarque : Attention, pour certains types d’expérience, on peut avoir plusieurs univers possibles.
Il faut donc que I’énoncé soit le plus précis possible. Sinon, pour résoudre le probleme, il vous
faudra faire des hypotheses supplémentaires. Par exemple, quand nous tirons une carte d’un jeu de
52 cartes, nous pouvons nous intéresser au rang de la carte dans le jeu et définir 'univers comme
I’ensemble des entiers de 1 a 52. On peut s’intéresser aussi a la couleur de la carte obtenue et
définir I'univers comme étant { Pique, Coeur, Carreau, Trefle }.

Définition : Un événement aléatoire est un événement qui peut se produire ou non, suivant le
résultat de l’éxpérience aléatoire. On le représente par l’ensemble des éventualités qui le réalisent.
1l s’agit donc d’une partie A de Q, on écrit : A € P(Q), ot P(Q) est 'ensemble des parties de (2.
On dira que ’événement A est réalisé si le résultat w de cette expérience est élément de A.
Enfin, si A ={w}, donc si A n’a qu’un élément, on dit que A est un événement élémentaire.

Exemples : 1. Pour 'expérience aléatoire <« Lancer d’une piece », Q = {Pile, Face}.

On sait que P(2) = {0, {Pile}, { Face}, Q2}.

Si A est 'événement : < obtenir Pile », alors A = {Pile}.

2. Pour 'expérience aléatoire < Lancer d'un dé », Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Dans ce cas, P(Q2) est
un ensemble qui possede 6! = 720 éléments. On ne va pas 1’écrire en extension! Par contre si A est
Pévénement : < faire un résultat pair » alors A = {2, 4, 6}.

Si A est I'événement : < faire un résultat supérieur & 7 > alors A = (.

Q est appelé I’événement certain et ) est appelé I’événement impossible .

L’identification entre événements aléatoires et parties de €2 permet d’utiliser les opérations ensem-
blistes classiques :

e La disjonction ou réunion de A et B est AU B.

On rappelle que w € AU B si et seulement si w € A ou w € B. Attention le << ou >> n’est pas
exclusif.

e La conjonction ou intersection de A et B est AN B.

On rappelle que w € AN B si et seulement si w € A et w € B.

e La négation ou complémentarité de A est A.

On rappelle que w € A si et seulement si w € Q et w ¢ A.

e La différence de Apar Best A— B=A\B=ANB.

On rappelle que w € A\ B si et seulement si w € A et w ¢ B.

e Inclusion de A dans B est A C B.

On remarque que cela peut aussi se traduire par A = B.
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Enfin, ces opérations interagissent entre-elles de la maniére suivante. Si (4, B, C) € (P(Q))*,

Commutativité : ANB=BNA, AUB=BUA.

Associativité : AN(BNC)=(ANnB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC.

Distributivité : AN (BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Lois de Morgan: ANB=AUB, AUB=ANB.

On peut remarquer que l'associativité permet de définir les parties U A; et ﬂ A;, ou I est un
iel iel
ensemble fini (en géneral des entiers).

Définition : Deux événements A et B sont dits incompatibles lorsque AN B = ().

Définition : Une famille finie (A;)icr d’événements forme un systéme complet d’évévements
si pour tout (i,j) € I? avec i # j, AiNA; =0 et si UAi =Q.
i€l

Exemples : 1) Un systéme complet d’évévements classique est {A, A} en posant A € P(Q)
fixé. En effet, ANA =0 etAUA = Q.

2) Un autre systéme complet d’évévements classique est {AN B, ANB, AN B, AN B} en
posant (A, B) € P(Q)? fixé.

En effet, (AN B)U(ANB)U(ANB)U (AN B) = Q et ces quatre ensembles sont bien disjoints
deux a deux.

Mise en ceuvre : Beaucoup d’exercices utilisent les opérations sur les parties d’'un ensemble. On
les fait plus loin.

B Espace probabilisé fini

Dans toute la suite, 2 désigne un ensemble fini.

Définition : On appelle probabilité sur Q) toute application P : P(Q) — [0,1] qui vérifie les deuz
propriétés suivantes :

e P(Q)=1.

o Si A et B sont incompatibles alors P(AU B) = P(A) + P(B).

Vocabulaire : Le triplet (2, P(Q2), P) est appelé espace probabilisé fini. On dit que si A €
P(R), alors P(A) est la probabilité de A.

On remarque que les deux assertions qui définissent une probabilité suffisent pour fonctionner. Voir
le théoréme suivant.
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Théoreme 4.7.— Soit (2, P(Q2), P) un espace probabilisé fini, et si A et B sont des événements
alors :

P(®) =0, P(A)=1—- P(A), P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B),

P(A\ B) = P(A) — P(ANB), AC B = P(A) < P(B).

Théoreme 4.8.— Formule d’additivité finie. Soit (2, P(Q2), P) un espace probabilisé fini et
(Ai)ieq1,n) une famille d’événements deux a deux incompatibles alors :

En particulier, si Q = {w1, ..., wy, }, une probabilité sur  est entierement définie si 'on connait les
probabilités des événements é‘émentaires {w;} pour tout i € [1,n].
En effet, si A = {w;}ier, ot I C [1,n] alors :

P(A) = 3T P,

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 4.9.— Soit Q = {wy, ..., w, }, un ensemble fini de cardinal n € N* et (p1, ..., pn) un
n-uplet de nombres réels positifs. Pour qu’il existe une probabilité P : Q — [0, 1] telle que pour
tout ¢ € [1,n], P({wi}) = p;, il faut et il suffit que :

p1+p2+...+p, =1

On peut remarquer que comme p; > 0 pour tout ¢ € [1,n] et p1 + ... + p, = 1 alors pour tout
(&S [[17”]]5 pi € [05 1]

Remarque : Souvent dans un exercice, on demande de calculer les probabilités des événements
élémentaires, et avant de continuer dans ’exercice, il faut vérifier que toutes ces probabilités sont
bien entre 0 et 1 et que leur somme soit égale a 1.
On lance un dé cubique truqué tel que la probabilité de faire 6 est 1/2 et celle de faire ¢ est 1/10
pour tout ¢ variant de 1 & 5. Alors si I'on pose p; = P({i} pour tout i € [1,6],

1 1 1 1 1

1
=— 4+ —4+ —4+ —+—+-=1.
P1 +p2 +p3+pa—+ps—+ Pe 10+10+10+10+10 5

C’est cohérent.

7
Puis si A est I’événement : « faire un résultat pair », alors P(A) = ps + ps + pe = 0

Mise en ceuvre : exercice 05, exercice 06, exercice 07.
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Cas particulier important : la probabilité uniforme.

1

Imaginons le lancer d’une piece non truquée alors P({Pile} = P({Face} = 7
1

Imaginons le lancer d’un dé cubique non truqué alors Vi € [1,6], P({i} = 6

Dans tous ces cas courants, on peut calculer la probabilité de n’importe quel événement par le
rapport de deux nombres.

Théoreme 4.10.— Soit A € P(Q) une partie de € et on suppose que tous les événements

élémentaires ont la méme probabilité CaT(Q)' Alors :
Card (A)
PA) = ———+.
(4) Card (©2)

On peut interpréter Card (A) comme le mombre de cas favorables et Card(2) comme le
nombre de cas possibles.

Mise en ceuvre : exercice 08, exercice 09

H Conditionnement

Proposition 4.11.— Soit (2, P(Q2), P) un espace probabilisé fini et B est un événement tel que
P(B) > 0 (on dit que B est non négligeable alors application Pp définie sur P(Q2) par I’égalité :
P(ANB)

VA Q), Pg(A) = ————=

est une probabilité sur €.

(QNB)

P
On a bien : Pg(Q2) = PE) =1, et si A et C sont deux événements incompatibles,

P((AuC)nB) P(AnB)U(CnB)) P(ANnB) P(CNB)
P(B) B P(B) - P(B) + P(B)

Pp(AUC) =

Et on a bien la seconde assertion de la définition d’une probabilité :

Pg(AUC) = Pg(A) + Pg(C).

(L’avant-derniére égalité est justifiée par le fait que AN B et C' N B sont encore deux événements
incompatibles.)

Remarque : On a alors aussi, pour tout A € P(Q2), Pg(4) =1— Pg(A).

Définition : Si A et B sont deux événements tels que P(B) > 0, la probabilité conditionnelle

de A sachant B est : P(AN B)
N

P A =
5(4) P(B)

Notation : on note aussi couramment cette probabilité P(A|B) (a ne pas confondre avec P(A\B)).
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Remarque : Attention, une erreur classique est de confondre A sachant B et AN B. Par exemple,
dans le lancer d’'un dé cubique non pipé, si A est : < obtenir un chiffre pair > et B est : < obtenir
un nombre inférieur strictement a 4 > alors la probabilité que ’on obtienne a la fois un chiffre pair
et un nombre inférieur strictement & 4 est P(AN B) = 1/6 car AN B = {2}. Et la probabilité que
l’on obtienne un chiffre pair sachant que 1’on a obtenu un nombre inférieur strictement & 4 est (car
B ={1,2,3}),

P(AnB) i 1
Pg(A) = — 2 =58 =",
5(4) P(B) 173
Mise en ceuvre : exercice 11.

Proposition 4.12.— Formules des probabilités composées —.

> V(4,B) € (P())",
si P(B) >0, P(ANnB) = P(B)Pp(A) et si P(A) >0, P(AN B) = P(A)P4(B).
» Si, pour n > 2, (A, As,..., A,) est une famille d’événements de I'univers Q telle que 'on ait :

n—1
P (ﬂ Ai> # @, alors :
i=1

P <(n] Ai> = P(A1)Pa, (A2)Pasnas(43) ... Pyo=i 4, (An).

Remarques : 1. La probabilité de réalisation simultanée de deux événements est le produit de la
probabilité de réalisation de I'un d’entre eux par la probabilité de réalisation de I'autre sachant
que le premier est réalisé.

2. Lorsque A,, est le dernier événement d’une suite décroissante A, C A,_1 C --- C Ay,

la formule précédente donne un moyen souvent efficace pour calculer P(A4,,) :

P(An) = P(A1)Pa, (A2)Pa,(As) - Pa,_, (An).

Exemple : Trois urnes contiennent des boules blanches et noires. L'urne U; contient 2 boules
blanches et 3 boules noires, I'urne U; contient 4 boules blanches et 2 boules noires, I'urne Us
contient 6 boules blanches et 1 boule noire. Toutes les boules ont la méme probabilité d’étre
piochées. On effectue trois tirages successifs selon le protocole suivant :

e on tire une boule de Uy, on note sa couleur, on met cette boule dans Us;

e on tire une boule de Us, on note sa couleur, on met cette boule dans Us ;

e on tire une boule de Us et on note sa couleur.

Calculons la probabilité pour que les trois boules dont on a noté la couleur soient de la méme
couleur.

Notons B; (respectivement N;) I'événement < la i®™¢ boule tirée et notée est blanche (respective-
ment noire) ». On cherche donc la probabilité de :

(N1 N NanN N3)U (BN ByN Bs).
On remarque que les événements (N1 N Na N N3) et (By N By N Bs) sont incompatibles. Donc :

P((Ny N NyNN3)U (BN ByNBs)) =P (NN NyNNs)+ P (BN ByN Bs).
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D’apres la formule des probabilités composées,

3 3 2 9
P(NiN NN N3)=P(N Py, (N P N3)= =X =X - =—.
(N1 N N2 N Ns) (N1) x Py (N2) X Py, (Ns) = ¢ % = X 2= 775
De méme,
P(BiNByNB3)=P(B;) x Pg, (B2) x P (B)*2><§><z*ﬁ
1 2 3) — 1 B1 2 B1NBs 3 *5 7 87140
9 35 44 11
Ainsi, P ((N; NNy N N. BiNB;NB3)=—4+—=—=—.
nst, P((NL N2 Na) U (B0 B2 00 Bs)) = 16+ 746 = 135 = 35
Mise en ceuvre : exercice 10
Proposition 4.13.— Formules des probabilités totales —. Si (4;);c[1,,] est un systéme complet

d’événements de ['univers 2, alors :

pour tout événement B de P(Q2), P(B) = > P(BNA;) =Y _ Pa,(B)P(4)),

avec la convention Py, (B)Pa,(B) = 0 lorsque P(A4;) = 0.

Remarque : Un cas fréquent d’application de ce théoréme est celui ou le systeme complet d’événements
est (A, A). On a alors, pour tout B de P(1),

P(B) = PA(B)P(A) + P4(B)P(A).

Exemple : Donnons un exemple d’utilisation de la formule des probabilités totales avec un systeme
complet d’événements de quatre éléments.

Quatre urnes Uy, Us, Uz et Uy contiennent des boules blanches et noires. U; contient 4 boules
blanches et 1 boule noire, Uy contient 3 boules blanches et 2 boules noires, Us contient 2 boules
blanches et 3 boules noires, Uy contient 1 boule blanche et 4 boules noires. Pour une urne donnée,
chaque boule a la méme probabilité d’étre tirée. On effectue un tirage selon le protocole suivant :

i
e On choisit une des quatre urnes. On suppose que la probabilité de choisir I'urne U; est 10" (Donc
il n’y a pas équiprobabilité du choix de 1'urne.)
e On pioche au hasard une boule dans I'urne qui a été choisie.
On veut déterminer la probabilité d’obtenir une boule blanche.
Notons pour tout i € [1,4], 'événement U; : < le tirage de la boule se fait dans I'urne U; .
Notons B I’événement : < la boule tirée est blanche >.
Il est clair que (U, Us, Us, Uy) forme un systéme complet d’événements. D’apres la formule des
probabilités totales,

P(B) = P(U1)Py,(B) + P(Us) Pu, (B) + P(Us) Py, (B) + P(Us) Py, (B).

1 1
Ontrouve:P(B):%(4+6+6+1):5_g_
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Proposition 4.14.— Formules de Bayes (ou probabilité des causes) —.
» Si A et B sont deux événements de probabilités non nulles, alors :

P(A)Pa(B)

» Si (A4))jeq,n] est un systeme complet d’événements de probabilités non nulles et si B est un
événement de probabilité non nulle, alors :

P(4,)P4,(B)

iP(Ai)PAi (B)

V] € [[Ln]]v PB(AJ) =

Exemple : Une forét se compose de trois types d’arbres : 30% sont des chénes, 50% sont des
peupliers et 20% des hétres. Suite & une tempéte, une maladie se déclare et touche 10% des chénes,
4% des peupliers et 25% des hétres. On étudie un arbre.

On note M 1’événement : < ’arbre étudié est malade > puis C' I’événement < I'arbre étudié est un
chéne >, (@ I’événement <« I’arbre étudié est un peuplier > et H 1’événement < I'arbre étudié est
un hétre >.

1. Calculons dans 'ordre Po (M) (probabilité que 1'arbre étudié soit malade sachant que c’est un
chéne), Py (M) (probabilité que l'arbre étudié soit malade sachant que c’est un hétre), Pg(M)
(probabilité que I'arbre étudié soit malade sachant que c¢’est un peuplier).

Pour commencer, d’apres I’énoncé, P(C') = 0.3, P(Q) = 0.5 et P(H) =0.2.

Toujours d’apres I’énoncé, Po(M) = 0.1, Po(M) = 0.04, Pg(M) = 0.25.

2. Calculons Py (C) qui est la probabilité que Parbre étudié soit un chéne sachant qu’il est malade.

On applique la formule de Thomas Bayes :

Pu(C) = Pc(M)P(C) _ Po(M)P(0O)
M P(M) Po(M)P(C) + Pu(M)P(H) + Po(M)P(Q)
Cela donne :
0.1 0.3 0.1x0.3
PulC) = 03 004 %055 025 %02~ o1 0%

On peut aussi sur notre lancée calculer Py (H) = 0.5 et Py (Q) = 0.2.

Mise en ceuvre : exercice 12, exercice 13, exercice 14

B Indépendance

Définition : Deuz événements A et B sont indépendants lorsque : P(AN B) = P(A) P(B).
P(ANDB)
P(B)
signifie que la réalisation de B n’influe pas sur la probabilité de réalisation de A. Réciproquement,

si P(B) > 0 et si Pg(A) = P(A), alors P(AN B) = P(A) P(B) et A et B sont indépendants.

Remarques : 1. Dans ce cas, si, par exemple, P(B) > 0, alors Pg(A) = = P(A), ce qui
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2. Ne pas confondre indépendance et incompatibilité : deux événements incompatibles sont en fait
généralement dépendants, puisque la réalisation de I'un interdit la réalisation de 'autre.

3. On montre facilement (c’est 'exercice 15) que A et B sont indépendants si et seulement si A et
B ou A et Bou A et B sont indépendants.

Définition : Les événements d’une famille finie (A;)1<i<n d’événements sont :
» deuzx a deux indépendants lorsque :

» indépendants lorsque, pour toute partie J non vide de [1,n] :

P <ﬂ Ai> = HP(AZ-).

ieJ i€J

Comment repérer I'indépendance dans un énoncé?

Parfois, I'indépendance est une hypothese écrite de I’énoncé donc dans ce cas, on applique directe-
ment la formule. Parfois, elle est sous-entendu par ’expérience décrite. Les exemples classiques sont
des lancers successifs d’une piéce (truquée ou non). La piece n’a pas de mémoire. Donc si A; est
I’événement : < le i*™ lancer donne Pile > alors tous les événements A1, ..., A,, sont indépendants.
Il en de méme si I'on lance successivement toujours un de et de méme si I'on tire des boules avec
remise dans une urne de composition connue etc.

Exemple : On effectue une suite de lancers d’une piece (parfaitement équilibrée) & Pile ou Face.
On s’intéresse a la probabilité que Face apparaisse pour la premiere fois au quatrieme lancer. On
note Pj, I’événement : < On a obtenu Pile au k*™ lancer > et F}, ’événement : « On a obtenu Face
au k®™e lancer ». L’événement A qui est : < On a obtenu Face pour la premiére fois au quatrieme
lancer > peut se traduire par

A=P NPNP;NE,.

Les résultats obtenus aux différents lancers étantn indépendants, il s’ensuit que :

N~

X

N =

1
X = X
2

N =

Remarque : Des événements indépendants sont deux é deux indépendants, mais la réciproque est
fausse lorsque leur nombre est supérieur ou égal a 3.

En effet, considérons ’expérience aléatoire qui consiste & lancer un dé deux fois et les événements A,
B, C définis respectivement par < le premier chiffre est pair, > <« le deuxieme chiffre est impair, >
< la somme des chiffres est paire >.

1 9 1
Ona:P(A)=P(B)=P(C) = 3 P(ANB)=P(BNC)=P(CNA) = 3% =1 et ces événements
sont deux & deux indépendants, mais P(AN BN C) = P(@) # P(A)P(B)P(C) et ils ne sont pas
indépendants.

Mise en ceuvre : exercice 15, exercice 16
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Chapitre 5

Variables aléatoires discretes
finies

89



B Objectifs

m Les incontournables :

>

>

>

>

savoir déterminer la loi de probabilité d’une v.a.r discrete.
savoir calculer 'espérance la variance d’une v.a.r et leurs propriétés;

étudier les couples de variables aléatoires discretes, en particulier indépendantes et cal-
culer leurs lois marginales;

connaitre les lois discretes usuelles : loi de Bernoulli, loi Binomiale, loi uniforme et leur
espérance et variance;

connaitre et savoir utiliser 'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff;

savoir utiliser le théoreme de transfert.

m  Et plus si affinités ...

>

>
|

avoir quelques idées sur les suites de variables aléatoires mutuellement indépendantesn
notamment sur la somme de n variables aléatoires mutuellement indépendantes ;

savoir déterminer la loi de probabilité d’une somme de deux v.a.r indépendantes ;

savoir déterminer la loi du minimum ou du maximum de deux v.a.r.
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Résumé de cours

Ici (Q, P(Q), P) est un espace probabilisé fini.

B Variable aléatoire discrete et loi de probabilité associée

Définition : Une variable aléatoire discréte X (notée v.a.r ou v.a.r.d) sur (2, P(Q)) est une
application définie sur Q dont l'image, X (Q), est une partie finie de R.

L’ensemble des valeurs prises par X sera noté X (Q) = {x1, za, ..., T, }.

Remarques : 1) Une variable aléatoire n’est pas plus une variable qu’elle n’est aléatoire, puisqu’il
s’agit d’une application fixée entre deux ensembles eux-mémes fixés. Ce vocable prend son origine
dans I'histoire des probabilités et on a tout intérét a le considérer comme le néologisme insécable
< variable aléatoire >.

2) L’ensemble d’arrivée est souvent une partie de N.

Exemples : Prenons I'exemple de lancer de des.

Si I’expérience est le lancer d’un dé cubique, si I'on note X le numéro de la face obtenue, X est
une v.a.r.d et X(Q) = [1,6].

Si I’expérience est le lancer de deux dés cubiques, si I'on note X les numéros obtenus, X est une
vardet X(Q) = [1, 6]

Si P'expérience est le lancer d’'un dé cubique, si I'on note X le nombre minimal de lancers pour
obtenir un premier 6, X est une v.a.r.d et X(2) = N*. On note que ce dernier exemple sort des
clous ici car X () est de cardinal infini. Les v.a.r.d & univers infini dénombrable sont étudiés plus
tard.

Notations :
e Siz € X(Q), 'image réciproque par X de x est X (z) = {w € Q| X(w) = x}. On la note
abusivement {X = 2} ou (X = z). La définition ci-dessus impose que X ~1(z) € P(Q).
e Si U est une partie de X (2), 'image réciproque de U par X est
XHU)={weQ/X(w)eU} = | (X =2).
zeU
On la note {X € U} ou (X € U).
e Size X(Q), P(X =z) est la probabilité de (X € {z}) = {w € Q/X(w) = a} € P(Q).
e Si U est une partie de X(Q2), on : P(X € U) = Z P(X = z). Il suffit donc de connaitre tous

zeU
les P(X = x) pour z € X () pour pouvoir calculer, au moins de fagon théorique, la probabilité de

(X € U), pour n’importe quelle partie U de X (). D’ott la définition suivante :

Définition : Soit X une variable aléatoire discréte sur lespace probabilisé (Q, P(Q), P) telle que
X(Q) = {2kt reqi,n]-

La loi de probabilité de X est la suite (py) ot, pour tout k € [1,n], pr = P(X = xx).

ke[1,n]’

Remarque : Alors : Yk € [1,n], pp = P(X =) € [0,1] et Zpk = ZP(X =zx) =L
k=1 k=1
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Proposition 5.1.— Si une variable aléatoire discréte sur (2, P(2)), X, prend ses valeurs dans
{zx; k € [1,n], les x;, étant distincts, et si (pr)re[r,n] est une suite de réels positifs vérifiant

Zpk =1, alors il existe une probabilité P sur (2, P(Q2)) telle que Vk € [1,n], P(X = x) = pk.
k=1

Exemple : Terminons ce paragraphe par un exemple de v.a.r et de loi de probabilité associée.
On lance deux dés usuels non pipés et X est la v.a.r égale au plus grand des deux résultats obtenus.
Déterminons la loi de X.

On a X(Q) =[1,6] avec Q = {(4,4), i € [1,6], 5 € [1,6]}.

On va pour tout k € [1, 6], dénombrer le nombre de cas favorables qui est Card (X = k) et diviser
par le nombre de cas possibles qui est 36.

Pour commencer, 'événement (X =1) est X 1({1}) ={(1,1). Ona: P(X =1) = %

De méme, I'événement (X = 2) est X1 ({2}) = {(1,2),(2,1),(2,2). Ona: P(X =2) = 3_36
Puis, 'événement (X = 3) est X ~1({3}) = {(1,3),(2,3),(3,3),(3,2), (3,1).Ona: P(X =3) = %
Puis, 'événement (X = 4) est X 1({4}) et Card X }({4})=7.Ona: P(X =4) = %

Puis, 'événement (X = 5) est X 1({5}) et Card X }({5}) =9. Ona: P(X =5) = %

Enfin, I'événement (X = 6) est X ~1({6}) et Card X ~}({6}) =11. Ona: P(X =6) = %

On peut vérifier au passage que :

6
1 3 5 7 9 11
; ( ) 36+36+36+36+36+36

On a bien une loi de probabilité. Par exemple si A est I’événement < le plus grand résultat obtenu
4 1
est inférieur ou égal & 2> (on écrit A = (X < 2)) alors P(A) =P(X =1)+P(X =2) = w9

Transformée d’une v.a.r.d

Définition : SoitX une v.a.r.d sur (2, P(2), P) et f: X(Q) — R, une fonction définie sur X (£2).
L’application composée Y : @ = R, w — f(X(w)) est une v.a.r.d notée Y = f(X).

La transformée la plus utilisée de X est X 2. Utile pour la définition de la variance. Voir plus loin.

1
Exemple : Si X est une variable aléatoire & valeurs dans [1, 5] telle que P(X = k) = ¢ pour tout

k € [1,5], déterminons la loi de Y = (X — 3)2.
On commence par remarquer que (X —3)(Q) = [-2,2] et Y(©2) = {0,1,4.

L’événement (Y = 0) est aussi (X = 3) et donc P(Y =0) =

Cﬂ|>—‘

2
L’événement (Y = 1) est aussi (X =2)U (X =4) et donc P(Y =1) = £
Enfin, ’événement (Y =4) est aussi (X =1)U (X =5) et donc P(Y =4) =

Mise en ceuvre : I'exercice 01 et I’exercice 02.
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B Espérance et variance d’une variable aléatoire discréete finie

Définition : L’espérance de la variable aléatoire réelle discréte X a valeurs dans {x1, 22, ..., 5}
est le réel

B(X) =Y P(X = ).
k=1

Exemple : Calculons 'espérance de X la variable aléatoire & valeurs dans [1, 5] telle que :
1
P(X=k)= 5 pour tout k € [1,5].
1

5
1 2 3 4
OnaE(X):Zkg:g+g+_+_+
k=1

Remarques : 1. L’espérance peut toujours étre considérée comme une moyenne pondérée par les
probabilités, en effet :

ika(szk) zn:ka(XZxk)
B(X) ="

1

2. La variable aléatoire X est centrée si E(X) = 0.

Proposition 5.2.— Théoreme de transfert —. Si X est une variable aléatoire et f une application
a valeurs réelles définie sur I'image X () = {zx, k € [1,n]} de X, alors

E(f(X)) = ZP(X = x1) f ().
=1

Exemple : Reprenons 'exemple de X une variable aléatoire & valeurs dans [1, 5] telle que :

1
P(X=k)= - bour tout k € [1,5], calculons E((X — 3)?) avec la formule de transfert. On a :

oflf(k:):(k:—S)Q.Ona:E((X—3)2):%((1—3)2+(2—3)2+(3—3)2+(4—3)2+(5—3)2).

On trouve E((X — 3)?) = 1—50 =2.

On peut remarquer que connaissant la loi de Y = (X — 3)2, le calcul direct avec la définition de

1
Pespérance donne E(Y) =0 x E +1x £ +4x F = 2. C’est le méme résultat.
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Proposition 5.3.— Soit X une viareta € R: E(aX) = aE(X), E(a) = a, E(X+a) = E(X)+a.

La preuve est simple, a faire.

Théoreme-Définition 5.4.— Formule de Huyghens-Koenig —. Si X est une v.a.r.d, on appelle
variance de X le réel

V(X) = B((X - E(X))*) = B(X?) — (E(X))*.

L’écart-type de X est le réel noté o(X) défini par : o(X) = /V(X).
On pourra prouver 1’égalité entre les deux formes plus loin.

Remarque : Ainsi plus la variance est grande, plus les xj sont éloignés de la moyenne E(X). Plus
la variance est proche de 0, plus les x; sont ramassés autour de F(X). On va essayer de mieux
quantifier tout cela un peu plus bas avec I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Exemple : Calculons la variance de X la variable aléatoire a valeurs dans [1,5] telle que :

1
P(X=k)= 5 pour tout k € [1,5].

5
1 4 9 16 25 55
0 EX2: k2_:_ -+ 4 — 4+ = =—=11.
na: kz = tetrt T T o

Comme B(X) = 3, V(X) = B(X2) - E*(X) =11 -9 = 2.

Proposition 5.5.—

[V (a,0) € R, V(aX +b) = V(X).

Remarque : Une variable aléatoire admettant une variance est centrée réduite lorsque E(X) =0
et V(X) = 1. Par exemple, si V(X) # 0, (X — E(X))/o(X) est centrée réduite. Pour démontrer
ce résultat, on utilise les deux dernieres propositions.

Mise en ceuvre : exercice 03.

B Exemples usuels de lois discrétes finies

1. La loi certaine.
Ici X(Q) = {a}.
On dit que X suit la loi certaine de valeur {a} si et seulement si :

Et on a rapidement : E(X) =a, V(X) = 0. (A interpréter!)

2. La loi de Bernoulli.

Ici X(02) = [0,1] et p €]0,1[.

On dit que X suit la loi de Bernoulli de parameétre p si et seulement si :

‘P(X:O):q:l—petP(X:l):p.‘

Notation : X ~ B(p). Et on a rapidement : E(X) = p, V(X) = pq.
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Remarque : C’est la loi du succés. Par exemple le lancer d’une piece équilibrée. Soit X la v.a.r qui
donne 0 si 'on a Face et 1 si 'on a Pile. Alors X — B(%) On peut remarquer que si la piece est
truquée, on a encore une loi de Bernoulli mais son parametre n’est plus 1/2.

3. La loi Binomiale.

C’est la loi du nombre de succes en n tentatives. Comme pour la loi de Bernoulli, on considére une
expérience aléatoire e qui a deux issues : le succes S ou ’échec E.

On suppose que la probabilité que S se réalise est p. Et donc E se réalise avec une probabilité
g = 1 — p. On répete n fois dans les mémes conditions et de maniere indépendantes les unes des
autres, ’expérience e. On note X la v.a.r.d égale au nombre de succeés obtenus en n tentatives.
Finalement, X (Q) = [0,n] et

Vk e [0,n], P(X =k) = (Z)pkq"_k. On note X ~ B(n,p)

Et on montre que : E(X) = np, V(X) = npq.

Remarque : Une loi binomiale peut s’interpréter comme une repétition de lois de Bernoulli
indépendantes. Nous le verrons plus loin.

Exemple : 1. On effectue n lancers indépendants les uns des autres d’une piece de monnaie pour
laquelle la probabilité d’obtenir Pile est p.

On note X le nombre de Piles obtenus.

2. Soit une urne U ayant une proportion p de boules blanches et ¢ = 1 — p de boules noires. On
préleve successivement n boules de U en notant la couleur de la boule tirée et en la remettant dans
I'urne. Si X est la v.a.r.d égale au nombre de boules blanches tirées au total, alors X suit une loi
binomiale B(n, p).

3. On note X la v.a.r.d égale au nombre de rois obtenus lorsqu’on tire successivement 5 cartes avec
remise dans un jeu de 32 cartes. Précisons la loi de X.

On vérifie rapidement que X suit une loi binomiale B(5, é)

5
En effet, si k est le nombre de rois obtenus en n tirages, les rois sont apparus k fois et il y a ( k:)

k 5—k
1 7
possibilités d’apparition. Un de ces événements se produit avec une probabilité de <§> X <§)

car un roi a une chance sur huit d’apparaitre.

pone: -1y = (2) (1) (1)

4. La loi uniforme sur [1,n] .
Iei X(Q) = [1,n].
On dit que X suit la loi uniforme sur [1,n] si et seulement si :

VE € [1,n], P(X = k) =

1
e

Notation : X ~ U([1,n]).
n-+1 n2—1
Et: E(X) = X) = .
(X) = = ) = T
Mise en ceuvre : exercice 04, exercice 05, exercice 06 et exercice 07.
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B Couples de variables aléatoires discretes

Définition : Si X et Y sont deuz variables aléatoires discrétes sur (2, P(2)), (X,Y), application
de Q dans X () x Y(Q), est un couple de variables aléatoires discrétes sur (0, P()).

Un couple de variables aléatoires discrétes sur (Q, P(€2)) est aussi une variable aléatoire discrete sur
(Q,P(2)) avaleurs dans X () xY (), puisque le produit cartésien de deux ensembles dénombrables
est dénombrable. Pour tout élément (x;,y;) de X(Q) x Y (Q), I'événement ((X,Y) = (zi,y;))
désigne {w € Q| X (w) = z; et Y(w) =y;} et se note souvent (X = z;,Y = y;).

Définition : La loi de probabilité du couple (X,Y") de variables aléatoires discrétes sur (Q, P(Q2), P),
considérée comme une variable aléatoire discréte, est la loi conjointe de (X,Y) ; elle est déterminée
par la donnée, pour tout élément (x;,y;) de X(Q) x Y(Q), de P(X = x;,Y =y;).

Les lois de X et'Y sont les lois marginales de (X,Y).

Exemple : Une entreprise emploie 10 salariés, 3 ingénieurs, 2 secrétaires et 5 techniciens supérieurs.
La direction désigne au hasard trois personnes pour participer a la commission ”hygiéene et sécurité”.
X désigne la variable aléatoire donnant le nombre de secrétaires et Y la variable aléatoire donnant
le nombre d’ingénieurs participant a cette commission.

) est ’ensemble des parties a 3 éléments de ’ensemble des salariés; son cardinal est (130) = 120.
Le couple de variables aléatoires (X,Y) est a valeurs dans [0, 2] x [0, 3].

Pour décrire la loi conjointe de (X,Y’), on a recours a un tableau & double entrée permettant de
noter la probabilité de chaque événement élémentaire.

V(i j) €0,2] x [0,3], P((X,Y) = (i,4)) = =5+

X=0 X=1 X=2 || LoideY

Y=0 | 10/120 [ 20/120 | 5/120 || 35/120
Y=1 [30/120 [ 30/120 | 3/120 || 63/120
Y=2 | 15/120 | 6/120 0 21/120
Y=3 | 1/120 0 0 1/120

| Loide X | 56/20 | 56/120 [ 8/120 ] 1 |

Les lois marginales de X et de Y sont explicitées dans la derniére ligne pour X et la derniere
colonne pour Y

Remarque : Sila loi de (X,Y) est connue, les lois marginales le sont.
Ainsi : Vo € X (),
PX=z)= Y PX=uzY=y).

yeY ()
De méme : Vy € Y(Q), P(Y =y)= Y  P(X =z =y).

z€X(Q)

En revanche, réciproquement, la connaissance des lois marginales de X et Y ne suffit pas pour
définir la loi conjointe de (X,Y), ce que met en évidence 1’exemple ci-dessous.

Exemple : Considérons deux couples de variables aléatoires (X,Y) et (X’,Y’) prenant tous les
deux les quatre valeurs (0,0), (0,1), (1,0) et (1,1).
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Supposons que (X,Y") suive la loi uniforme :

P((X,Y)=(0,0) = P((X,Y) = (1,0)) = P((X, =(0,1)) = P((X, ):(171)):%7
alors les lois marginales de X et Y sont : P(X =0) = P( =1)= % )
Supposons que (X', Y”) suive la loi définie par : (( Y") = (0,0)
P((X,Y'")=(1,0) =3, P((X,Y')=(0,1)) = P((X’ Y =( <, alors les lois margi-
nales de X’ et Y’ sont : P(X' =0) = P(X' = 1) =1etPY'=0)=PY =1)=1
Les lois marginales sont identiques, alors que les 101s conjointes correspondantes ne le sont pas.

—_
~—
~—

Définition : Soit = un élément de X () tel que P(X = z) > 0, la loi conditionnelle de Y
sachant que (X = x) est la probabilité P, sur Y (Q) définie par :

Vy; € Y (), Pu(y;) = Px=a)(Y = y;) = P(XP(:;an): Y;)

Mise en ceuvre : exercice 08, exercice 09, exercice 10.

B Variables aléatoires discretes indépendantes

Définition : X et Y étant deux variables aléatoires discrétes sur lespace probabilisé (2, P(2), P),
(X,Y) est un couple de variables aléatoires indépendantes si, et seulement si,

Exemple : On lance quatre fois une piece de monnaie. On note X le nombre de piles obtenus lors
des deux premiers lancers et Y le nombre de piles obtenus lors des deux derniers lancers.
Intuitivement, les valeurs de Y ne sont pas < influencées > par les résultats de X : les variables X
et Y semblent indépendantes. Vérifions-le par le calcul.

X=0 | X=1 | X=2 || Loi de Y
Y=0 | 1/16| 1/8 | 1/16 1/4
Y=1 | 1/8 | 1/4 | 1/8 1/2
Y=2 | 1/16 | 1/8 | 1/16 1/4
[ToideX [ 14 [ 12 [ /4] 1 |

La probabilité de chaque événement élémentaire de X (Q) x Y (Q) est égale au produit des proba-
bilités marginales correspondantes : (X,Y) est un couple de variables aléatoires indépendantes.

Exemple : On lance trois fois une piece de monnaie. On note X le nombre de piles obtenus lors
des deux premiers lancers et Y le nombre de piles obtenus lors des deux derniers lancers.
Intuitivement, les variables X et Y ne semblent pas indépendantes. Vérifions-le par le calcul.

La loi conjointe se résume dans le tableau suivant :

X=0[ X=1| X=2 || Loide Y
Y=0 18118 0 1/4
Y=1 1/8 [ 1/4 ] 1/8 1/2
Y=2 0 | 1/8 ] 1/8 1/4
[LoideY [ 1/4 [ 12 [ 1/4a] 1 |

P((X,Y) = (0,0)) # P(X = 0)P(Y =0) ou P((X,Y) = (0,2)) # P(X =0)P(Y =2) : (X,Y)
est un couple de variables aléatoires non indépendantes.

Mise en ceuvre : exercice 11.
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Proposition 5.6.— Si X et Y sont indépendantes, alors, pour toute partie A de X (2) et toute
partie B de Y (2), on a :
P(X €AY € B) = P(X € A)P(Y € B).

Proposition 5.7.— Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes alors, pour toutes
fonctions f et g, les variables f(X) et g(Y') sont indépendantes.

Définition : Soit (X;);e[1,n] une famille finie de variables aléatoires discretes sur (2, P(Q2), P), ces

variables aléatoires sont indépendantes si, et seulement si,
n

V(x1, 29, -+ ) € H Xi(Q), P(Xi)iep,n] = (®i)icpin]) = HP(Xi = ;).
i€1,n] i=1
Proposition 5.8.— Si (X;);c[1,,) est une famille finie de variables aléatoires discretes sur

(©2,P(Q), P) indépendantes, alors quel que soit (A4;);c1,n] € H P(Xi(Q)), les
i=1
événements (X; € A;)ieq1,n] sont indépendants.

Remarque : Si (X;);c[1,,) est une famille finie de variables aléatoires discretes sur (22, P(€2), P)
indépendantes, alors toutes ses sous-familles sont des familles finies de variables aléatoires discretes
indépendantes.

Définition : Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires discrétes sur (Q, P(Q2), P), ces variables
aléatoires sont :

> deuzx a deux indépendantes si, et seulement si, V¥ (i,7) € N?, (i # j = X, et X; indépendantes).
> indépendantes si, et seulement si, pour toute partie finie I de N, (X;)icr est une famille finie
de variables aléatoires discrétes indépendantes.

Remarques : 1. 11 suffit de vérifier que, pour tout n € N, les variables Xy, X1,..., X,, sont
indépendantes. En effet, si c’est le cas, toute sous-famille finie de (X, )nen est contenue dans une
sous-famille de la forme (Xo, X1,...,X,), donc est une famille de variables aléatoires discretes
indépendantes, d’apres la remarque ci-dessus.

2. Une suite de variables aléatoires discretes indépendantes est un modele pour décrire une suc-
cession d’épreuves dont les résultats sont indépendants. En particulier, la répétition indépendante
d’une méme épreuve est modélisée par une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la
méme loi.

Par exemple, un jeu de pile ou face infini est modélisé par (X,)nen, suite de variables aléatoires
indépendantes suivant chacune la loi de Bernoulli 4 (%)

Extension
Si X7, ..., X, sont n variables aléatoires discrétes sur (2, P(2)), (X1, ..., Xn), application de Q dans
X1(Q) x ... x X,(Q), est un n-uplet de variables aléatoires discrétes sur (2, P(2)).

Un n-uplet de variables aléatoires discretes sur (€2, P(§2)) est aussi une variable aléatoire discrete
sur (2,P(2)) a valeurs dans X1(€2) x ... x X,,(2), puisque le produit cartésien de n ensembles
dénombrables est dénombrable. Pour tout élément (1, ..., z,) de X1(2) x ... X X,,(£2), événement
(X1, ey Xn) = (21, ey ) (le (X1 =21, ..., X;y = xp,) désigne :

{weQ|Vie[l,n], X;(w) =a;}.
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Définition : La loi de probabilité du n-uplet (Xi,...,X,) de variables aléatoires discrétes sur
(Q,P(Q2), P), considérée comme une variable aléatoire discréte, est la loi conjointe de (X1, ..., X,,) ;
elle est déterminée par la donnée, pour tout élément (x1,...,x,) de X1(Q) X ... X X,(Q), de
P(X1 =T, ,Xn = ZL'n)

Les lois de X1, ..., X, sont les lois marginales de (X1,...,X,,).

B Sommes et produits de variables aléatoires discretes

Le cas le plus courant est la somme de 2 variables aléatoires discrétes.

Considérons X et Y deux v.a.r.d définis sur le méme univers fini €2.
La premiere idée qui vient a l'esprit est de calculer P(X+Y = k) < alamain > pour k € (X+Y)(Q).

PX+Y =k = Y P(X=j)n =k-j).
JEX(Q)
Dans le cas treés fréquent, ou X et Y sont a valeurs dans N,

P(X+Y =k) =Y P(X=j)n(Y =k-j).
j=0
Une question est alors primordiale. Les v.a.r.d dont on fait la somme, sont-elles indépendantes ou

non?
Si I'on peut répondre a cette question de maniere positive, alors :

P(X+Y =k)= Y P(X=j)xPY =k-j).
JEX ()

Et si X et Y sont a valeurs dans N,

P(X+Y:k):iP(X:j)xP(Y:kfj).
=0

Exemple : X et Y étant deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales
PB(m,p) et B(n,p) alors X + Y suit une loi binomiale Z(m + n,p).
Mise en ceuvre : exercice 12.

Remarque : Si X et Y ne sont pas indépendantes alors on ne peut pas en général expliciter
facilement X et Y. Il faut alors se ramener a des formules du genre :

P(X =7)NY =k=j)) = Px=p(Y =k —j) P(X =j).

Par contre, on peut obtenir E(X +Y) facilement (voir en dessous).

Proposition 5.9.— Linéarité, positivité et croissance —. Soit X et Y deux variables aléatoires|
réelles discretes d’espérances finies.

eVAER, EANX+Y)=MNE(X)+ E(Y) : I'espérance est linéaire.

e Si X > 0, c’est-a-dire si X ne prend que des valeurs positives, on a : E(X) > 0.

e En conséquence, si : Vw € 2, X(w) < Y(w), alors E(X) < E(Y) : 'espérance est croissante.
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Pour la variance V(X +Y), on verra un peu plus loin. Pour cela, il faut introduire le produit de
deux variables aléatoires discrétes. Ici X et Y sont encore définis sur le méme univers €2 fini,
et si X(Q) = {z1,...,zn} et Y(Q) = {v1,...,¥p}, alors XY () est constitué de tous les produits
distincts x;y; avec i € [1,n] et 5 € [1,p].

Exemple : Considérons X et Y deux v.a.r.d qui suivent une loi de Bernoulli de parametre respectif
p1 et pa. Déterminons la loi de XY.

Déja, comme X (2) = {0,1} =Y (), XY (2) = {0,1}. Donc XY suit encore une loi de Bernoulli.
De plus son parameétre est : p= P((X =1)N (Y =1)).

Dans le cas ou X et Y sont indépendantes, p = p1ps.

Proposition 5.10.— Espérance du produit de deux variables aléatoires indépendantes —.
Si X et Y sont deux variables aléatoires discretes finies avec X () = {1, ..., x5} et
Y(Q) ={y1,...,yp}, alors :

n p
BXY) =) Y zy;P(X =2, Y =y;).
i=1 j=1

Si de plus X et Y sont indépendantes alors : E(XY) = E(X)E(Y).

Remarque : La réciproque est fausse en générale, comme le montre I’exemple suivant : considérons
le couple de variables aléatoires (X,Y") dont la loi conjointe est donnée par le tableau suivant :

X=1] X=-1] Loide Y
Y=1 [ 1/8] 1/8 1/4
Y=0 [3/8] 1/8 1/2
Y=1 1/8 | 1/8 1/4
[LoideX [ 5/8 [ 38 [ 1 ]

La loi de la variable aléatoire XY est donc: P(XY =1) =1, P(XY = —1) =1, P(XY =0) = 1.
Dot : BE(XY) = 0.
Comme E(X) =1 et E(Y) =0, on a bien : E(XY) = E(X)E(Y).
1 )
Pourtant, P(X = 1Y = 1) =3 # P(X = )P(Y = 1) = —, donc X et Y ne sont pas

. 32
indépendantes.

Définition : S7 X et Y sont deux variables discrétes réelles, leur covariance est :

Cov(X,Y) = E (X — E(X)) (Y — E(Y)))

Proposition 5.11.— Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Remarque : Si X et Y sont deux variables aléatoires discretes indépendantes, alors Cov (X,Y) = 0,
mais la réciproque est fausse.

Mise en ceuvre : exercice 13, exercice 14.

Remarque : Pour tout couple de variables aléatoires discretes (X,Y) définis sur le méme univers,
on peut définir une multitude de nouvelles variables aléatoires discretes de la forme ¢(X,Y). En
dehors de X +Y et de XY, on peut rencontrer X — Y, min(X,Y’), max(X,Y) etc.
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Mise en ceuvre : exercice 12, exercice 15, exercice 16, exercice 17.
Extension a la somme de n variables aléatoires réelles discrétes.

On peut construire X; + Xz + ... + X, olt pour tout k € [1,n], X est définie sur 'univers fini Q.

Proposition 5.12.— Si X3, ..., X, suivent la méme loi de Bernoulli de parametre p et sont mu-
tuellement indépendantes alors X; + X5 + ... + X, suit la loi binomiale B(n, p).

Ce résultat permet de montrer qu’'une variable aléatoire X suit une loi binomiale en mettant X
sous la forme d’une somme de variables aléatoires de Bernoulli de méme parametre et mutuelle-
ment indépendantes.

Proposition 5.13.— Espérance d’'une somme finie de variables aléatoires —.
Soit (X;)1<i<n une famille finie de variables aléatoires réelles discretes définis sur €2 :

E <zn: Xi> - zn: E(X;).

Ainsi si Xy, ~ B(p) pour tout k € [1,n], alors on sait que E(X) = p et comme on a
E(X;1+ ...+ X,) = np, on retrouve l'espérance de la loi B(n, p).

Proposition 5.14.— Variance d’une somme de deux variables aléatoires discretes—.
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discretes définis sur (2 :

[V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) |

| Si de plus, X et Y sont indépendantes, V(X +Y) = V(X) + V(Y)]

Remarque : Sachez que la formule précédente s’étend. Dans un concours, vous pourriez avoir
a lutiliser (& condition qu’on vous l'admette). La variance de la somme de n variables
aléatoires indépendantes deux a deux est la somme des variances de ces n variables
aléatoires. Ainsi si X;, ~ B(p) pour tout k € [1,n], et en supposant Xi, ..., X,, indépendantes
donc deux & deux indépendantes, alors on sait que V(X}) = pq et donc V(X1 + ... + X,,) = npq.
On retrouve la variance de la loi B(n,p).

Mise en ceuvre : exercice 20.
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B Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Corollaire 5.15.— Inégalité de Bienaymé-Tchebychev —.
Soit X une variable aléatoire réelle discrete, alors :

Ve>0, P(|X - E(X)| >¢) < V(‘f).

£

Remarques : 1. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de comprendre ce que mesure la
variance : pour € > 0 fixé, la probabilité que I’écart entre X et F(X) soit supérieur & ¢ est d’autant
plus petite que V(X)) est faible. La variance donne donc une indication de la dispersion de X
autour de son espérance, c’est-a-dire sa plus ou moins forte tendance a s’écarter de sa moyenne.
L’écart-type, qui mesure aussi la dispersion de X, présente I'intérét de s’exprimer dans la méme
unité que les valeurs prises par la variable aléatoire X.
VX)

g2 '

2. On passe souvent & I'événement contraire : Ve >0, P(|X — E(X)| <¢) >1—

Exemple : Tllustrons I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev en utilisant la loi binomiale.
On réalise 400 fois la méme expérience, dont la probabilité de succes est 0.8 = 3

On suppose que les 400 expériences sont indépendantes.
Soit X le nombre de succes obtenus.
Quelle loi suit X ? Calculer E(X) puis donner un minorant de P(300 < X < 340).

4
Déja, on remarque que : X — B (400, 3) = FE(X) = 320.

(300 < X < 340) = (|X — E(X)]| < 20)

est I'événement contraire de (| X — E(X)| > 20).
D’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

V(X) 64

P(|X —FE(X) >220) < = —.

(l (X)| O) 202 400
21

Donc : P(300 < X < 340) =1 — P(|X — E(X)| > 20) > 55

Remarque : De l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on aboutit directement a la loi faible des

grands nombres qui est la lecture de 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée non pas a une
v.a.r X mais a une somme de n variables aléatoires.

Mise en ceuvre : exercice 18 et exercice 19.
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Chapitre 6

Déterminants
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B Objectifs

m Les incontournables
» Savoir calculer un déterminant :

> en utilisant les transformations élémentaires du pivot de Gauss ;
> par développement par rapport a une ligne ou une colonne ;
>> gréace a des relations de récurrence.

» Savoir calculer le déterminant d’'une matrice triangulaire par blocs.
» Connaitre et utiliser la notion de déterminant d'un endomorphisme.

» Connaitre les propriétés de 'application déterminant de M,,(K) dans K.
m Et plus si affinités ...

» Savoir calculer, reconnaitre et utiliser les déterminants de Vandermonde.
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Résumé de cours

B Rappel : déterminant de deux vecteurs du plan

Définition : Dans le plan vectoriel R? rapporté a une base orthonormée directe de deux vecteurs
)

(1,7), pour tous vecteurs non nuls @ et iy, on appelle déterminant des vecteurs @y et s le
nombre :

Det(ﬁl, 17:2) = [ﬁl, 1_1:2] = ||ﬁ1|||\ﬂ'2|\51n9,

ot 0 est Uangle orienté (41, Uz).

Dans le cas ot 'un au moins des deux vecteurs iy ou sy est nul, Det (1, t2) = 0.
Interprétation géométrique :

Det (i1, U2) est laire algébrique du parallélogramme construit sur 4y et .

A faire avec un dessin!

Il n’est parfois pas évident de calculer sin§. On a la formule suivante (qui se démontre en passant
par le plan complexe mais admise pour nous).

Proposition 6.1.— Dans toute base orthonormée directe du plan, si w1 (z1,y1) et @a(z2,y2) alors
Det (1, @2) = T1y2 — T2y1-

Tl T2

On note par ailleurs cette derniere quantité aussi vy
1 Y2

Remarques : 1) On peut étendre la formule au déterminant de deux vecteurs de C? exprimés dans
la base canonique de C?.

2) On remarque rapidement que Det(@, ¥) = —Det(7, @).

3) On remarque aussi que Det (i, a.@) = 0.

4) On remarque aussi que Det (@ + a.@’, ¥) = Det(, ¥) 4+ aDet(d’, 7).

On dit que le déterminant de deux vecteurs dans le plan est une forme bilinéaire alternée.

r1 T2 1 Y1

Y1 Y2 T2 Y2
On dit qu'un déterminant est invariant par passage a la transposition.

Proposition 6.2.— On a :

B Rappel : déterminant (ou produit mixte) de trois vecteurs de I'espace
Définition : Dans [’espace rapporté a une base orthonormée directe de trois vecteurs (;, 5', E), pour
tous vecteurs iy, Uy et U3, on appelle déterminant des trois vecteurs iy, s et U le nombre :

—

Det(ﬁl, s, Gg) = [ﬁl, s, 63] = (’l_il A\ GQ).U?,,
ot . désigne le produit scalaire entre deux vecteurs de l’espace et N\ désigne le produit vectoriel de
deux vecteurs de l’espace.

Remarque : On remarque que dans le cas ot 'un au moins des trois vecteurs 1, iy ou i3 est nul,
Det(ﬁl, ﬁg, 17:3) =0.
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Interprétation géométrique :

Det (i, Uz, U3) peut s’interpréter comme le volume algébrique du parallélépipede construit sur i,
ﬁg et 17:3.

A faire avec un dessin!

Comme pour le déterminant de deux vecteurs dans le plan, on a une formule utilisant les com-
posantes des trois vecteurs qui donne Det (i1, s, i3). Cette formule utilise bien entendu celle qui
donne le produit scalaire et le produit vectoriel.

Proposition 6.3.— Dans toute base orthonormée directe de 1’espace, si @y (z1, y1,21), U2(x2,Y2, 22
et U3 (s, ys, 23) alors

1 T2
Y Y2

Z1 22
1 T2

Yy Y2

Det(ﬁl, 1,_1:2, ’Jg) = 2 2o

3 + Y3 + z3.

r1 T2 I3
On note par ailleurs cette derniere quantité aussi | y1  y2 ¥3
Z1 k2 Z3

Remarques : 1) On peut étendre la formule au déterminant de trois vecteurs de C? exprimés dans
la base canonique de C3.

2) On remarque rapidement que si ’'on permute deux des trois vecteurs @, ¢ et W, Det (&, T, @) se
transforme en son opposé.

3) On peut remarquer aussi que si deux des trois vecteurs sont colinéaires, le déterminant est nul.
4) On peut remarquer aussi que U'application Det est linéaire par rapport & chacune de ses trois
variables.

Par exemple, Det(@ + a.@, ¥, W) = Det(u, ¥, W) + aDet(d’, U, 0).

Idem pour les deux autres variables.

On dit que le déterminant de trois vecteurs dans le plan est une forme trilinéaire alternée.

Exemple : Calculer

a —a b
A=| a —a 2b
—-b 2a b

de deux manieres, directement avec la proposition du cours et aussi avec la régle de Pierre Sarrus
b
que l’on rappelle pour I'occasion.

Mise en ceuvre : exercice ?77.

Proposition 6.4.— On a I’égalité :

1y T2 X3 r1r Y1 21
Yi Y2 Ys | = | T2 Y2 22
z1 z9 z3 r3 Yz 23

On dit qu'un déterminant d’ordre 3 est invariant par passage a la transposition.

H N 106 CHAPITRE 6



H Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre n et d’une famille de n vecteurs
de K"

Définition : Déterminant d’une famille de n vecteurs de K" u d’une matrice carrée de M,,(K)

Il existe une unique application Det : M, (K) — K vérifiant les trois propriétés suivantes :
— Det est linéaire par rapport a chacune des colonnes de sa variable, c’est-a-dire que si
Cy,...,Cy sont des matrices colonnes, pour tout j € [1,n], Uapplication
X — Det(C’l, 02, ey ijl, )(7 Cj+1, ceny Cn)
est linéaire de M, 1(K) vers K.
— Det est antisymétrique, c’est-a-dire que si dans A, on effectue l'opération élémentaire C; <>
C; avec i # j, et si l'on note B la matrice obtenue alors Det(A) = —Det(B).
— Enfin, Det(l,) = 1.
On dit que Det est le déterminant de A et on note DetA sa valeur.

Notation
a1 ar2 ... QAin a1 ai2 ... Qin
2,1 azz2 ... Q2.p 21 G232 ... Q2p
A= ’ ’ ’ = Det(A) =
an,1 Qan2 ... Qnn an,1 An2 ... Q4nn

Toute matrice carrée d’ordre n est aussi la matrice d’une famille de n vecteurs de R", les n colonnes
de cette matrice étant les composantes de ces vecteurs dans la base canonique de R". On en déduit
alors la définition logique suivante.

Définition : Soit E, espace vectoriel sur K, B ={ey,...,e,} une base de E et F = {1, ..., Un} une
famille de n vecteurs de E. On appelle déterminant de la famille F selon B le déterminant de
la matrice carrée d’ordre n telle que pour tout j variant de 1 a n, sa colonne C; est constitué des
composantes de i; dans B. On le note Detp(F).

Remarques : 1) On remarque que cette définition généralise bien les deux paragraphes précédents
pour n =2 et n = 3.

2) Si la base B est fixée pour toute (la base canonique par exemple), on note Detg(F) plus sim-
plement Det(F) et donc on retrouve Det(, ¥) en dimension 2 et Det (i, ¢/, @) en dimension 3.

3) Warnung : la matrice doit étre carrée ou le nombre de vecteurs doit étre aussi la dimension pour
faire leur déterminant. Ainsi le déterminant de deux vecteurs de I’espace n’existe pas!

Comment calculer un déterminant d’ordre n ?
Sin=2oun=3, on a des formules qui permettent de le faire.
Dans le cas général, on peut utiliser plusieurs regles.
Commencons par le développement selon une rangée.

Proposition 6.5.— Soit A = (a;;) une matrice de M, (K) alors :
V] € [[17n]]7 Det A= Z(_l)i+injaij

i=1
ou
n
Vie [[1,”]], Det A = Z(—l)l”Aijaij,
j=1
ou A, ; est le déterminant d’ordre n — 1 issu de Det A, en y enlevant la ligne L; et colonne Cj.
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Dans la premiere formule, j est fixé arbitrairement : on dit que le déterminant de A est obtenu en
développant suivant la j™° colonne ; dans la deuxieme formule, i est fixé arbitrairement : on
dit que le déterminant de A est obtenu en développant suivant la i°™ ligne.

a —a b
Exemples : 1) Reprendre le calculde A=| a —a 2b | par le développement selon la colonne
—b 2a b

Cs et aussi selon la ligne Ls.
2) Ecrire un déterminant d’ordre 4 quelconque comme combinaison linéaire de 4 déterminants
d’ordre 3.

Corollaire 6.6.— Déterminant d’une matrice triangulaire —.
Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments de sa diagonale.

On a aussi les régles suivantes issues de la définition d’un déterminant (multilinéarité et anti-
symétrie) :

» l'opération élémentaire C; <+ Cj, oll ¢ # j, transforme le déterminant en son opposé ;

» lopération élémentaire C; < kC;, multiplie le déterminant par k ;

» lopération élémentaire C; < C; + kCj, ot ¢ # j, laisse le déterminant invariant.
Ces dernieres regles peuvent se combiner avec le développement selon une rangée.

a —a b
Exemple: Onreprend A =| a —a 2b |. Faire les opérations Cy < Co +C et C3 + C3+CY.
—b 2a b

Puis développer selon la colonne Cs. Retrouver la valeur de A.

Par ailleurs, on admet qu’un déterminant est invariant par transposition et on a donc aussi les
regles :

» lopération élémentaire L; «+ L;, ol ¢ # j, transforme le déterminant en son opposé ;

» lopération élémentaire L; « kL;, multiplie le déterminant par k ;

» lopération élémentaire L; <— L; + kL;, ou ¢ # j, laisse le déterminant invariant.
Par ailleurs on peut faire ces opérations en utilisant plusieurs rangées, par exemple

01%01+3CQ+03

ne modifie pas la valeur du déterminant.
Mise en ceuvre : exercice 77 & exercice 77.

Donnons en synthese les principales propriétés du déterminant d’une matrice carrée d’ordre n.

Proposition 6.7.— » V(A, B) € (M,,(K))?, Det (A.B) = Det A x Det B.
> VA e M,(K), VA € K, Det (A\A) = X\"Det A.
» VA e M, (K), (A€ GL,(K) < Det (A) #0).

> VA€ GL,(K), Det (A1) = Dei -

» Les déterminants de deux matrices semblables sont égaux.
» Det(A) = Det(AT).

Mise en ceuvre : exercice 77, exercice 77.
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Proposition 6.8.— Caractérisation d’une base —. E étant un K-espace vectoriel de dimension
n, une famille de n vecteurs est une base de F si et seulement si son déterminant dans une base
quelconque de F est non nul.

Mise en ceuvre : exercice ?77.

B Déterminant d’'un endomorphisme

Définition : Soit B = {e1,...,e,} une base de E, ¢ € L(E). On appelle déterminant de I'endo-
morphisme ¢ le déterminant de la matrice carrée A d’ordre n représentant ¢ dans la base B.

On le note Det ¢. Comme le déterminant de A et d’une matrice semblable a A sont égauzx, Det ¢
ne dépend pas de la base choisie.

Proposition 6.9.— Propriétés du déterminant d’un endomorphisme —. Soit (i, 1)) € L(E)?,
1. Det (¢ o ) = Det 9 x Det ¢ = Det ¢ x Det 9.

2.  est un automorphisme si et seulement si Det ¢ # 0.

Dans ce cas : Det (¢7!) = et
ety

Mise en ceuvre : exercice 77, exercice 77, exercice ?77.
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Méthodes

B La pratique du calcul d’un déterminant

Il faut, bien entendu, connaitre les formules de développement du déterminant d’une matrice par
rapport & une ligne ou une colonne : proposition 6.5. Néanmoins, celles-ci conduisent régulierement
a des calculs inextricables (sauf pour la méthode 6.3). Les deux premieres méthodes décrites ici
sont donc plutot des stratégies de contournement de ces formules.

( Méthode 6.1.— Comment utiliser des opérations élémentaires pour se ramener
au déterminant d’une matrice triangulaire
On met en ceuvre une procédure de Gauss classique, avec quelques précautions :
» l'opération élémentaire L; <> Lj, ol ¢ # j, transforme le déterminant en son
opposé ;
» lopération élémentaire L; + kL;, multiplie le déterminant par k ;
» lopération élémentaire L; <— L; + kL;, ou ¢ # j, laisse le déterminant invariant.

1 2 3
Exemples : 1. Calculer D=4 9 6
7 8 9
1 2 3
Lo+ Lo —4L1et L3 < L3 — 7Ly donnent : D=0 1 —6
0 -6 -—12
1 2 3
L3+ L3+6Lydonme: D=|0 1 —6 |=—48.
0 0 —48
ay ap ai R al
ay ag a9 R ag
2. Calculer D=| @1 a2 a3z -+ 43
ay az az --- QA

Les opérations L; + L; — L;_1, pour tout ¢ € [2,n], en partant de i = n, donnent :

al a1 al a1
0 az —ayp ag —ap as — ay n
10 0 as—az - as—a _
D— 3 2 3 2 = al (ai—ai,l).
: : : . : i=2
0 0 0 |

Ces manipulations peuvent étre interrompues a tout moment et le calcul achevé par un développement
par rapport & une ligne (ou une colonne).
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(d Méthode 6.2.— Comment mettre en évidence un facteur commun aux éléments
d’une colonne (ligne)
Il s’agit souvent d’une manipulation préparatoire & la méthode 6.1.
» Si, en ajoutant a une colonne une ou plusieurs des autres colonnes, on obtient
une colonne formée d’éléments identiques et de zéros, on factorise le déterminant
par ce facteur commun en faisant ainsi apparaitre une colonne de 1 et de 0.
» Des opérations élémentaires sur les lignes permettent alors de faire apparaitre un
seul 1 et des 0 dans cette colonne par rapport a laquelle on va développer.

Exemples : 1. Calculer D =

Q2@ 9 O
>N o O Q2
0o O oo
S0 o0

Les sommes des éléments de chaque ligne sont égales : on ajoute donc & la premiere colonne les
trois autres.

at+b+c a b ¢ 1 a b ¢
_|a+b+c 0 b c| 1 0 b ¢
D= at+b+c b 0 ¢ =(atb+c) 1 b 0 ¢
at+b+ec b ¢ O 1 b ¢ O

En retranchant la premiere ligne aux trois autres, puis en développant par rapport a la premiere
colonne :

1 a b c
0 —a 0 0 e 00
D=(a+b+¢) =(a+b+c)|b—a —-b 0 |=—-abc(a+b+ec).
0 b—a —b 0 b—a c—b —c
0 b—a c—b —c
a b c
2. Calculer D= b a b
c —c a
a+b b ¢ 1 b ¢
C;+Ci+Cydonmne: D=|a+b a b |=(a+db)|1 a b
0 —Cc a 0 —c a
Lo + Lo — Ly, puis le développement par rapport a la premiére colonne, donnent :
1 b c
D=(a+b)|0 a=b b—c|,
0 —c a

c’est-a-dire :

D= (a+b)(a®—ab+bc—c?) = (a+b)(a—c)la—b+c).
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(d Méthode 6.3.— Comment développer suivant une ligne (colonne) pour mettre
en évidence une relation de récurrence
Le champ d’application privilégié de cette méthode est le calcul de déterminants dont
I’ordre n est quelconque.
» On développe par rapport & une ligne (ou une colonne) la plus creuse possible
pour essayer de trouver une relation de récurrence simple.
» On résout la récurrence, ce qui nécessite de connaitre quelques méthodes usuelles.

0 0 e ay,

0 0 an-1 0
Exemple : Calculer D, =

0 ay O 0

a1 0 0

Silun des aj, j € [1,n] est nul, la matrice est de rang strictement inférieur & n, et D,, = 0.
Dans le cas contraire (aucun des a; n’est nul), développons D,, par rapport & la premiere ligne :

o o0 --- Gp1
0 0 - ap-2 0
Dy = (=)"an| :
0 ax O 0
ap 0 ... 0

Et donc :
D, = (—1)"+1anDn_1 = (—1)"_1anDn_1.

De cette relation de récurrence, on déduit :

n

H Dy = H(*l)kil. H ap. H Dy_1.
k=2 k=2

k=2 k=2

n
Il en résulte que, par récurrence sur n € N*, H Dy, est non nul, donc a fortiori D,, est non nul.
k=2
On trouve alors par simplification

n

D =Dy [0 ][ ak = Di(=1)%k=23"D T ay.
k=2 k=2

k=2

Apres examen des valeurs de Dy = a1 et Dy = —ajas, on aboutit a :

nin—1)

N 7N

Dp=(-1) 2 J]a
k=1
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B Formule Det (A X B) = Det A X Det B

a b ¢ 1 1 1
Exemple : Soit a, b et ¢ trois complexes, M = c a b et J = 1 5 432 |, o0 estla
b ¢ a 1 52 5

racine cubique de l'unité de partie imaginaire strictement positive.
1.Déterminer directement une matrice diagonale D telle que : MJ = JD.
2. En déduire une factorisation du déterminant de M en trois facteurs.

a+b+c a+bj+ci®? a+bj%+cj

1. MJ=| a+b+c c+aj+bj®> c+aj?+bj
a+b+c b4cj+aj? b+cj?+aj
a 0 0 a p ¥
Sib=| 0 B8 0 |,JD=| a pBj 752
0 0 ~ a B )
a=a+b+c

Comme j>=1et j4=j, MJ=JD << B=a+bj+cj?
y=a+bj*+cj
2. MJ =JD = Det M x DetJ = Det J x Det D. Or, DetJ = (1 — 5)3, donc :

Det M =Det D = (a+ b+ c)(a+ bj + cj?)(a + bj? + cj).
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Chapitre 7

Réduction des endomorphismes

115



B Objectifs

B Les incontournables

trouver les valeurs propres, les vecteurs propres d’un endomorphisme, d’une matrice carrée;
diagonaliser une matrice d’ordre 2 et 3;

diagnostiquer le caractere diagonalisable ou trigonalisable d’un endomorphisme, d’une ma-
trice carrée;

calculer les puissances successives de matrices diagonalisables;

savoir interpréter matriciellement une récurrence linéaire d’ordre 2 d’une suite de K" et
utiliser la réduction pour déterminer u,, en fonction de n.

B Et plus si affinités

>

savoir trigonaliser une matrice carrée d’ordre 2 ou d’ordre 3 s’il y a au moins deux valeurs
propres distinctes;

calculer les puissances successives de matrices trigonalisées;

savoir interprétet matriciellement une récurrence linéaire d’ordre supérieur & 2 d’une suite de
K" et utiliser la réduction pour déterminer u,, en fonction de n.
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Résumé de cours

Dans ce chapitre, £ est un K-espace vectoriel de dimension finie, K étant R ou C et
u € L(F), c’est-a-dire que u est un endomorphisme de E

B Valeurs et vecteurs propres d’un endomorphisme

Définition : Le scalaire A € K est une valeur propre de I’endomorphisme u s’il existe un vecteur
T # 0p tel que u(Z) = AZ. Un tel vecteur T est appelé vecteur propre associé a \.

Le spectre de u dans K, noté Sp «(u) (ou parfois simplement Sp (u), ou encore Sp si l'on a a faire
a un seul endomorphisme) est l'ensemble de ses valeurs propres.

Définition : Si )\ est une valeur propre de u, le sous-espace propre associ€ a \ est :

Ey(u) = ker(u — Aldg).
Attention : O n’est pas un vecteur propre et pourtant Oz € Ej (u).

Mise en ceuvre : exercice 7.1.

Théoreme 7.1.— Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux
distinctes est libre.
La somme d’une famille de sous-espaces propres associés a des valeurs propres deux a deux dis-
tinctes est directe.

B Valeurs et vecteurs propres d’'une matrice carrée

Définition : Soit M une matrice de M, (K) et u l"endomorphisme de K" qui lui est canoniquement
associé.
Alors les €léments propres de M sont ceux de u, plus précisément :
» les valeurs propres de M sont celles de u;
» les vecteurs propres de M sont les vecteurs-colonnes canoniquement associés aux vecteurs
propres de u, c’est-a-dire vérifiant M.X = \X;
> les sous-espaces propres de M sont les sous-espaces de My, 1(K) canoniquement associés
a ceux de u;
» enfin, le spectre Sp (M) de M est l’ensemble des valeurs propres de M.

Théoreme 7.2.— Si M € M, (R), alors Spg(M) C Sp (M) ; autrement dit, une valeur propre
réelle d’une matrice réelle est également valeur propre complexe de cette matrice, considérée comme

élément de M., (C).

Mise en ceuvre : exercice 7.2.
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B Polyndéme caractéristique

Théoréme 7.3.— Le scalaire A est valeur propre de I’endomorphisme w si et seulement si Aldg —u
n’est pas inversible.

Définition : Le polynéme caractéristique de l’endomorphisme u est x — x4(x) = Det (zIdg — u) .

Définition : Le polynéme caractéristique de la matrice A € M, (K) est x — xa(x) = Det (21, — A).

1 1 0
Lo . Lo 1 1
Exemples : Ecrire le polynéme caractéristique de A = ( 1 1 ) et de B = 1 -1 2
0 1 0
Que remarque t-on ?
Proposition 7.4.— Le degré du polynoéme caractéristique est égal a n, dimension de l'espace E
et son coefficient dominant est 1.
Proposition 7.5.— Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique.

Preuve : A faire.

La conséquence est que le polynome caractéristique d'un endomorphisme w est celui de sa matrice
dans n’importe quelle base.

Théoréme 7.6.— Les valeurs propres de u ou de A sont les racines de son polynéme caractéristique

Définition : L’ordre de multiplicité d’une valeur propre de u est son ordre de multiplicité en
tant que racine du polynome caractéristique de u.

Théoreme 7.7.— Soit \ une valeur propre de u et m) la multiplicité de A dans le polynome
caractéristique. Alors :

1 < dim By (u) < mo. |

-1 2 -1
Exemple : On pose A = | —=3 4 —3|. Déterminer son polynoéme caractéristique et 'ordre de
-4 4 —4

multiplicité de ses racines. Si FEy(A) est un de ses sous-espaces propres, quelle est obligatoirement
sa dimension ?

B Endomorphismes diagonalisables

Définition : L’endomorphisme u est dit diagonalisable s’il existe une base dans laquelle sa matrice
est diagonale.

EE118 CHAPITRE 7



Remarque : on donne ici trois conditions nécessaires et suffisantes (CNS) et une condition suf-
fisante (CS) de diagonalisabilité. Il est primordial de distinguer les deux types de condition, la
condition suffisante étant plus facile & manier, mais pas forcément vérifiée...

Théoreme 7.8.— CNS de diagonalisabilité 1 —. u est diagonalisable si et seulement s’il existe
une base de E formée de vecteurs propres de u, c’est-a-dire s’il existe une base de F dans laquelle
la matrice de u est diagonale.

Théoreme 7.9.— CNS de diagonalisabilité 2 —. [’endomorphisme u est diagonalisable si et
seulement si la somme des dimensions des sous-espaces propres de u est la dimension de E.

Théoreme 7.10.— CNS de diagonalisabilité 3 —. L’endomorphisme u est diagonalisable si et
seulement si le polynéme caractéristique de u est scindé et si pour chaque valeur propre A, la di-
mension de I’espace propre associé est égale a la multiplicité de A dans le polynome caractéristique.

Corollaire 7.11.— CS de diagonalisabilité —. Si le polynéme caractéristique de u est scindé a
racines simples, alors u est diagonalisable, et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles.

Remarque : dans les exercices, on parle parfois de matrice diagonalisable et non d’endomorphisme
diagonalisable.

Définition : Une matrice est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale.

Remarques : 1. M est diagonalisable si et seulement si elle s’écrit sous la forme :
M =P.D.P7!,

(ot D est diagonale) les éléments diagonaux étant les valeurs propres, répétées suivant leur ordre
de multiplicité, et P est la matrice de passage de la base canonique vers une base de vecteurs
propres (disposés dans le méme ordre que les valeurs propres associées sur la diagonale de D).
Dans ce contexte, on notera les sous-espaces propres plutét Ex(M) que Ex(9).

2. Attention a un abus de langage courant. Ala place d’écrire qu'une matrice est diagonalisable
dans M, (R) ou dans M, (C), on écrit parfois qu’elle est diagonalisable dans R ou dans C. La
premiere écriture est rigoureuse mais malheureusement, la seconde est utilisée. Donc on pourra
I’utiliser nous aussi mais en ayant conscience de I’abus fait.

Mise en ceuvre : exercice 7.3 & exercice 7.7, exercice 7.9.

B Endomorphismes trigonalisables

Définition : L’endomorphisme u est trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire supérieure.

Théoreme 7.12.— L’endomorphisme wu est trigonalisable si et seulement si son polyndéme ca-
ractéristique est scindé.
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Remarque : Si K = C, tout endomorphisme est trigonalisable.
Remarque : Une matrice est trigonalisable si elle est semblable a une matrice triangulaire.

Il faut noter qu’aucune méthode de trigonalisation effective n’est au programme mais 1’étudiant
doit étre capable de s’en sortir s'il est guidé.

2 -1 0
Exemple : Soit A = 1 0 0
-4 2 3

1. Montrer que y4(X) = (X — 3)(X —1)2.
2. Montrer que les deux sous-espaces propres sont E3 = Vect (41) et F1 = Vect (dz2), on @y = (0,0,1)
et iz = (1,1,1). A est-elle diagonalisable ? trigonalisable ?

0 1 1 3 0 a
3.0npose P=| 0 1 0 |.Montrer quil existe a et btelsqueT=| 0 1 b | =P LAP.
1 1 0 0 0 1

Déterminer a et b en utilisant PT = AP. Conclure.

Mise en ceuvre : exercice 7.10, exercice 7.11.

Proposition 7.13.— Dans le cas ol le polynome caractéristique de u est scindé dans K (c’est-a-
dire donc dans le cas ol u est trigonalisable dans K) et si ’on note \; ses racines (éléments de K)
d’ordre de multiplicité «;, pour ¢ variant de 1 & p, alors :

P P
Detu = H)\f et Tr(u) = Zai)‘i'
i=1

i=1

Remarques : 1. La proposition 7.13 est donc toujours valable si K = C.

2. Si ¢ est diagonalisable, il est trigonalisable et la proposition 7.13 reste valable.

3. Cette proposition est utile. En effet, si par exemple n = 3 et que 'on connaisse une valeur
propre, on fait 'hypotheése que le polynéme caractéristique est scindé (ou alors on se place dans
C) et on peut obtenir les deux autres valeurs propres grace a la trace et au déterminant. Si I'on
connait deux valeurs propres, la trace suffit.

4. Enfin, faire attention a ce que l'on dit. Si vous dites : < la trace est la somme des valeurs
propres >, c’est imprécis. Il faut dire : < la trace est la somme des valeurs propres répétées selon
leur ordre de multiplicité >.

Mise en ceuvre : exercice 7.8.

Quels sont les principales applications de la diagonalisation ?

Certaines applications sont vues plus tard (systemes différentiels), d’autres dépassent le cadre du
cours de Math (matrice d’inertie, matrice de Lorentz etc.). Dans ce chapitre, nous en verrons trois.
1. Le calcul de A™ (voir 'exercice 7.12). L’idée est de remarquer que si 'on a A = PDP~! alors
par récurrence, on a pour tout n € N, A" = PD"P~1 Et D" se calcule plus facilement que A"
directement (car D est diagonale ou triangulaire).

2. Le calcul du terme général d’une suite récurrente linéaire (voir ’exercice 7.13).

3. La résolution d’équation matricielle (voir ’exercice 7.14).

Bien entendu, il faut que tous ces problémes se ramenent & une matrice diagonalisable ou au moins
trigonalisable, ce qui est le cas dans les trois exercices cités.
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Méthodes

B Comment déterminer les valeurs propres ou (et) les vecteurs propres de
u € L(FE), de matrice canoniquement associée A

W Méthode 7.1.— » On peut calculer le polynéme caractéristique de A (voir

la méthode 7.2). Ses racines sont les valeurs propres de a et de w.

» On peut poser u(Z) = \Z ou AX = AX et chercher des conditions vérifiées par A
ou (et) par Z.

» Sous I'hypotheése ol u est diagonalisable, Tr(u) et Det u donnent respectivement
la somme et le produit des valeurs propres. Cela peut étre utile pour les trouver.

» Le rang de u (qui est celui de A) peut étre aussi utile. En effet, si Rg(u) = p
alors 0 est valeur propre de multiplicité au moins dim E — p.

Exemple : Sin >3, A€ M,(C) avec A®> + A% + A = 0. Valeurs propres possibles de A ?
AX = AX avec X # 0 donne immédiatement :
A+ X2+ A=0.

Donc X € {0, 7, 52}, j = e27/3,
Par contre, rien ne permet d’affirmer que ces trois valeurs soient effectivement toutes des valeurs
propres. Une connaissance plus précise de A est nécessaire pour chercher alors ker(A — AI,).

Remarque : Dans certains exercices, on doit caractériser le fait que A n’est pas valeur propre. Si

I'on pose dim E = n, on écrit alors souvent que A — \I,, est inversible ou alors que A — AI,, est
injective.

B Comment calculer un polynéme caractéristique

U Méthode 7.2.— Soit A une matrice carrée d’ordre n > 1, xa(X) est un
déterminant. On peut chercher & 'obtenir sous forme factorisée (car ce qui nous intéresse
en général sont ses racines) et il vaut mieux tenter de commencer par des opérations
élémentaires adéquates (par exemple éviter d’utiliser la formule de Sarrus dans le cas
n=3).

Le terme dominant de x4(X) est X™ et le suivant (on le donne juste pour vous mais ce
n’est pas explicitement & savoir!) est —Tr(A) X" 1. Ceci permet une vérification rapide
du calcul qui dépiste une bonne partie des erreurs de calcul.
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-1 2 -1

Exemple : Soit A= | -3 4 —3]. Calculer xa(X).
-4 4 —4
X+1 -2 1 1 -2 1
aX)=| 3 X-4 3 |=(X-1)|1 X-4 3
4 -4 44X 0 -4 44X
en faisant : C7 < Cy + Cy. Puis Ly < Loy — L1 donne :
1 -2 1
wE®=x-nj x-2 2 —-n R 2
0 -4 44X
ce qui donne : y4(X) = (X —1)(X?2+2X) = X(X —1)(X +2).
B Comment diagonaliser une matrice carrée d’ordre n.
W Méthode 7.3.— » La méthode normale est de calculer le polynome car-

actéristique y 4 de la matrice A. Supposons pour la suite que x 4 soit scindé (quitte
& se placer dans C). On détermine ses racines Ay, ..., Ay, pas nécessairement dis-
tinctes et qui sont les valeurs propres de A. Pour chaque valeur propre multiple,
on calcule la dimension du sous espace propre associé. Sila somme des dimensions
des sous-espaces propres est égale a n, la matrice est diagonalisable. On prend
alors une base de chaque sous-espace propre ; en les réunissant, on obtient une
base qui diagonalise A.

» Parfois, on peut calculer rapidement le rang de A et on sait alors que 0 est valeur
propre et que son sous espace propre associé a pour dimension n — Rg A.
Il reste & trouver les autres valeurs propres (utiliser la trace par exemple) .

Mise en ceuvre : de 'exercice 77 a 'exercice 77.

-1 2 -1
Exemples : 1. Réduire la matricce A= | -3 4 -3
—4 4 —4

D’apres le calcul fait ci-dessus (exemple 1. de la méthode 7.2), x4(X) = (X — 1) X (X + 2).

Les valeurs propres sont donc —2,0 et 1.

Comme x4 est scindé avec des valeurs propres simples, A est diagonalisable, et de plus, les sous-
espaces propres correspondants sont des droites vectorielles.

Pour trouver £y (A), résolvons le systeme linéaire d’écriture matricielle A.X = 0, (r), en n’oubliant
pas que ses solutions forment une droite vectorielle :

xr = —z

—r+2y—2=0
B ol —x+2y—2=0 y=20
3r+4y—32=0 @{ Cwdy—2=0 @{

—dxr+4y—42=0
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Ey(A) = Vect iy avec iy = (—1,0,1). Le vecteur & € E_5(A) si et seulement si le vecteur colonne
X qui le représente dans la base canonique vérifie A.X = —2.X soit (A4 213)X = Opq,(R)-

On trouve E_5(A) = Vecti_y avec @_o = (0,1, 2).

De méme, pour déterminer Fy(A), on se ramene & la résolution du systeme (A — I3)X = 0, (R)-
On trouve E;(A) = Vect; avec i = (1,1,0).

0 -1 1 -2 0 0
En prenant P= (1 0 1], onobtient P2 AP=|0 0 0
2 1 0 0 0 1

2. Diagonaliser la matrice J € M4(R) ayant tous ses coefficients égauz a 1.

Immédiatement, J = 1 et donc 0 est une valeur propre de J avec dim £y = dim ker J = 3. Comme
TrJ = 4, 4 est la derniere valeur propre. Pour le vérifier, on résout le systeme JX = 4X. On trouve
la droite vectorielle de base {(1,1,1,1)}. Donc J est bien diagonalisable dans R.

Remarquons qu’ici, se lancer dans y ;(X) aurait été maladroit.

B Comment montrer qu’un endomorphisme n’est pas diagonalisable sans calcul
du polyndme caractéristique

L Méthode 7.4.— Si A est la matrice associée, on part de AX = AX, ou X # 0, et

on tente de trouver une contradiction a partir des A possibles.

Exemple : On appelle nilpotent un endomorphisme non nul tel qu’il existe une entier p € N*, tel
que fP = 0g(g). Montrer qu’un tel endomorphisme n’est jamais diagonalisable.

Si A est la matrice associée a f dans la base canonique de F, posons X # 0 et cherchons A, une
éventuelle valeur propre (de vecteur propre X) :

AX = XX =2 APX = XXX =0=N=0=)A=0.

Si f était diagonalisable, il serait ’endomorphisme nul car sa matrice dans une base de vecteurs
propres serait... la matrice nulle! Ce n’est pas le cas.

Remarque : il existe une autre condition de diagonalisabilité treés courante : toute matrice qui est
symétrique réelle dans M, (R) est diagonalisable dans R. C’est le cas ainsi de la matrice J dans
un exemple précédent. C’est dans le chapitre sur les endomorphismes symétriques.

Dans le programme officiel, il faut savoir reconnaitre le cas ol une matrice est trigonalisable dans
K. Il faut et il suffit que le polynéme caractéristique de la matrice soit scindé dans K. Apres,
pour < trigonaliser > il faut étre aidé par 1’énoncé car aucune méthode de trigonalisation n’est
au programme. Maintenant, donnons une méthode (cela peut vous étre utile) dans le cas (treés
courant) de trigonalisation d’une matrice carrée d’ordre 3 ayant au moins deux valeurs propres
distinctes.
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B Comment prouver qu’une matrice A € M,,(K) est trigonalisable

d Méthode 7.5.— On applique le théoreme de caractérisation de la trigonalisation.

» on calcule le polynéme caractéristique de A ;
» on vérifie qu’il est scindé sur K.

3 a
2 1
trigonalisable sur R, non diagonalisable (sur R et sur C).

. Déterminer la valeur de a telle que A soit uniquement

Exemple : Soit a € R et A = (

Onaya(X)=X2-4X+3—2a= (X —2)2 — (1 + 2a). Plusieurs cas se présentent suivant les
valeurs de 1 + 2a :

> Sil+2a>0, xa est scindé simple sur R et A est diagonalisable sur R.

> Sil+2a <0, ya nest pas scindé sur R donc A n’est pas trigonalisable sur R. Cependant
puisque x4 est scindé simple sur C, A est diagonalisable sur C.

> Sil42a =0, xa est scindé sur R et 2 est 'unique valeur propre de A. Si A était diagonalisable,
il existerait une matrice inversible P telle que : P7'AP =2I, <<= A =2D.

Puisque A est différente de 215, la matrice A n’est pas diagonalisable. Puisque x4 est scindé sur
R, elle est trigonalisable sur R.

B Comment trigonaliser une matrice A € Mj;(K) sachant que xa(X) =
(X — a)?(X — B), oit a # 3. On suppose aussi que dim E,(A) = 1.

W Méthode 7.6.— » On sait déja que A est trigonalisable mais pas diagonal-
isable dans K. On détermine une base de E,(A), que 'on note (@) puis une base
de E3(A), que 'on note (is).

» On compléte par un vecteur i3 (en général un des vecteurs de la base canonique)
telle que B = (i1, iz, U3) soit une base de R?. On introduit une matrice P ayant
pour colonnes les trois vecteurs de la base B dans 'ordre. Il existe alors (a,b) € K2

a 0 a
telque: P71AP=| 0 B8 b
0 0 «

» Appelons T la matrice triangulaire supérieure P~ AP.
On détermine les coefficients a et b en utilisant AP = PT et plus particulierement
en égalant les troisiemes colonnes de ces matrices.
On peut aussi exprimer f(i3) — aiiz en fonction de @; et de .

0
Exemple : Trigonaliser A = 1 0 0
2 3
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Rapidement, x4(X) = (X — 3)(X — 1)2. Puis E3 = Vect (ii1) et E; = Vect (i2), ot 4 = (0,0,1)
0 1 1
et iy = (1,1,1). Il reste & compléter avec @3(1,0,0) par exemple. La matrice P=| 0 1 0
1 1 0
3 0 a
est inversible. On cherche a et btelsque T=| 0 1 b | = P 'AP. On écrit :
0 0 1
b+1 =
PT = AP = b = 1 =b=1leta=-5.
a+b = —4

Finalement dans {1, @2, @3}, la matrice de 'endomorphisme canoniquement associé & A est :
3 0 =5

T=|(0 1 1

0 0 1

B Comment calculer la puissance p*™¢ d’une matrice A par réduction de cette
matrice

' Méthode 7.7.— En diagonalisant (ou & défaut en trigonalisant) la matrice A. On
détermine alors R. On écrit : A = P.R.P~! et on établit la formule : ¥p € N*, AP =
P.RP.P~!. Ceci complete la quatrieme piste de la méthode 3.10
Cette formule s’étend aux valeurs négatives ou nulle de p si A est inversible.

On rappelle au passage que si R est diagonale alors on a 'égalité :
Vp € N*| diag(A1, A2, - .., A )P = diag(A\], A%, ..., AR).

-1 2 -1
Exemple : Calculer AP, ou A= -3 4 -3
—4 4 —4
Cette matrice a déja été réduite dans la méthode 7.3, A = PRP~!, ot les héros sont les matrices :
-2 0 0 0 -1 1 1 -1 1
R=|(0 0o0),P=|1 0 1], P'=(-2 2 -1
0 0 1 2 1 0 -1 2 -1
-1 2 -1
Et:VpeN* AP = PRPP~ 1 = [ -1+ (=2)? 2—(=2)P —1+(=2)"
2(—2)P  —2(=2)P  2(-2)P

Pour p = 0, la formule proposée pour R" donne un autre résultat que I3, donc celle de AP n’est
pas applicable au cas p = 0 (et encore moins pour p < 0 puisque A n’est pas inversible!).
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B Comment résoudre I'équation X? = A, ou A est diagonalisable

Ce type de problematique se rencontre dans les sujets TSI de temps en temps donc autant en
parler.

 Méthode 7.8.— On commence par diagonaliser A et on détermine la matrice de
passage P telle que A = PDP~!. Puis on pose Y = P~ X P et on remarquera que :

YP=D & XP=A.

On résout ensuite 1'équation Y? = D. (En effet, D étant diagonale, Y? = D se résout

plus simplement que X? = A.)
On en déduit Y puis X.

11 -5 =5
Exemple : Soit A=| -5 3 3 . On désire résoudre I’équation X2 = A dans M3(R).
-5 3 3

1. Réduire A (on notera P € GL3(R) et D diagonale telles que A= PDP™1).

2. Pour X € M3(R), on pose C = P~1X P, montrer que X? = A< C? = D.

3. Résoudre I’équation C? = D d’inconnue C € M3(R) (montrer que C' et D commutent puis que
C est diagonale) et en déduire les solutions de X2 = A.

1. On remarque que A a deux lignes égales et donc son rang est au plus 2. Ainsi, 0 est valeur propre
au moins simple. Comme il nous en manque certainement deux, on calcule quand méme x4 (X) =
X(X—1)(X—16). On sait que A est diagonalisable (car elle possede trois valeurs propres distinctes).
Puis Ep(A) = Vect ({(0,-1,1)}), E1(A) = Vect ({(1,1,1)}), E16(A) = Vect ({(—2,1,1)}).

0 1 -2 0 0 O
Cequidonne: P=| -1 1 1 eteD=| 0 1 0
1 1 1 0 0 16

2.0nasanssouci : X2 =A< P 1X2P=P AP & C? = D.

3. Cest tres classique! On a évidemment CD = C3 = DC. Posons C =

Q Q2
>0 o
S 0

L’égalité CD = DC donne : b=c=d=f=g=h=0.
C est bien diagonale. Enfin, C? = D donne : a® = 0, b> = 1 et ¢? = 16. Il reste quatre matrices C
possibles. Comme X = PCP~1, les solutions de X2 = A sont :

0 0O 0 0 0 0 0 O 0 O 0
plo 10 |PYLP{O -1 0]|PLP[O 1 O PPl 0O -1 0 pPL
0 0 4 0 0 4 0 0 —4 0 0 -4
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B Comment trouver, a I'aide d’une méthode matricielle, les suites (u,) € KM
vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2

(A Méthode 7.9.— Soit (un) € KN, définie par la donnée de ug et de uy, et la relation
de récurrence : (R) Vn €N, Unt2 = QUpt1 + Dy, (a,b) sont deux éléments fixés
de K.

1
(1] On pose U, = (uu" >, alors la relation (R) devient Up41 = AU, avec A = (2 a)'
n+1
Par récurrence sur n € N, on aboutit a U,, = A"U,.
On applique la méthode précédente (calcul de la puissance p*™° d’une matrice).

Exemple : Expliciter la suite définie par ug =uy =1 et Vn € N, Uupi0 = Upy1 + Un.

En posant U, = ( tn ), alors la relation de récurrence devient U,, 1 = AU, avec A = (0 1) .

Un+1
L+v6 o 16
2 2

B

D'ott : xa(X) = X2— X —1, donc A a pour valeurs propres a =
On trouve A = P.diag(a, 8).P~1, avec :

(11 L1 (B -1
P<Oé 6>etplm<_a 1)

A" = Pdiag(a™, ").P71L.

Alors, pour tout n € N :

Il reste a courageusement faire le calcul.
On obtient :

,aﬂ (an _ ﬂn) a1+n _ ﬂlJrn

Jra— (—a"6+a6" an — " )

Et donc :

= () =25 (Lt T L)

€
V5

Remarque : Au programme officiel, on n’en voudra pas & I’étudiant (moyen) s’il ne sait pas traiter
des récurrences d’ordre supérieur. La méthode peut pourtant se généraliser sans souci. Ainsi, par
exemple, pour l'ordre p = 3, la matrice associée est d’ordre 3. Imaginons (une imagination tres
probable!) que dans un probléme de concours en étant guidé, cela devient du domaine du possible.
Toujours en travaillant & la marge du programme officiel, on pourrait imaginer que la matrice A
n’est pas diagonalisable mais seulement trigonalisable. Ce cas est adapté pour obtenir les suites de
CN qui vérifient une récurrence linéaire. Tout le probleme est alors le calcul de A™, ou plutdét 77,
si T' est une matrice triangulaire semblable & A. La méthode reste fondamentalement la méme. Et
la aussi, si I'on est guidé, tout devient possible : Sky is the limit !

(an+1 o ﬂnJrl) .

Comme o — 3 = /5, et que o+ 3 = 1, on trouve finalement : u, =
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B Comment déterminer les termes généraux de plusieurs suites définies par
une récurrence matricielle, cette matrice étant diagonalisable

Ce genre d’exercice se rencontre aussi en TSI et a ne pas confondre avec la problématique de la
méthode 7.9.

 Méthode 7.10.— Par exemple, dans le cas de trois suites u, v et w, définies par :

Un+1 Unp
Xn+1 = Un+1 =A Un = AXna
Wn+1 Wn

on a: X, = A"Xj. Il reste a diagonaliser A, trouver P la matrice de passage vers la
base de vecteurs propres. Puis on pose : Y, = P~1X,. On calcule Y,, par la relation
Y, = DY} et on revient a X,, par la relation PY,, = X,,.

Remarquer que 'on a besoin d’inverser P que si les conditions initiales sont explicitées.

Exemple : Soient (uy), (v,) et (vy,) définies par ug = —2,v9 = 1,wo =5 et :
Up+1 = 4du, —3v, — 3w,
vn € N, Upy1 = 3up —2v, — 3w, .
Wpy1 = SUp — U, — 2w,
Déterminer uy, v, et w, en fonction de n.
Uy, 4 -3 -3
On pose X, = Un et X,+1 = AX,. On a rapidement : A = 3 -2 -3 |.Et:
Wy, 3 -3 -2

xa(X)

X3 -3X +2=(X—-1)3X +2).

Les valeurs propres sont —2 et 1. On montre rapidement que dim E_s = 1 et dim By = 2.
Donc comme dim E_5 + dim E; = 3, A est diagonalisable.

111 -2 0 0
En prenant par exemple P=| 1 0 1 | et D= 0 1 0 |,onalégalité:
110 0 0 1

A=PDP~!. Donc: A® = PD"P~!. Posons Y, = P~1 X,,.
Y,41 = DY, =Y, =D"Y, = X, = PY,, = PD"Y;.

Posons (Yp)” = (a 87), alors I'égalité PYy = Xy donne a = 8, 8 = —3 et v = —7. Finalement :

Un 11 1 (=2 0 0 8 8(—2)" — 10
v | =1 01 0 10 -3 | = 8(-2n—7
W 110 0 01 -7 8(-2)" —3
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Enoncé des exercices

B Valeurs et vecteurs propres d’'un endomorphisme ou d’une matrice

Exercice 7.1 : Soit f € L(E) avec E de dimension finie tel que f3 —5f2 +6f = 0.
Déterminer les valeurs propres possibles de f.

Exercice 7.2 : Déterminer 'ensemble des matrices A € M2 (R) telles que ( :1)) > en soit un vecteur

propre associé a la valeur propre —2.

B Conditions de diagonalisation

Exercice 7.3 : Réduire, lorsque cela est possible, dans Ms(R) :
(4 -1 (1 -2 (11 (m+1 1
we(a 7)o (a )= (h )= 0)

Exercice 7.4 : Réduire, lorsque cela est possible, dans M2 (C) :

1 -1 ~1 2i —14+i -1 1 -1
A1<2 3 >’A2<—2¢ 2Z>’A3< P 1+¢)’A4<1 1 >

13 -5 =2
Exercice 7.5 : On considéere A=|-2 7 -8
-5 4 7

1. Calculer (A — 913)3. En déduire que A n’est pas diagonalisable.
2. Notons f € E(Rg) canoniquement associé & A et g = f — 9Idg, montrer que g% # 0. Si 3 est
un vecteur tel que g2(i3) # 0, on pose iy = g(ii3) et @ = g(ii2). Montrer que (ﬁl, ﬁg,&'g) est une
base de R®. Que peut-on dire de la matrice de f dans cette base ?

D’aprés Concours Commun INP (ancien CCP)

1 2 -3
Exercice 7.6 : Soit A=12 4 -6
4 8 —12

1. Calculer le rang de A. En déduire sans calcul le polynéme caractéristique de A.
2. Donner les éléments propres de A. A est-elle diagonalisable 7

1 a 1
Exercice 7.7 : Déterminer (a,b,c¢) € R* pour que A= [ 0 1 b | soit diagonalisable.
0 0 ¢
D’apreés Concours Communs Mines-Telecom et Concours ENSEA, filiere PSI
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Exercice 7.8 : Pour M € M,,(C), on pose f(M)= MT.

Montrer que f est un endomorphisme et déterminer son spectre et ses sous-espaces propres.
L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Déterminer alors Det(f) et Tr(f).

Exercice 7.9 : On consideére 'application f définie sur Ry[X] par f(P) = 2X +1)P— (X2 —-1)P'.
1. Vérifier que f est un endomorphisme (en particulier que f(P) € R,[X].)

2. Déterminer sa matrice A dans sa base canonique et réduireA.

3. En déduire une base de Ry[X] formée de vecteurs propres de f et résoudre f(P) =1+ X? en
utilisant cette base.

B Trigonalisation

Exercice 7.10 : Montrer que A =

o N O
o = O

1
0 | est trigonalisable mais non diagonalisable puis
1

donner une base qui trigonalise A.

7 3 2 5
Exercice 7.11 : B = {€},é3,€3,€4} et Mp(¢) = 190 (73 i g
-15 -9 -5 —-12

1. Mg(¢) est-elle diagonalisable dans R ?

2. On note V; un vecteur propre associé a la valeur propre la plus petite de Mg(¢) et on note
Vs un vecteur propre associé a sa plus grande valeur propre. On fixera Vi de telle maniere que sa
premiere composante soit 3 et on fixera Vs de telle maniere que sa derniére composante soit —1.
Montrer que B’ = {171, ‘72, €3, €4} est une base de R*.

3. Déterminer la matrice de passage P de B & la base 13’. Calculer P~1.

4. Déterminer P~ Mg(4)P et I'écrire en blocs : Dy Gy )
02 B

5. Déterminer les valeurs propres de B;. On notera wi(a,b) un vecteur propre de B; associé a
la plus petite des valeurs propres de B; et de méme wa(c, d) un vecteur propre de Bj associé a la
plus grande valeur propre de B;. Déterminer ces vecteurs.

6. Soit Vs = (0,0,a,b) et V, = (0,0, ¢, d), montrer que B” = {‘71, Va, ‘73,‘_/;1} est une base de R,
7. Déterminer la matrice Mg~ (¢). Que remarque t-on ?

B Application de la diagonalisation pour calculer des puissances successives

1 0 0
Exercice 7.12 : On considére la matrice A= |0 0 -1
01 2
1. A est-elle diagonalisable ?
1 00
2. Montrer que A est semblablea B= |0 1 1].En déduire A™ pour tout n € N.
0 0 1
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Exercice 7.13 : Soit (u,) la suite définie par ug = 0, u; = —1, us = 3 et la relation :

Vn € N7 Un+43 = 72’(14” + Un+1 + 2un+2.
Un
1. Onpose X, = | uUnt1 | . Déterminer une matrice A telle que X, 11 = AX,,.
Un42

2. Réduire A et en déduire X,, puis u, en fonction de n.

-1 3 2
Exercice 7.14 : Soit A = -2 4 2
-1 3 2

1. Diagonaliser A. On appelle D la matrice diagonale obtenue et P telle que : D = P~*AP.
2. Déterminer Y € M3(R) telles que Y? = D. En déduire X € M3(R) telles que X2 = A.

Indications

— Ex. 7.1
On posera f(Z) = A\Z.

Ex. 7.2

Une mise en bouche, une!

_ Ex. 7.6

1. Comparer les colonnes.

Ex. 7.7
On commencera par mettre x 4(X) sous forme factorisée.

— Ex.7.10
Au programme, il est dit que c’est bien de donner une indication. J'en donne deuzx. La premiére
est d’aller voir la méthode ?? pour se donner une idée. La seconde (4 ne lire que si vraiment l’on
est bloqué!) est de prendre une base dont les deux premiers vecteurs sont une base de Eq(A) et le
dernier par exemple (0,0, 1).

— Ex.7.12
2. Ici deux méthodes, on peut par exemple considérer f l’endomorphisme associé a A dans la base
canonique (e1,es,e3), puis déterminer une base (U1, Us, Us) dans laquelle la matrice de f est A.
On peut s’appuyer sur le fait que uy et ug sont forcément dans FE1(A). Une autre méthode est de
poser une matrice P (de passage) telle que ses deux premiéres colonnes soient Uy et s précédents
et la troisiéme colonne de la forme (a,b,c). Enfin, on a : AP = PB. A wous de continuer.

Ex. 7.13
Allez voir la méthode 77

Ex. 7.14
C’est la méthode ?7. Ainsi si Y2 = D alors Y et D commutent!
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Corrigé des exercices

Exercice 7.1
A FAIRE

Exercice 7.2

On pose A = ¢ Z ) . La relation A < i) ) = < _26 ) donne pour solu-
tion A = ( Z :g:gi ) , ot (a,c) € R%

Exercice 7.3
A FAIRE

— Exercice 7.4
> x4, (X)=X?%2—-4X +5et Sp(A4;) ={2+14,2—i}, Aj est diagonalisable.
> x4,(X)=X%2—- X —6etSp(Az) ={-2,3}, Az est diagonalisable.

> xa,(X)=X2%—-2iX —1et Sp(As) = {i}, A3 n’est pas diagonalisable.

> x4, (X)=X?%—-2X +2et Sp(A44) = {1+14,1—1i}, Ay est diagonalisable.

Exercice 7.5
1. Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a A et g = f — 9Idg, alors
si B est la matrice de g dans la base canonique, on a :

4 -5 -2 4 -2 4
B=A-9;=|-2 -2 -8|,B2=9(4 -2 4 |,B3=0.
5 4 -2 -2 1 -2

(X —9)? est un polynéme annulateur de A, donc 9 est la seule valeur propre
possible de A. A n’est donc pas diagonalisable, sinon elle serait semblable,
puis égale, a 913, ce qui n’est pas le cas.

2. Choisissons i3 ¢ Ker (g?), posons iy = g(ii3) puis @1 = g(u2).

Montrons que (i1, @2, @3) est une base de R®.

Supposons (1) aiiy + Biia + i3 = Ogs soit ag? (i) + Bg(is) + yiiz = 0.
Composons par ¢2 : comme g3 = 0, (r#), on obtient vg?(ii3) = 0.

Or i3 ¢ Ker (g2) donc v = 0.

Composons alors (1) par g; on obtient de méme 5 = 0 puis on a alors a = 0.
(11, U2, U3) est une base dans laquelle la matrice de g est la matrice triangulaire
0 1 0 9 1 0

0 0 1], cellede flamatrice triangulaire : T'= [0 9 1

0 0 0 0 0 9

0 —

— Exercice 7.6
1. La matrice est de rang 1.

On en déduit que le noyau, c’est-a-dire le sous-espace propre relatif a 0, est
de dimension 2; par ailleurs, le polynéme caractéristique est de degré 3 et
multiple de X2, donc il est scindé dans R.

La somme des valeurs propres, en tenant compte de leur ordre de multiplicité,
étant égale a la trace, on en déduit que —7 est la derniere valeur propre.

Le polynéme caractéristique de A est donc ya(X) = X2(X + 7).

2. Le noyau est le sous-espace propre associé a la valeur propre 0, et est le
plan d’équation x + 2y — 3z = 0 (on obtient trois fois la méme équation).
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Le sous-espace propre associé a —7 est V = (1,2,4).
Le sous-espace propre associé a la valeur propre double étant de dimension 2,
A est diagonalisable.

Exercice 7.7
Sans souci, on arrive a ya(X) = (X —1)*(X —¢).

» Sic # 1, E.(A) est un sous-espace propre de dimension 1. Il reste a

déterminer la dimension de E;(A4). On aboutit & 2 =0, y =y et & + ay = x.

Donc si a = 0, E1(A) est le plan d’équation z = 0. Dans ce cas dim E.(A) +

dim By (A) = 3 et A est diagonalisable. Sia #0,onay=z=0 et E1(A) est

une droite. Dans ce cas, A n’est pas diagonalisable.

» Sic=1,1 est valeur propre triple et A n’est diagonalisable que si A = I5. € Finalement, A est
Or ce n’est pas le cas. Donc A n’est pas diagonalisable. diagonalisable ssi c # 1
eta=0.

__ Exercice 7.8

__ Exercice 7.9
1.
2.
3.

__ Exercice 7.10

X 0 ~1
vaX)=|-2 X-1 0 X‘
0 0 X-1

-X 1
2 1-X

)

cest-a-dire : ya(X) = X(X%2-2X +1) = X(X — 1)% Puis :

z=0
(w, Y, Z) S EO(A) <~ 20 +y=0 = EO(A) = Vect (ul), Uy = (1, -2, 0). & Le sous-espace
z=0 propre associ€é a A = 1,
z=0 racine double de xa,

9% — 0 = El(A) = Vect (’JQ) avec ﬁ? - (Oa 170)

Complétons la famille libre (41, @2) en une base B = (i1, @iz, U3) par exemple la matrice nest pas
avec le vecteur i3 = (0,0,1). Notons f ’endomorphisme de matrice A dans diagonalisable. On est
la base canonique de R®. On a : f(ds) — U3 = @y + 2ty donc la matrice de f en plein de la méthode

étant de dimension 1,

(z,y,2) € E1(A) < {

0 0 1 ?7.
dans la base Best: B= [0 1 2

0 0 1
— Exercice 7.11
1 xa(X)=X*—6X3+13X%2 - 12X +4= (X — 1)*(X —2)% &  On peut cal-
Et : Ey(A) = Vect ((0,1,1,—1)) = Vect (V3), B1(A) = Vect ((3,2,3,—6)) = culer  xa(X) par
Vect (‘71) développement  selon

Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres est strictement une rangée.
e o N 4 . .
inférieur & dim R*, A n’est pas diagonalisable.
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& p étant triangu-
laire inférieure, il en
est de méme de P~1.

& Une matrice 4 X
4 est une matrice tout
terrain, donc on est

5!
rassure .

& Lidée

mentale

fonda-
de

matrice

ict  est
partir  d’une

triangulaire supérieure

par blocs que lon
transforme en  ma-
trice triangulaire

supérieure tout court
en diagonalisant (ou
trigonalisant) un des
blocs (qui représente
la réduction de ¢ a un
sous-espace  vectoriel

stable.
&2 On part de \73
—8&3+5ey et ‘74 = e3—
€y.

& On

qu’elle est triangulaire

remarque

supérieure.

& Remarquer l’ana-
logie avec la méthode
de

deuxr waleurs propres

7?7 dans le cas
distinctes. Ici, il n’y en
a qu’une mais la ma-
trice triangulaire finale

est donnée, ouf!

& On peut aussi
Is + J et
utiliser le binome de
Allez

méthode

écrire B

Newton. voir
revoir  la

concernée !

2. On voit par exemple : Det (‘71, Va, @, €y) # 0.

3 0 0 O 1 0 0 O
12 1 00 L, 1] =2 3 00
S P=13 1 10|77 73] 1 330
6 -1 0 1 4 3 0 3
3 0 2 )
1 0 6 8 17
N : LAl T
4. Apres un calcul (in)surmontable : A’ = 5100 -2 -8
00 5 11

1/ -2 -8
5. OnpartdeBl—g( 511

On peut poser W (—8,5) et wa(1,—1) apres calculs.

6. Encore une fois, on peut calculer Det (‘71, Va, Vs, ‘74) £ 0.

7. On peut écrire la matrice de ¢ dans la nouvelle base en inversant une
nouvelle matrice de passage et en procédant comme a la quatrieme question.
Puis faire des produits par blocs.

On peut aussi (et c’est ce que nous allons faire) calculer les images de \71, %,
Vs et V par rapport & eux mémes. On a déja : ¢(‘71) =V et gb(‘_/;) = 2V,.
Puis ¢(Vs) = —8¢(¢3) + 5¢(¢1). On part de 3¢(Vs) = —8¢(3¢3) + 5(3¢1) =
—8(2V + 8V, — 285+ 5&4) + 5(5Vh + 17V, — 885 + 118,) = 9V 4+ 21V + 3V, en
utilisant 3¢5 = —Vs — 5V et 3¢5 = — V3 — 8V, Ainsi : ¢(Vs) = 3V4 + Vo + Vs,

) . Le spectre de By est {1,2}.

De méme, on trouve, apres calculs, gb(‘_/;l) = -V, —3Vy + 2V,
1 0 3 -1
. 0 2 7 -3
La matrice de ¢ dans notre nouvelle base est : 00 1 0
0 0 0 2

— Exercice 7.12
1. Par un calcul facile (développer selon la premiére rangée), on obtient :

Xa=(X-1)%

L’unique valeur propre est donc 1; ’espace propre E7 associé a pour équation
y+ z = 0. Il est de dimension 2.

Comme dim F1(A) = 2 < 3 = my, la matrice A est non diagonalisable.

2. On peut prendre pour base de F1(A) : u1(1,0,0),u2(0,—1,1).

1 0 a
Soit P=|0 -1 b|,A=PB.P'= AP = PB.
0 1 ¢

Un calcul rapide donne : b+ ¢ = 1. On peut prendre : a = c=0,b= 1.
Les matrices A et B sont donc semblables.

1 0 0
On peut montrer par récurrence sur n € Nque B"= |0 1 n
0 0 1

Alors, pour n € N, A™ = P.B".P~!; le calcul donne successivement :

1 0 0 1 0 0
Pl=(0 0 1)etA"=|0 1—-n —n
0 1 1 0 n 1+n
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__ Exercice 7.13

0 1 0
1. Ona: X,41 = 0 0 1 | X,
-2 1 2
2. On trouve : x4(X) = (X — 2)(X — 1)(X + 1) et donc le spectre est
1 11
{-1,1,2}. On trouve : P=| —1 1 2 | et D = diag(—1,1,2). On pose
1 1 4

X, = PY,, ou Y, = D"Yj. Il reste & calculer Yy par la formule P71 X, = Y.
On trouve :

1 1 (=) —2+2"
Yo=| -2 | =X,=PD"| -2 | =|[ (-1)ntt —242nH!
1 1 (—1)" — 2 + 2nt2

__ Exercice 7.14

00 0 -1 1 1
L ya(X)=X(X-1)(X-4),D=[0 10|, P=| -1 0 1
00 4 1 11

2. Posons Y = (y; ;) € M3(R). Si Y2 =D alors YD = Y3 = DY.
YD=DY =[i#j=y,=0].
La matrice Y est donc diagonale et Y2 = D permet de conclure :
y1,1 = 0,422 = £1,y33 = £2.

Il reste a écrire que les matrices X telles que X2 = A.
Y?2=D <« PY?P ! = A En posant X = PYP~! ona X?=A.

0 0 0
Les solutions sont les quatre matrices : P 0 +1 0 p-L
0 0 44

& A est diagonali-
sable dans R car ses
trois waleurs propres
dis-

sont réelles et

tinctes.

& On en déduit :
Up = (—1)" — 2427

& Les calculs sont
classiques, laissés au

lecteur.

& Il y a quatre ma-

trices Y possibles.

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

1350l



HHE136 CHAPITRE 7



Chapitre 8

Intégration sur un intervalle

137



B Objectifs

m Les incontournables :

>

>

connalitre les primitives usuelles.

Savoir ce que signifie <« fonction continue par morceaux > sur un intervalle borné ou
non.

Savoir prouver la nature d’une intégrale généralisée.

Savoir calculer une intégrale définie ou une intégrale généralisée convergente directe-
ment ou avec un changement de variable ou une intégration par parties en prenant les
précautions d’usage.

Connaitre les théoremes de comparaison pour 'intégrabilité des fonctions.

Connaitre sans confusion le vocabulaire un peu foisonnant (intégrales généralisées, conver-
gentes, absolument convergentes, fonctions intégrables sur un intervalle).

m  Et plus si affinités ...

>

Connaitre et savoir exploiter la formule de Taylor avec reste intégral.
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Résumé de cours

Dans ce chapitre, les fonctions considérées sont définies sur un intervalle I de R, non vide et non
réduit & un point, et a valeurs dans R ou C.

B Révision : intégrale d’une fonction continue sur le segment I = [a, b].

Sommes de Riemann d’une fonction continue

Définition : Soit f € €([a,b],R). Les sommes de Riemann (I”(f))neN* et (J"(f))neN* de f

n—1 n
b—a b—a
t les suites défini :Vn e N, L(f) = )y In(f) =
sont les suites définies par : ¥n € N*, I,(f) - ; flag) (f) - ; f(ag), ot on
, b—a
a noté pour tout k € [0,n], ay =a+ k- .
Théoreme 8.1.— Sommes de Riemann —. Soit f € €([a,b], R). Les sommes de Riemann de f

(In(f))neN* et (Jn(f))nEN* sont des suites convergentes et :

n—oo

b
tiw 1,(f) = Julf) = [ ()t

b
De plus, si f est croissante (resp. décroissante) sur [a, ], I,(f) < / f@)dt < Jn(f)

b
<mp%m</f@w<@m»

b
/ f () dt se définit donc comme la limite d’une somme de Riemann.
a

b .
Remarque : Comme [ = [a, b], on peut parfois noter / f(t) dt plus simplement : / I
a I

Mise en ceuvre : exercice 01, exercice 02 (question 2).

Proposition 8.2.— Linéarité de I'intégrale—.

b b b
V(f,9) € € ([a, b], R)I” V(A ) € KQ,/ (Af(E) + ng(t)) dt = >\/ ft) dt+u/ g(t) dt.
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Proposition 8.3.— Pour tout f € % ([a, b], R),

b
< [ lswlan

/: Ft)dt

b
>0 = / f(t)dt >0,

Proposition 8.4.— On a aussi la relation de Chasles, pour toute fonction f € € ([a, b], R) et
pour tout réel ¢ € [a, b :

/ab f(t)dt:/:f(t)dt—&—/cb F(t) dt.

Mise en ceuvre : exercice 02.

Proposition 8.5.— Si f € € ([a, b], R) et en posant m = inb] f(@), M = sup f(t), on peut
z€la, te[a, b]

alors en déduire la double inégalité :

m(b—a) i/b f)dt < M(b—a).

Proposition 8.6.— Pour tout (f, g) € [¢ ([a, b], R)]?,

b
a

b
Vtela, b, f(t) = g(t) :»/ f(t)dt}/ g(t) dt.

Intégrale fonction d’une extrémité de l'intervalle _
Soit f € € ([a, b], R) , & tout x € [a, b], on associe F(z) = / f(¢)de.

x

Proposition 8.7.— La fonction F : 2 — / f(t)dt est de classe € sur [a,b]. On a : Vx € [a,b],

a
F'(xz) = f(z). F est donc une primitive de f. C’est 'unique primitive de f sur [a,b] qui s’annule
en T = a.

Mise en ceuvre : exercice 03.

Théoreme fondamental du calcul intégral

Si les propriétés de l'intégrale des fonctions continues permettent de montrer 'existence de pri-
mitives, inversement, la connaissance d’une primitive permet de calculer I'intégrale d’une fonction
continue.
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Théoreme 8.8.— Théoreme fondamental du calcul intégral —.
Soit f € €([a,b],R) et F une primitive quelconque de f sur I, alors

b

/:f(t) dt = [F(t)] = F(b) — F(a).

a

En particulier, une fonction f de classe €' est une primitive de sa dérivée.

Corollaire 8.9.— Soit f € €(I,R), c € I, alors

Veel, f(x)— f(c) :/If'(t)dt.

Calculs d’intégrales et de primitives

Théoréme 8.10.— Intégration par parties —. Soit (u,v) € ¢*([a, b], R)?, alors

b

b
f/ u(t) x v'(t) dt.

/j u'(t) x v(t) dt = {u(t) X v(t)}

a

x

Remarque : comme les primitives d’une fonction continue f sont de la forme F'(x) = A+ [ f(¢) dt,

a
ces formules de calcul d’intégrales définies, s’appliquent aussi au calcul de primitives. Par exemple,
si u et v sont de classe €' sur un intervalle I, alors (& une constante additive pres) :

Quelques primitives usuelles

Fonction Primitive Fonction Primitive
(z — )+t 1 1
e |2 Lo _
(@ ) a+1 + sin? o tanx
. 1 1
e e 4+ C —— |In ‘:1:+\/:132—1‘+C
C .172 —1
1 1
sinar | ——cosax+C | —— ln‘m+\/m2+1‘+0
a 1 + 1'2
1 1
coS ax —sinar+C | — iArcsin z +C
a a2 — 12 |al a
1 1 1 14z
—_ t C =1 C
cos? x an &+ 1— 22 211171:+
1 1 1
- In |z| +C - = Arctan — +C
x a4+ x a a
tanz |—1In |cosz|+ C Inx zlnzx—x+C
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Dans ce tableau, b est un réel, a est un réel non nul, o est un rationnel différent de —1, ¢ € R* ou
¢ € C* et C est une constante réelle (ou complexe).

Théoreme 8.11.— Changement de variable —. Soit I, J deux segments de R, ¢ : J — I une
fonction strictement monotone de classe ¢, f : I — R une fonction continue et (o, 8) € J>.
Alors :

©(8) B
[ swde= [ fewygw du,
o(c) a

Pour (ré)apprendre & utiliser cette formule, allez & la méthode 8.1 et & la méthode 8.2.

Il est temps de calculer plein de primitives et d’intégrales connaissant les différentes méthodes. Au
travail !

Mise en ceuvre : exercice 04 a exercice 09.

Théoréeme 8.12.— Formule de Taylor avec reste intégral —. Soit f de classe €™ sur un
segment I, alors pour tout (a, ) € I?,
~ 1 k (k) “1 n p(n+1)
f(fC)ZZH(l”—a)f @+ [ —@=t)"f (t) dt.
k=0 a

Une conséquence de la formule de Taylor avec reste intégral est la formule de Taylor-Young, que
vous connaissez, j’espere !

Mise en ceuvre : exercice 10.

Proposition 8.13.— Extension aux fonctions continues par morceaux et a valeurs dans C
Si f € Cin([a, b], C) alors on peut définir 'intégrale de f sur [a,b] :

b b b
/f(t)dtz/ D%(f)(t)dt—i—i/ Jm (f)(t) dt.

Remarque : L’intégrale sur [a, b] d’une fonction & valeurs dans C vérifie 'inégalité de la moyenne et
la relation de Chasles. Si f est continue sur [a, b], elle vérifie la formule de changement de variable
et si f et g sont de classe € sur [a, b], la formule d’intégration par parties.

Dans toute la suite, sauf précision éventuelle, I est de facon indifférencié soit [a,b|
avec b réel ou +co, soit I =|a,b] avec a = —co ou a réel, soit I = R.

B Intégrales sur un intervalle

Définition : Convergence d’une intégrale sur un intervalle semi-ouvert —.
Si f est une application continue sur [a,b] (b réel ou +00), Uintégrale (appélée souvent intégrale

b T

généralisée) / f(t)dt est convergente lorsque / f(t)dt a une limite finie £ quand x tend vers
a a

b, x € [a,b].
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Dans ce cas, on pose :

x

b T
/f(t)dt:hmb Flt)dt = ¢

a

Dans le cas contraire, l'intégrale est dite divergente.

La définition s’étend naturellement auz intervalles de la forme |a,b] (a réel ou —o0).

Remarque : Si f est une fonction continue sur le segment [a, b], alors cette définition est cohérente

b
avec celle de l'intégrale définie / f(¢)dt.

Mise en ceuvre : exercice 11.

Proposition 8.14.— Comparaison par la relation inférieur ou égal —.

On suppose que f et g sont continues sur I = [a,b[ ou I =|a, b] et sont & valeurs positives sur I.
b

» Si:Vax el f(x) < g(x) alors I'intégrale / f(t) dt converge si / g(t) dt converge.

a a
» Si f < g seulement au voisinage de b et si I = [a, b[, on a encore le résultat.
» Si f < g seulement au voisinage de a et si I =|a, b], on a encore le résultat.

Proposition 8.15.— Intégrales de Riemann —.

—+oo
L’intégrale de Riemann / — est convergente si et seulement si o > 1. Dans ce cas :
1

a1
;. ot a-1'
o : Lt : :
L’intégrale de Riemann / o est convergente si et seulement si o < 1. Dans ce cas :
0

tdat 1
0 ta_lfoé

+oo
Remarque : L’intégrale de Riemann / ym n’est convergente pour aucune valeur de a.
0

Proposition 8.16.— Intégrales de la fonction logarithme népérien —.

1 “+o00
/ Intdt est convergente et vaut —1 et / Intdt est divergente.
0 1

Proposition 8.17.— Intégrales des fonctions exponentielles —.

+o0 1
L’intégrale / exp(—at) dt est convergente si et seulement si o > 0. Dans ce cas, elle vaut —.
0 a
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Proposition 8.18.— Extension de la formule de Chasles —.

b
L’intégrale généralisée / f(t)dt est convergente si et seulement s’il existe ¢ de [a,b] tel que
a

b b
/ f(t)dt est convergente. Dans ce cas, / f(t) dt est convergente pour tout ¢ € [a, b], et
c (6]

Vee [ab, /abf(ﬁ)dt:/:f(t)dt—i—/cbf(t)dt

Proposition 8.19.— Extension de la formule de changement de variable —.
Etant données une fonction f continue sur [a,b] et une fonction ¢ strictement croissante et de

b B
classe € sur [, ], les intégrales / f(t)dt et / f(d(u))¢' (u) du avec
a= Jim o(u) et b = lim o(1)

sont de méme nature et égales en cas de convergence.

On adapte sans souci au cas ou ¢ est strictement décroissante ou au cas ou f est continue sur
la, b].

Remarque : Quant a la formule d’intégration par parties, dans la pratique, on 'applique non pas
sur [a, b[ ou sur ]a, b] mais sur [e, X] et 'on fait tendre € vers a et (ou) X vers b, selon que 'intégrale
est doublement généralisée (voir plus loin) ou non.

Mise en ceuvre : exercice 12, exercice 13.

b
Définition : Intégrale doublement généralisée —. Si f est continue sur |a,b], / f(t)dt est
a

c b
convergente si et seulement s’il existe un réel ¢ de |a,b[ pour lequel / f(t)dt et / f(t)dt sont
a (&

convergentes. Dans ce cas, on pose :

Lbf(t)dt/:f(t)dtnL/C.bf(t)dt.

Dans le cas contraire, l'intégrale est dite divergente.

1
1
——— dt est doublement généralisée. En effet, la fonction t — ——— est conti-
[1\/1—t2 & V1—1t2
nue sur ]—1, 1[, mais non prolongeable aux bornes de cet intervalle. De plus, elle est convergente,
puisque

Exemple :

L | 0 1
/o Vv1—t¢2 V1 —12

admettent toutes deux une limite quand x tend vers 1 par valeurs inférieures.

dt = arcsinz et dt = arcsinz
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Remarque : d’apreés la proposition 8.18, sl existe un tel réel ¢, alors tous les réels de ]a,b|
conviennent.

Il arrive que ’on définisse une intégrale doublement généralisée en additionnant plusieurs intégrales
(simplement) généralisées sur des intervalles contigus.

Proposition 8.20.— Cas d’une fonction complexe —. Si f est une fonction a valeurs complexes
sup [

continue sur un intervalle I, 'intégrale généralisée / f(t) dt est convergente si et seulement si
inf I

sup sup [
/ Re (1) dt et/ Im f(¢) dt

nf I inf I

sont convergentes. Dans ce cas :

sup sup I sup I
/ ’ f(t)dt:/ ’ mef(t)dHi/ ’ Jm f(t) dt

nf nf [ inf /

Proposition 8.21.— Linéarité —. Ici K = R ou C. L’ensemble des applications f continues sur
sup [

un intervalle I telles que f(t) dt converge est un sous-espace vectoriel de €'([a, b], K). De

inf I
plus, si f et g sont dans cet ensemble et si A et u sont deux scalaires :

sup sup sup I
[ orvugod=x [ s@ydien [ g

nf I inf I inf 1

B Intégrabilité d’une fonction continue sur I

Définition : Soit f une application d valeurs dans R ou C, continue sur un intervalle I. Si

sup [
/ ()] de

nf I
~sup I
est convergente, on dit que l’intégrale / f(t)dt est absolument intégrable.
inf I
Définition : Une fonction f est dite intégrable sur I si elle est continue sur I et son intégrable
sur I est absolument convergente.

exp(it
Exemple : t — XI;Q(Z ) dt est intégrable sur [1, +oo] car :
exp(it) 1
2| e

400
et l'intégrale / ) dt est convergente car c’est une intégrale de Riemann convergente (voir la

1
fondamentale proposition 8.15).
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Proposition 8.22.— Si f est intégrable sur I alors /f(t) dt existe.
I

A t-on la réciproque?

Mise en ceuvre : exercice 14.

Proposition 8.23.— Intégrale nulle d’une fonction continue, positive et intégrable —.
Soit f une fonction continue et intégrable sur un intervalle I.

|f| = 0 si et seulement si f est nulle.
I

Proposition 8.24.— Linéarité de [ — /f(t) dt—.
I

On suppose que f et g sont continues et intégrables sur I et (A, u) € K* alors :

[ oro+usoya=x [ sorat s [ oo

Proposition 8.25.— Espace vectoriel L;(I) —. L’ensemble des fonctions, & valeurs dans K,
continues et intégrables sur un intervalle I est un K-espace vectoriel, (noté généralement L;(1)).

Proposition 8.26.— Inégalité de la moyenne —.
f étant une application intégrable sur un intervalle [ :

‘/If‘é/llfl-

Proposition 8.27.— Comparaison de fonctions et intégrabilité —.
On suppose que f et g sont continues sur I = [a, b[, ol b est éventuellement +oco.

» Si|f| < |g|, alors I'intégrabilité de g sur I implique celle de f.
» Si f(t) = O(g(t)), quand t — b alors l'intégrabilité de g sur I implique celle de f.

Remarque : On peut dans le dernier item remplacer O par o.

Proposition 8.28.— Comparaison par la relation d’équivalence —.On suppose que f et g sont
continues sur I = [a, b[, ou b est éventuellement +oo.

Si f(t) ~ g(t) quand t — b, alors U'intégrabilité de f sur I est équivalente & celle de g.

par la suite, on fera référence a ces résultats en invoquant les < théoremes de comparaison .

Remarque : Dans le cas ol I =|a, b], ol a vaut éventuellement —oo, on adapte la proposition 8.27
et la proposition 8.28 et on compare f et g quand ¢t — a.

Mise en ceuvre : exercice 15, exercice 16, exercice 17.
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Méthodes

Bl Révision : méthodes de calcul de primitives ou d’intégrales sur un segment
p g g

On reprend les notations de la formule de changement de variable, c’est la proposition 8.11.

( Méthode 8.1.— Comment et dans quelle circonstance on utilise la formule de
changement de variable de la droite vers la gauche
Quand on reconnait sous une intégrale I la forme f(¢(u))¢’(u). Dans ce cas, on pose
t = ¢(u), puis on calcule ¢(a) = a et ¢(3) = b. On vérifie que ¢ est bien de classe €*
sur 'intervalle d’extrémités « et 5. Puis on remplace f(¢(u)) par f(¢) et ¢'(u)du par dt
et il reste a intégrer.

Exemple : Calculer l'intégrale

I:/ sin® u cos u du.
0

e

Faisons fonctionner la formule de la droite vers la gauche. On pose ¢(u) = sin u et f(t) = t>. Ici
a=0et B=7/2,et a=0et b= 1. On a donc, en utilisant la formule de changement de variable,

1
1
1:/ t2dt = =.
0 3

Remarque : de cette méthode de changement de variable, on peut établir quelques formules
d’intégration rapides, a utiliser sans modération :

! = lu2 x u® r = ut! avec o # — w(z) z = In|u(z
/wmuuMw— <x/‘<> (@)e = 2 aveca 7 -1, [ S o = Inju(o).

/ 2\/_ dr = +\/u /exp (x) dz = exp(u(z)), /u'(v(x))v'(ac) dr = u(v(x)),
/sin(u(x))u’(z) dx = — cos(u(x)), /cos(u(z))u’(x) dx = sin(u(x))

Ici, les fonctions u et v sont de classe €' sur leur intervalle de définition et toutes ces formules
sont valables a une constante additive pres.

( Méthode 8.2.— Comment et dans quelle circonstance on utilise la formule de
changement de variable de la gauche vers la droite

Pour rendre l'intégrande plus facile a intégrer et le plus souvent en utilisant un change-
b

ment de variable intuité ou donné. Dans I = f(t) dt, on remplace t par ¢(u) et dt par

a
¢'(u) du puis on cherche deux valeurs « et 8 telles que ¢(a) = a et ¢(5) = b et on vérifie
que ¢ est de classe € sur l'intervalle d’extrémités o et 3. Enfin, on écrit alors

B
f:/‘ﬂwwwmlm
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1/2
Exemple : Calculer J = V1 —1t2dt en posons t = sin u.

Donc, ici ¢(u) = sinu et dt = cosu du. Par ailleurs, on peut écrire :
a = arcsin(a) = arcsin(—1) = —7/2 et f = arcsin(b) = arcsin(1/2) = 7/6.

/6 /6
Il reste : J :/ | cos u| cosu du :/ cos® u du

—m/2 —m/2
1
Pour la suite de I'intégration, il reste & linéariser cos® u = 5(005 2u+1).
/6 1 in2 /6 3
Ona:J:/ —(cosQqul)du[Sln U+E} :£ T
—x/2 4 2] .2 8 3

(d Méthode 8.3.— Comment et dans quelle circonstance utiliser la formule de
I'intégration par parties
On remarque que la quantité f(t) s’écrit u/(t)v(t), ot u et v sont deux fonctions dont
leurs dérivées sont continues sur un intervalle I et on remarque aussi que la quantité
u(t)v'(t) s’'intégre plus facilement que f(¢). On aura déterminé une primitive u de u'.
Puis, on écrit (égalité valable & une constante additive prés) :

Il reste & intégrer u(t)v'(¢).

La difficulté de la méthode, c’est de choisir les bonnes fonctions u et v. En effet, la quantité «’(¢)v(t)
n’est pas censée s’intégrer directement (sinon on n’appliquerait pas cette formule) mais par contre,
la quantité u(t)v’(t), elle, doit s’intégrer (ou du moins étre < plus intégrable »).

Exemples : 1. Déterminer une primitive de t — Int sur |0, 4o00].

On pose u/(t) = 1 et v(t) = Int. Les fonctions u et v sont bien de classe € sur |0, +o0| et :

1x lntdt:tlnt—/t% dt.

On choisit ¢ pour primitive de 1, car en général, le recours a une constante d’intégration particuliere

n’est pas utile. Il reste donc : /lntdt =tlnt—t+ K, ou K € R.

2. En admettant qu’une primitive de t — estt — In(t++/t2 + 1), déterminer une primitive

de t — V2 + 1.

Pour cela, on effectue une intégration par parties en posant v'(t) = 1 et v(t) = V1+4+¢2 On a :

F=[]1xyV14+t2dt=tv/1+12— /
/ e

t2 +1-1 1
a retenir pour d’autres exos!) Vi = \/1 = = 1+t — WinwL
+ + +

on en déduit : F = ty/I+ 2 — F+In(t + V& 1 :,»F_—[t\/1+t2+1nt+\/t2 }

1
V1+1¢2

dt, & une constante additive prés. On écrit (astuce

Remarque : Parfois, il faut faire plusieurs intégrations par parties successives!
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 Méthode 8.4.— Comment intégrer une fonction rationnelle du type

1
ts ————
t24+at+

2 4B — o
@ ! 4
variable x =t + 7" Enfin, selon le signe de —a? + 43, on pose d? ou —d? cette derniere

quantité et on se ramene au tableau des primitives classiques.

On peut écrire t2 + at + 8 = (t + %) . Puis on effectue le changement de

1

Exemple : Calculer F : x r—>/ —dt.
o 14+t+1¢2

2
1 3 1
Comme on peut écrire : 1 +t+t2 = <t + 5) + vk on pose alors le changement de variable u = t+ 3

J)+% 1

et on écrit dt = du. Ce qui donne : F' : z +> / — —du.
1
3

\/_2
’)

S

u? 4

Il reste a utiliser le tableau des primitives usuelles,

F(z) = {i arctan 2—”} e arctan 2ol arctan
V3 V3, V3 V3. V3 V3

2 1
Tt L.Onaﬁni!

V3 V3 33

1 2
Or, arctan — = % et il reste : F'(z) = —= arctan

V3

at +b

Remarque : on peut étendre aux fonctions rationnelles f du type t — ————,
q P Jdutyp 2+ at+p

avec

(a, by, B) € R*. Pour cela, on peut suivre le cheminement suivant :

L2t +a) —

2 + 2 .
24+at+8 t2+at+p’
(2t + ) o
—~——— de forme —;
t2+at+ u

— décomposer la fonction f(¢) sous la forme

a

[\

— déterminer alors une primitive de ¢t —

— déterminer une primitive de t — avec la méthode précédente.

2+ at+
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U Méthode 8.5.— Comment intégrer une fonction rationnelle f(¢) de variable ¢
On décompose en éléments simples la fraction rationnelle associée dans R(X), c’est-a-dire
que l'on écrit f(t) sous la forme d’une combinaison linéaire de fonctions du type

1 at+b

t— P(t), t— , b =
®) (t—a)m (12 + ot + )

ot P est un polynéme en t, (m,n) € (N*)Q7 (a, b,,a,8) € R* avec a2 — 48 < 0.
On détermine une primitive de chacun des éléments simples en utilisant le tableau des
primitives usuelles et la méthode précédente.

Remarque : la théorie de la décomposition en éléments simples n’est absolument pas au programme
de TSI. Ceci dit, si I’'on vous guide, par exemple en donnant la forme générale de la décomposition,
vous devez y arriver. Un grand nombre d’exercices dans vos concours démarrent ainsi. Par ailleurs,
en SI, vous pratiquez aussi des décompositions en éléments simples.

Exemple : Trouver une primitive de la fonction t — I sur un intervalle ne contenant pas 1.

— 3

On commencera par remarquer que 1 —t> = (1 —t)(1 +t + t?) et qu’il existe a, b et ¢ trois réels
a bt + ¢

-8 1t 1118
On trouve les coefficients a, b et ¢ soit en réduisant au méme dénominateur et en identifiant, soit
en utilisant quelques astuces de calculs de coefficients. Par exemple, si ’'on multiplie la fraction
par (1 —t) et que l'on applique pour ¢ = 1, on obtient le coefficient @ = 1/3. Si on multiplie la
fraction par t et que l'on fait tendre ¢ vers 400, on obtient —a +b = 0 et donc b = 1/3. Enfin, une

1 1 1 t+2
identification avec ¢ = 0 donne ¢ = 2/3. Dans tous les cas, : == + + .
1—t3 3\1—-t 14t+1¢2

(que Uon déterminera) tels que :

Il reste a intégrer ¢ — ce qui est immédiat et & intégrer t — , or cette derniere

1
31— 1)

3(1+1t+1t2)
o " . 1 2t+1 1 5
primitive a été calculé un peu plus haut : 3 V3arctan W + 5 In(t*+t+1) .
1 1 2t+1 1
Finalement : /ﬁdt =3 (— In|1 —¢| + V3 arctan % + 3 In(t* +t+ 1)) .
Remarque : On peut procéder parfois sans connaitre la théorie de la décomposition. C’est le cas
P(t
si f(t) est un rapport du type ﬁ, ou P est un polynéme. On cherche a faire apparaitre t + a
a n
dans P.
3
Exemple : Déterminer une primitive de f : ¢ — m
B4+1-1 (E+1)E2—-t+1) 1
Ona: f(t)= = - .Deplus, t* —t+1=(t—2)(t+1)+3.
na: f(t) e e e Dol +1=(t-2)(t+1)+
3 1 t2 1
Il reste : t)dt = t—-24+—————=|dt=——-2t+3In(l+t)+ —+ K, ou K € R.
reste /f() /[ +1—|—t DL 5 + n(+)+1+t+ ,ouK €
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b
( Méthode 8.6.— Comment calculer des intégrales du type I, = / fa(t)dt

Une méthode est de tenter une récurrence. On commence par calculer  les premiers
éléments de (I,,), par exemple Iy et I;. Puis & 1'aide d’une intégration par parties, on
trouve une relation entre I,, et un ou plusieurs de ses prédécesseurs I,,_1, I,,_o et on en
déduit I,, en fonction de n.

2
Exemple : Calculer pour tout n € N, lintégrale I,, = / sin™ x dx.
0

T .
Au départ : Iy = 5 et I; = 1. Ecrivons pour n > 2, I, = / sin" ! & sin z dz. Par une intégration

0
par parties, si 'on pose v = sin” ! z et v/ = sinz,

™

™ 2
I,=- [sin"_1 xcosx}; +(n—- 1)/ sin "% x cos® x d.
0

2 2
En utilisant cos?z = 1 —sin®z, I, = (n — 1) sin" 2z dr — (n — 1)/ sin” x dz.

0 0
On en déduit l'implication : I, = (n — 1)(Ip—2 — I,) = nl, = (n — 1)L, _o.
2p—1)(2p—3)..3x1 7 2p(2p —2)..4 x 2
2p = — et 12p+1 = .
2p(2p — 2)(2p —4)... x4 x 2 2 20+ 1)(2p— 1)(2p — 3)... x 5 x 3

(d Méthode 8.7.— Comment encadrer une fonction entre deux polyndmes a I’aide
de la formule de Taylor avec reste intégral
On écrit la formule de Taylor avec reste intégral jusqu’a 'ordre nécessaire pour faire
apparaitre un des polynomes en tant que partie réguliere dans cette formule et on montre
que le reste intégral est toujours de méme signe.

2
x
Exemple : Prouver sans étude de fonction que pour tout x € [—m, 7], cos x > 1 — 5

2 T —t 2
On applique la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 2, cosx = 1— % +/ % sin t dt.
0

x T —t 2
Six < 0, sin est négative et comme on integre de 0 a x, / u sin t dt est positive et si x > 0,
0

x —t 2
sin est positive et comme on integre de 0 a x, / (7) sin t dt est encore positive.
0

(d Méthode 8.8.— Comment calculer la limite d’une suite de somme de Riemann
On peut commencer par factoriser la somme par (b — a)/n puis trouver la fonction f
continue et le segment [a,b] sur lequel on travaille. Enfin on explicite u, en tant que

b
somme de Riemann et on en déduit que lim wu, = / f(¢)de.
a

n—-+oo
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1 1 1
Exemple : Déterminer la limite de S, = —— + + ...+ —— quand n — +o0.
n+1l n+2 n+n

Commengons par < arranger > la somme S,,.

1 1 1 1 1
Elle peut s’écrire : S, = — ( + ...+ ) = — (f (—) + .. —|—f(1)) , en posant
n n

1+1/n 1+n/n n
1 . . L dx
f(z) = . C’est donc une somme de Riemann et on a: lim S, = =1In2.
1+z n—-+00 o 1+

B Etude de la convergence d’une intégrale sur un intervalle

( Méthode 8.9.— Comment étudier la convergence d’une intégrale sur un inter-
valle a I'aide de la définition du cours
L’application f étant continue par morceaux sur [a,b] (b réel ou +o0), considérons

b
Iintégrale J = / f(t)dt et F une primitive de f.

» Pour un z quelconque de [a, b[, on calcule : / f@®)dt = F(z) — F(a).

» Si F(x)— F(a) admet une limite finie quand « tend vers b, J est convergente et
égale a cette limite; sinon elle est divergente.

. Lt oo dt teo
Exemples : 1. Ftudier la nature de I; = \/_ % et Is = / costdt.
1 0

1
> [ est convergente. En effet, ¢ — 7 est continue sur |0, 1] et, pour tout € €]0, 1], on peut
U dt

2\/} —92_-9/e—2 Deplus: | L —2
\[ [ Ve P 0 Vi

» [> n'est pas convergente. t — —= est bien continue sur [1, +oo[ mais, pour tout z € [1, 400,

Vi
—+o0

t
\/_ [2\/‘} W) xjoo 400 et ! % est divergente.

> I3est divergente t — cost est bien continue sur [0, +oo[, mais, pour tout = € [0, +00], on peut

écrire :

on peut écrire :

z z
écrire : / costdt = {sin t} =sinz et £ — sinx n’a pas de limite en +oo.
0 0

1 “+o00
T dt

2. Convergence et, éventuellement, calcul de A :/ ——— et B :/ .

I V1— 22 oo 14122
» r+— ——— est continue sur [0, 1[; elle est positive sur R.

V1—a2 0, 1
X

On écrit alors sans souci : VX € [0, 1] / m [Arcsm x}o = Arcsin X j>1 g

Conclusion : A = est convergente et vaut 7

/1 dx
0o V1—a22

> t— ﬁ est continue sur R; elle est positive sur R.

HE 152 CHAPITRE 8



dt
1+1¢2

x +oo dt
Pour tout = > 0, / = [Arctan t} = Arctanx —> g, donc / = g
0 0

x
0 T—400 1 + t2

0
Par parité, on obtient que / 72 est convergente et vaut aussi 3.
— 00

oo gt

Conclusion : /

—— est convergente et vaut .
oo L4 t2 &

d  Méthode 8.10.— Comment montrer la convergence d’une intégrale ou
I'intégrabilité d’une fonction a I'aide des théorémes de comparaison

b
L’application f étant continue sur [a, b[ (b réel ou +00), considérons I'intégrale / f(¢)dt.
a

[1] Les théorémes de comparaisons sont établis pour des fonctions de méme signes ou
pour leurs valeurs absolues. Si f est a valeurs réelles, il est donc indispensable de se poser
la question du signe de f sur [a,b[. Si celui-ci n’est pas constant (au moins autour de

b
la valeur b), on est bloqué pour I’étude de la nature de / f(t)dt. Par contre, on peut
a

b
étudier la nature de / |f(2)] dt.

Le but du jeu est, ensﬁite7 de comparer f ou |f| & une fonction dont I'intégrale sur [c, b],
¢ € [a,b], est une intégrale de référence (nature établie en cours). On prendra ¢ = a si
I'intégrale de référence est définie en a et on prendra ¢ > a sinon.

Cette comparaison pourra s’effectuer par majoration-minoration ou par équivalence en
utilisant la proposition 8.14, la proposition 8.27 et la proposition 8.28.

Exemple : Etudier la convergence des intégrales :

teo dt teo dt too
— 2. — 3. e " dx
1 V14t 1 Vit —1 0

1. Remarquons que l'intégrande est continue sur [1,4o00[ et positive ce qui autorise I'usage des

théoremes de comparaison. Seule la borne supérieure +o0o pose un probléme.

On écrit : v/1 +t* > 2 donc : 1 < 1 or /+00 dt converge donc o _dt
| - Ve ) e LoViER

2. L’intégrande est continue sur |1, 4+00[, mais non prolongeable en 1.

Il est donc préférable de scinder 'intégrale en une somme de deux intégrales généralisées.

/2 dt ( o gt
1 Vit —1 Vit —1
Comme la fonction a intégrer est positive, on peut utiliser les théoréemes de comparaison.

oo dt e dt
converge donc

9 \/t4+12 ) Vit —1
dt 1

th—1=Vt2—1Vt2+1 ~ V2V2yt =1 1, t/ R R

v Vi1V V2VRVESTenLet | - NG

/2 dt
——— converge.
1 Vit =1 &

converge.

On écrit : probléme en 1) et (probléme en +00).

On écrit : V#* — 1~ Vt1 + 1 en +oc et converge.

converge (car t — a pour

primitive ¢ — 2v/t — 1 et [2v/t — 1Ji existe) donc

Finalement l'intégrale proposée converge.
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. a2 . NP .
3. La fonction z — e™® est continue sur R donc seule la borne infinie pose un probleme.

Par ailleurs, cette fonction est positive, ce qui autorise I'usage des théoremes de comparaison.

efe”? = e " est majorée sur Ry (car inférieure & 1 sur [1, 4+o00[, et continue sur le segment [0, 1])

2 _ 2 .
donc AIM € Ry, 0 < e ® < M e ). Comme e~ * dx converge, e~ % dx converge aussi.

B Calcul d’une intégrale (généralisée) sur un intervalle

(A Méthode 8.11.— Comment pratiquer un changement de variable dans une
intégrale sur un intervalle
Si 'on veut pratiquer le changement de variable défini par 'application ¢ dans I'intégrale

b
généralisée / f(#)dt, il faut alors :

[1] s’assurer que ¢ est une bijection strictement monotone de classe €' d’un intervalle
Ja, B[ dans Ja, b[;

B b
établir la convergence de / (f o) (u)¢'(u) du ou de / f(t)dt;

si ¢ est strictement croissaﬁte, ces deux intégrales sont ggales, sinon, elles sont opposées.
Dans la plupart des cas, les changements de variables seront suggérés par 1’énoncé.
Néanmoins, il arrivera, de temps a autres, qu'on espére une certaine autonomie de
létudiant(e) pour des changements de variables < naturels .

sin x

Exemples : 1. Montrer que f : © — est intégrable sur [1,4o00[, puis que :

2

T ging L |
5 dr = sin — dx.
1 €z 0 €

Ve [l,+oo, |f(z)| < iz

f est continue sur [1, 4+oco[. Puis :

1
et ¥+ — est intégrable sur [1, +oo[, donc f est intégrable sur [1, +o0[.
x

¢ : x — — est une bijection ¢! strictement décroissante de [1, +oo[ dans 0, 1].
x
On a donc un changement de variable valide pour cette intégrale généralisée.

1
Puis : Vz € [1, +o0l, |¢'(z)| = —, donc :
x

+oo “+oo 1 1 1
/ sm;c dr = —/ sin ( ) o' (z)dr = / sin = dt.
1 T 1 p(x) 0 t

1
dz
2. Pratiquer le changement de variable x = sint sur l’intégrale / —_— .
I g A TR N
En déduire sa convergence. Pratiquer le changement de variable uw = tant sur l’intégrale obtenue
et en déduire la valeur de l'intégrale initiale.
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T T
> ¢ : t > sint est une bijection strictement croissante et de classe ¢! de } 35 [ dans | —1,1] :

2
c’est donc un changement de variable valide pour l'intégrale proposée. Comme :

1
dx
l’inté rale/ —_—
R S DY

et l'intégrale

R

/ ¢ (t) dt B /% V1 —sin’tdt [ dt
—5 2=¢?()V1 - (1) z (2—sin?t)V/1—sin®t J-z (1+cos’t)

sont de méme nature.
Or, cette derniere est une intégrale définie, donc 'intégrale initiale converge et :

! dx
/ (2—,7:2 W1 — a2 /1 1+0052t)

2

T
D> 1 : t — tant est une bijection strictement croissante et de classe €' de }—5, 5[ dans R; il

s’agit d’'un changement de variable valide pour l'intégrale précédente.

1 1
Comme, Vt € } —g, g [, P'(t) = o et cos?t = T i tan?’ on peut écrire :
/72r dt B /72r cos’t 1 it
_x (1+cos2t) (14 cos?t) cos?t
2

(NE] NH

B 1
B /g (L+42%(¢)) ( + T

B T du
) 2+
U T_X ™

= lim [— arctan —

X=too V2 V2lox V2
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Méthode 8.12.— Comment pratiquer une intégration par parties sur une
intégrale sur un intervalle

Considérons / f@®)g'(t)dt avec I = [a, b].

» On vérifie que f et g sont de classe ¢! sur [a, b]. L’existence des limites du produit
fg aux bornes de I'intervalle assure que les intégrales de fg’ et f’g sont de méme
nature. On peut apphquer alors directement (dans les cas snnples) :

/a F(t)g' () dt = / e

» Souvent, par précaution, (et c’est ce que nous ferons dans les exemples), il vaut
mieux choisir X dans [a, b, puis pratiquer 'intégration par parties sur [a, X|. Et
chercher ensuite la limite lorsque X tend vers b de ’expression obtenue.

» Dans le cas ou I =]a, b[, c’est-a-dire dans le cas ol / F(t)g'(t) dt est doublement

a
généralisée, on fera l'intégration par parties sur [e, X] avec a < ¢ < X < b et on
cherche ensuite la limite lorsque € tend vers a et X tend vers b dans I'expression
obtenue.

1
Exemples : 1. Montrer que l’intégrale / Intdt est convergente et vaut —1 puis que l'intégrale
0

—+o0
/ Intdt est divergente.
1

Vous allez chercher la proposition ??. On écrit (ot 0 < u < v) :

v v 1
/ lxlntdt:—/ tX;dt+[t1Ht]Z

On commence par faire tendre u vers 0 et v vers 1. La quantité tInt tend vers 0 dans les deux cas.

1 1
1
Comme 7/ t x n dt = —1, on en déduit bien que / Intdt est convergente et vaut —1.
0 0

v

1
On fait tendre u vers 1 et v vers +o0. Or : 7/ t X ;dt+ [tInt], =v—u+vinv—ulnu tend
u

—+o0
vers +oo. Donc : / Int dt est divergente.
1

+oo
2. Pour n € N, convergence et calcul de I, = / thetdt.
0

» Positivité et continuité de ’intégrande.

t — t"e~" est continue, donc continue par morceaux, et positive sur R, : on peut déja dire que
I'intégrale est seulement généralisée en +o0.

» Etude de la convergence.

A défaut de trouver un équivalent plus simple de et en 400, on peut en rechercher un majorant.

D’apres le théoreme de croissance comparée, pour tout entier n € N, liIJIrl t"2e¢=t = 0 donc
n—-+oo

t > t"T2e~" est bornée sur un intervalle [A, +oo[ (4 € R}), et elle est par ailleurs bornée sur

[0, A]. Alors : 3M € Ry, Vt € R,0 < t""2e~! < M, donc, pour tout t € R, : 0 < t"e™! < 2.
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o dt
t_2.
» Intégration par parties sur une intégrale ordinaire.

On conclut en utilisant la convergence de /

X
Effectuons sur I'intégrale / t"e tdt (X € Ry) une intégration par parties en posant :
0

v(t) z "

b'e b'e
Alors : / o' (t)v(t) dt = [ft"eft]g( Jr/ nt" et dt.
0 0

Faisons tendre X vers +o00; le crochet tend vers 0 (croissances comparées) et :
In = nIn_l.

» Fin du calcul.
A partir de Iy =1 et de I, = nl,_1, on obtient par récurrence sur n € N : I, = n!
En effet, cette relation est vérifiée pour n = 0 (c’est une intégrale de référence) et si elle est vraie
au rang n € N alors I, = n! donc I,y1 = (n + 1)1, = (n + 1)
+oo

I, = / t"e~t dt converge et vaut n!.
0

1
Int
3. Convergence et calcul de LI

V1i—t
» Positivité et continuité de ’intégrande.
Int
V1i—t

» Etude de la convergence. On a :

La fonction ¢ — est continue et négative sur ]0, 1].

Int Int In(1+(t—-1
- ~1Int et - :n( +( ))N— 1—t¢.

vi—-t o v1—t 1-1¢ 1

i 1
2
Comme / Intdt et / V1 —tdt convergent, I'intégrale proposée converge.
0 ;
» L’intégration par parties sur 1’intégrale généralisée échoue.
Si I'on applique directement la formule d’intégration par parties en posant :

() = 1 et{ ult) = —2¢1-t

ot) = 11n;t v(t) =

~ | =

on obtient :

/0 11—nf [ 2v1—tln t \/T

Les deux termes du membre de droite ne sont pas des réels, car }iné —2v1—tlnt = 400
—

2 ¢—
t

et ~ = donc

dt n’est pas convergente.
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» Intégration par parties sur une intégrale ordinaire.
Soit £ et © dans |0, 1[telsque: 0 <e <z <1:

T Int ] V11—t
dt = | —2v1 —tInt 2 dt.
/E Vi [ HLJF /E /

» Fin du calcul.
Pour cette derniere intégrale, pratiquons le changement de variable (vous ne l'auriez jamais trouvé
tout seul 7 Rassurez-vous, on vous le donnera strement ! Ce que 1’on attend de vous, c’est que vous
sachiez l'utiliser) : u=+/1 —¢.

dt

Alors:du:fﬁ,t:zs:&u:\/lfsett:xéu:\/lfz,d’oil:

V11—t Vi—w 92
dt = — —Qdu
t Ji—e 1—u
m
\/18 ( 1’[1,2) !
\/ﬁ !
= <2 >du
1 8 1+u 1_U

1-VI—z | 1-I—¢
= 2/T-z-2/T—c+1 -1
! Trvice 1t vi-e

Il n’y a pas de probleme a faire tendre x vers 1. On obtient alors :

L' Int 144/
\/n_dtQ\/lslns+2< 2T =2+ In— 1_5).

En multipliant numerateur et dénominateur par ’expression conJuguee du dénominateur :
2
1+VI—¢ (1+V1-¢)
1-VI—¢ £ '

In(1++/1—¢)—Ine et

VITE

D’ou :

' Int
/6 \/f__tdt:2\/175111574\/1f€+4ln(1+\/lf€)721115
=2(V1-e—-1)lne—4V/1-c+4ln(1+V1—¢)
Comme (\/lfsfl)lns—g()(car \/lfsflwf—) on écrit :
e—

Lont

o VI—t

dt = —4+4In2.

Remarque : sachez que 'on peut utiliser I'intégration par parties pour montrer la convergence
d’une intégrale généralisée.
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b
(d Méthode 8.13.— Comment étudier une intégrale généralisée J = / f(t)dt

a

dans le cas ou [ est a valeurs dans C

» On peut étudier la nature des intégrales généralisées :
b

b
K:/ Re (f)(t)dt et L:/ Jm (f)(¢) dt.
Si ces deux intégrales exigtent, J=K+:iL. ‘
» On peut étudier (on commencera par calculer |f(¢)|) si f est intégrable sur le
domaine d’intégration. Si c’est le cas, J existe.

(it) — 1

. T exp
Exemple : Ftudier la nature de / VEVE dt.
0

La fonction a intégrer est continue sur Ri. Par ailleurs, cette fonction est a valeurs dans C, ce qui
n’autorise pas 'usage direct des théoremes de comparaison.
» En 0, on éerit (en sortant de votre inépuisable culture : e = 1 — 2sin?(¢/2) + isint) :

et —1 2sin’t/2  sint t g
=- / —l—z—:—i—i———i—o(l),
t3/2 t3/2 t3/2 2 \/Z

it

donc t +> Ty n’est pas prolongeable en 0.
it

$3/2

1 eit -1 1 eit —1
domc/0 Jm <t37> dt converge, ainsi que/0 Re (W) dt.

» En 400, on a la majoration :

1
1

; or — dt converge,
/0 Vit

La partie imaginaire de est de signe constant et équivalente a

Sl -

o~

et —1 < 2
32| S 32
400 +o0 et — 1
Or /1 5] dt converge, d’ou la convergence absolue de /1 a7 dt.
+oo ezt _
Finalement : / e dt est convergente.
0

Conclusion : on voit que 'on a utilisé ici les deux pistes, la premiere pour ’étude en 0 et la seconde
pour I’étude en +o00. Par contre, on n’a pas pu calculer 'intégrale!
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B Fonction définie par une intégrale de bornes variables

¥(z)
U Méthode 8.14.— Comment étudier F : z / f(t)dt, ot ¢ et ¢ sont ¢!
o(x)
sur un intervalle I a valeurs dans un intervalle J sur lequel f est continue
xr

» Comme [ est continue et si a € J, alors G : z — / f(t)dt, primitive sur J

s’annulant en a de f, est de classe ¢! sur J et Vo € J,aG’(:E) = f(x).
¥ () e(x)
> Vazel, F(x):/ f(t)dt—/ F(t)dt = Go(z) — G op(a).

a a
» On conclut au caractere ¢! de F puis on obtient sa dérivée.

» Les problemes de limite sont traités soit a l'aide d’inégalités obtenues par la
croissance de 'intégrale sur un segment (s’assurer que les bornes sont “dans le
bon ordre” ), soit en étudiant la nature d’une intégrale généralisée.

2z
dt
Exemple : Soit : f : x r—>/ i Ensemble de définition, variations et limite en +o0.
n
xT

1
[1] La fonction ¢t — i est définie sur ]0, 1{U]1, +o00[, donc il est nécessaire et suffisant, pour que
n

f(z) existe, que : [z,2x] C]0,1[U]1, +oo], donc D = |0, [ U]1, +ool.
v odt 1

Qx> / i est la primitive sur |0, 1[ s’annulant en 3 de t — i elle est donc dérivable sur
1 In n

10,1[. Puis : Vz € ]0, 5[, f(x) = ¢(2x) — ¢(x). f est donc dérivable sur |0, 3.

2 1 Inx —1In2
On écrit : V. 0.4 fla)y=20022) - () = —— — — == %
n éerit : Vo €0, 5[, f'() #(22) = ¢ (@) In(2z) Inz Ilnz(ln2+Inx)

T g 1
Yo x> / ™ est la primitive sur |1, +oo[ s’annulant en 2 de ¢ — Wi elle est donc dérivable
2 n

sur |1, +oo[. Puis : V& €]1,+o0], f(x) =¥ (2z) — ¢(x). f est bien dérivable sur |1, 4o0].
On écrit : Vo €]1, +oo, f/(z) = 2¢'(22) — ' (z) = 2 1 Inz—1n2

In(2r) Inz Inz(n2+Inz)
Sur 0,3 [, nz(In2+Inz) > 0, donc : f'(z) < 0.
Sur |1, 4o00[, Inz(ln2+Inx) > 0, donc : f'(z) <0, si z €]1,2[ et f'(x) >0, si x> 2.
Conclusion : f est décroissante sur ]0, [ et sur ]1,2] et croissante sur [2, +ool.

1 1 1
Siz>1,0<t<2r=>0<lhe<nt<h2r= —— < — < — = —— < f(2) < —.
In2x ~ Int " Inx In2x Inx

= 400, donc : lim f(z) = 4o0. Attention, ici la non-intégrabilité de
Tr—r+00

On en déduit : lim
z—+oo In 2z

1
t— i sur [2, +o0o[ ne suffit pas pour conclure car on aboutit & une forme indéterminée.
n

—+o0
Remarque : Dans le cas : z — / f(t)dt, on prouve d’abord l'intégrabilité sur un intervalle du
x

—+o0
type |a, +o0l. / f(t)dt est alors constant.
a
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Chapitre 9

Séries numériques

161



B Objectifs

m Les incontournables
» Savoir montrer qu'une série converge (ou diverge), en utilisant tout ce qui est possible

d’utiliser, en particulier la regle de d’Alembert.

Savoir appliquer @ bon escient le critere spécial des séries alternées.

Tirer parti de la comparaison entre série et intégrale généralisée.

Utiliser le principe de téléscopage pour montrer la convergence d’une série et trouver la
valeur de sa somme.

m  Et plus si affinités ...
» Savoir approcher ou encadrer un réel a ’aide de sommes de séries.

» Trouver un équivalent du reste R,, d'une série numérique.
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Résumé de cours

Vous pouvez commencer par réviser KN, I’ensemble des suites de N dans K, dans le
chapitre 1.

B Séries a termes dans K

Définition : Série associée a une suite —. Soit u = (upn)nen une suite de KN. On pose, pour tout

n
entier naturel n, S, = E ug. La suite (Sp)nen est la série associée a la suite u = (up)neN.
k=0

Cette série est notée Zun, pour la distinguer de la suite u = (up)nen ; on dit que u, est son

n
terme général. S, = Zuk est sa somme partielle d’indice n.
k=0
Remarque : chaque suite définit une série unique et réciproquement, puisque la connaissance des
sommes partielles S,, équivaut & celle des termes généraux : Sy = ug et u, = S, — S,,_1 sin € N*.

Définition : Série convergente —. La série de terme général u,,, E Un, est convergente si et
seulement si la suite (Sy)nen de ses sommes partielles est convergente dans K.
—+oo
La limite de la suite (Sy)nen est alors la somme de la série : on la note E Up, -
Si la suite des sommes partielles diverge, alors la série est dite divergente.
—+oo
Remarque : ne pas confondre E Uy, qui désigne la série elle-méme, et E Uy, qui désigne la somme
n=0

de cette série, c’est-a-dire la limite de la suite de ses sommes partielles. Il y a la méme différence

entre ces notations qu’entre (up)nen €t lim .
n—-+o0o

Proposition 9.1.— Cas d’une série de nombres complexes —. Une série de nombres complexes
E zn, est convergente dans C si, et seulement si, la série g Re (z,) et la série g Jm (2,,) sont
convergentes dans R. Dans ce cas :

+oo +oo +oo
Y z=) Re(z,)+i» Im(z).
n=0 n=0 n=0

Proposition 9.2.— Espace vectoriel des séries convergentes —. [.’ensemble des séries conver-
gentes de K, muni de ’addition des suites et de la multiplication des suites par un scalaire, est un
K-espace vectoriel.
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Remarque : On suppose Zun et Zvn des séries convergentes et A € K. Alors :

—+oo —+oo +oo
> Z(un + vy, ) est convergente et Z(un + o) = Z Uy, + Z VUp,-
n=0 n=0 n=0
+oo +oo
> Z()\un) est convergente et Z(Aun) = )\Z U,
n=0 n=0

En conséquence, si g U, converge et si E v, diverge, alors E (upn, + vy,) diverge. (Si elle conver-

geait, alors g vy, différence de deux séries convergentes, convergerait.)

Définition : Reste d’une série convergente —. Si la série g uy, converge et a pour somme S,

n
R,=5- Zun =S5 — 85, est le reste d’ordre n de la série convergente Zun

k=0
—+oo
On le note R,, = Z U, -
k=n+1
Proposition 9.3.— Si la série Z u, converge, alors la suite (R,,) de ses restes converge vers 0.

Mise en ceuvre : exercice 01, exercice 02.

Proposition 9.4.— Condition nécessaire de convergence —. Si la série E u, converge, alors
son terme général u,, converge vers 0.

ATTENTION, ce n’est pas une condition suffisante : une série dont le terme général tend vers 0
n’est pas nécessairement convergente. La série harmonique en est un exemple.

En revanche, par contraposition, une série dont le terme général ne tend pas vers 0 est divergente :
on dit qu’elle est grossiérement divergente.

Définition : Séries alternées —. Une série réelle g uy, est dite alternée si, pour tout entier

naturel n, u, et u,4+1 sont de signes contraires.

Proposition 9.5.— Théoreme spécial des séries alternées —. Une série alternée dont la valeur|
absolue du terme général décroit et tend vers 0 est convergente.

Dans ce cas, la somme S est du signe de ug et elle est comprise entre deux sommes partielles
consécutives quelconques.

De plus, pour tout n, le reste d’ordre n, R,, est du signe de up4+1 et |Rp| < |unt1].

Mise en ceuvre : exercice 03, exercice 04.
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B Séries de nombres réels positifs

Proposition 9.6.— Convergence par majoration de la suite des sommes partielles —. Une série
a termes positifs E u, converge si et seulement si la suite (Sp,)nen de ses sommes partielles est

“+o00
majorée. De plus, dans ce cas, g Uy = SUp Sy,
n=0 neN

Proposition 9.7.— Séries de référence —.
» Séries géométriques —. Si ¢ € R, alors la série Zq" de terme général ¢" converge si, et
seulement si, g € [0,1].

» Séries de Riemann —. Si a € R, alors la série E — converge si, et seulement si, o > 1.
n

Preuve : A développer.

Dans le développement précédent, on a comparé une série et une intégrale, on peut généraliser.

Proposition 9.8.— Comparaison série-intégrale —. Si f est une fonction continue par morceaux,
décroissante et & valeurs réelles positives sur [0, +-ocol, alors la série g f(n) converge si et seulement

si f est intégrable sur [0, +-o0].

D’autres méthodes permettent de savoir si une série & termes positifs converge ou non.

Proposition 9.9.— Comparaison par majoration-minoration —. Soit (u,,) et (v,,) deux suites de
nombres réels positifs telles que, a partir d’un certain rang ng, on ait :
Vn = ng, 0 < up < vp.

Si E v, converge, alors E U, converge; si E u, diverge, alors g v, diverge.

Proposition 9.10.— Comparaison par domination —. Soit (uy,) et (vy,) deux suites de nombres
réels positifs telles que : u, = O(vy,) ou u, = o(vy,).

Si E v, converge, alors E U, CONVErge.

Corollaire 9.11.— Comparaison par équivalence —. Si (u,) et (v,,) sont deux suites de nombres
réels positifs telles que : u, ~ v,, alors les séries g Uy, €t E vy, sont de méme nature, c’est-a-dire

qu’elles sont simultanément convergentes ou simultanément divergentes.
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Proposition 9.12.— Régle de d’Alembert —. Soit » _ u,, une série & termes strictement positifs :
Un+1

Si: 3k €]0,1[ et Ing € N tels que : Vn € N, (n = ng =
Un+1

< k), alors Z Uy est convergente.

n

Si:3ng € N tel que : Vn € N, (n = no = > 1), alors Zun est divergente.

n

Un+1 - . . .
"+l 2 une limite [ (ﬁme ou mﬁme) quand 7 tend vers +oo, on a :

Si le rapport

n

» Sil <1, lasérie Zun converge.
» Sil > 1, la série Zun diverge grossierement.

» Sil =1, on ne peut pas conclure sur la nature de la série Z u, par cette méthode.

Warnung : cette régle de d’Alembert n’est pas la regle universelle. Essayez avec les séries de
Riemann.

Mise en ceuvre : exercice 05 a exercice 10.

B Séries absolument convergentes

Définition : Séries absolument convergentes —. La série numérique E uy, est absolument

convergente ou ACYV lorsque la série E |un| est convergente.

Proposition 9.13.— Toute série absolument convergente est convergente.
—+oo —+o0
En outre, Z Up| < Z |tn -
n=0 n=0

Proposition 9.14.— Série géométrique Zz" —. La série géométrique Zz", ou z € C, est
convergente si, et seulement si, |z| < 1; dans ce cas, elle est méme absolument convergente et

+o0 1
Vz e Ctel que |z] <1, Z" =
que |z| ;:0 T~
Théoreme-Définition 9.15.— Série exponentielle —. Pour tout nombre complexe z, la série
Zn
E — est absolument convergente. On définit la fonction exp sur C en posant :
n!
+oo on
VzeC, exp(z) = E —
n!
n=0

Mise en ceuvre : exercice 11 a exercice 14.
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Méthodes

Ici, on notera la somme partielle d’ordre n de la série Zun, la quantité S, = Zuk et si cette

k=0
série converge, on notera S sa somme.

By

B Séries a termes toujours positifs (ou a termes toujours négatifs)

Dans tout le paragraphe, les séries considérées sont a termes positifs (on peut étendre
bien entendu aux séries a termes négatifs ).

U Méthode 9.1.— Comment déterminer la nature de Zun

» Siuy ne tend pas vers 0, E uy, diverge grossierement.

A
> Siuy ~ioo v alorssi a > 1, Zun converge et si a < 1, Zun diverge.
On pourra penser a la formule de Stirling si dans u,, apparait n!
> Siu, ~poo Kg™ alorssi g < 1, Zun converge et si |g| > 1, Zun diverge.
» Sil'on peut majorer u, par vy, (respectivement si u, = O(v,)) telle que Zvn
soit convergente alors Z Uy converge.

» Sil'on peut minorer u, par v, > 0 (respectivement si v,, = O(u,)) telle que
Z vy, soit divergente alors Z uy, est divergente.

1
» Si lim n%u, =0 avec a > 1, alors u,, = o (—> et Zun converge.

n—+4oo n<
- 1 .
» Si lim n%u, = +oo avec a < 1, alors u,, > — et E uy, diverge.
n

n—-+oo

1
» Silon fait un développement limité de u, en 1/n et si u, = v, + 0 (—a) , ol
n
a > 1, alors si Z vy, diverge, Z u, diverge et si Z v, converge, Z Uy, CcONVerge.
» On peut aussi montrer : 34 € R, Vn, S, < A. Alors Zun converge et S < A.
» On peut aussi (parfois) calculer la limite S directement. Si cette limite est finie,

Z uy, converge. Allez voir la méthode 9.7 pour calculer S.

» On peut utiliser la régle de d’Alembert. (Lorsque le terme général w,, s’exprime
sous forme de produit ou de quotient et comporte des factorielles ou des puis-
sances)

Voir méthode 9.2 pour la fagon de I'utiliser.

» On peut comparer avec une intégrale généralisée si u,, = f(n), ou f décroit, au

moins a partir d’'un certain rang de n. Voir méthode 9.3.
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Exemples : 1. Etudier la nature de la série de terme général

7’L2

2n + (=1
3. Etudier la nature de la série de terme général e — (1 + %)n

cos?n’

2. Etudier la nature de la série de terme général

2 1
4. Déterminer la nature de la série de terme général u, = ( n) ok
n

1 1 1
> — et — diverge, donc ——— diverge.
n Zn & . ZncosQn Hvers
n>1 nz1
2 2 4
n n 1 n 1
0 ——— ~ — =0 — | car — — 0; puisque — converge, il en est de méme

1. Pourtoutn>1, ———
ncos?n

7’L2

pour la série numérique (& termes positifs) Z m

nz=1

\" 1
3. <1 + —) = exp (n In{1+ — ||, et par ailleurs un petit développement limité a 'ordre 2
n n

1 1 1 1 1 1
donne:nln(l—i——):n(———+0(—2)) :1——+0(—) et donc :
n n n n

2n? 2n
1\" 1 1 . . 1\"
14+ — =eexp|——40| — , ce qui garantit que v, = e— |14+ — tend vers 0 et est
n 2n n n

équivalent & —— (en utilisant e* — 1 ~ u quand u tend vers 0).

n
On en déduit que v, est négatif pour n assez grand, et donc la série de terme général v, est de
méme nature que la série harmonique; Z v, diverge.

(2n)! (2n)?"e~2"\/47n 1 .
(n!)z m Ann2re—2n9my, = \/ﬁ et donc la série Zun

diverge par comparaison avec une série de Riemann.

4. En usant de James Stirling, u,, =

W Méthode 9.2.— Comment utiliser la régle de d’Alembert

» On s’assure que les u, sont non nuls, au moins & partir d’un certain rang.
Un+1

» On cherche la limite Z, si elle existe, de
Unp

> sif <1, Zun converge (absolument) ;

> sil>1, Zun diverge (grossiérement) ;
> sif =1, le critéere ne permet pas de conclure.

Exemple : Soit a € Ry, déterminer suivant la valeur du réel a la nature de la série de terme
général u,, = (2:) a™.

Unr G ™™ D2 2n+2)! ot 20+ 2)(2n+ 1) o2n+1
_ L _ > — 5 a =2« — 4o
Un (M an ) ((n+1)NH2 an (n+1) n+1
Un+1

Il en résulte que si a < T alors lim < 1, donc la série Z U, converge .

n—-+oo Up,
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Un+1

1
Sia> -, alors lim
4 n—+oo Uy

> 1, donc la série Z u, diverge .

1
Sia= 7o onne peut pas conclure. (Voir & ce sujet exemple 4 qui suit la méthode 9.1.)

(A Méthode 9.3.— Comment encadrer des sommes partielles par la comparaison
série-intégrale et en déduire la nature d’une série numérique
f est une fonction continue, positive et décroissante sur RT. Pour déterminer la nature
de la série Z f(n), on peut utiliser directement le théoréme du cours permettant de se
ramener & U'intégrabilité de f sur RT. Mais, pour encadrer une somme partielle ou un
reste de cette série, il est plus efficace de construire et d’interpréter la figure :

k k+1
> / ft)dt et / f(t)dt s’interpretent respectivement comme les aires des
k—1 k

portions de plan “sous la courbe” :
{(.9), k—1<2<k 0<y< f(o)} et {(z,9), k<z<k+1,0<y< f(2)}.
f(k) s’interprete indifféremment comme ’aire du rectangle [k — 1, k] x [0, f(k)] ou

)

Paire du rectangle [k, k + 1] x [0, f(k)].
k
ﬂwwgﬂm</ F(t)dt.
k—1

» On somme membre a membre les encadrements précédents, en rajoutant, au
besoin, f(0) pour obtenir :

n+1 n n
o+ [ smar< S rw < ro+ [ s
1 k=0

» On calcule les intégrales pour obtenir un encadrement.

k+1
» On a 'encadrement : /
k
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1

Exemple : Etudier la nature de la série de terme général u, = ————.
nlnn (In(lnn))

La fonction f :t +— est continue, décroissante et positive sur Je, +00[, donc la série

1
tInt(ln(Int))?

1
Z —— 5 st convergente si et seulement si f est intégrable sur [3, +o00].
i nln n(ln(lnn))
o { [3,4+00[ — [In(ln3),+o0]

est une bijection de classe C!, donc c’est un changement de
t — In(Int¢)

1
variable valide pour une intégrale impropre sur [3, +oo[. De plus : ¢'(t) = ot
n

/*“’ dt /*‘”@ RS
5 thnt(n(nt))®  Js w2 | u],s; I3

1
On a obtenu ainsi l'intégrabilité de f sur [3, +oo[, donc la convergence de Z

ninn(in(lnn))?’

=

B Séries a termes quelconques

Dans tout le paragraphe, les séries considérées sont a termes dans R ou dans C

() Méthode 9.4.— Comment étudier la nature d’une série alternée Zun
On rappelle qu’ici u,, = e(—1)"|u,|, olt € = £1.
» Si |uy,| ne tend pas vers 0, la série diverge grossierement.
» Sila suite (|“n|)neN décroit et converge vers 0, on applique le critere des séries

alternées. La série g u, converge. En bonus, on peut majorer |S — S,| par

|ttnt1]- On dit que Perreur commise en remplacant S par S,, est inférieure a la
valeur absolue du premier terme négligé.

» Si la suite |u,| tend vers 0 sans monotonie (ou si I’on ne peut pas le prouver), on
fait un D.L de w,, & partir de la variable 1/n. On se rapproche ici de la huitieme
piste de la méthode 9.1.

="
2n+1
|S,, — S| <1072 et en déduire un encadrement de S de longueur 1072,

Exemples : 1. Justifier la convergence de Z (de somme S). Déterminer ng € N tel que

1

) T décroit et

Il s’agit clairement d’une série alternée dont la valeur absolue du terme général
tend vers 0 : cette série converge, d’apres le critere spécial des séries alternées.
S — 5, est le reste R, d’ordre n de cette série convergente.

L’une des conclusions du criteére spécial des séries alternées est que : Vn € N, |R,,| < |up41]-
. 1
Iei, |S, — S| < ——
2n

+3
Pour avoir |S,, — S| <1072, il est suffisant d’avoir : 31 < 135, donc n > 49.

Finalement 49, ou tout entier supérieur ou égal a 49, est un entier ngy possible.
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De plus, S, comprise entre deux sommes partielles consécutives quelconques, est minorée par les
sommes partielles d’indices impairs, d’oll : Sy < S < Sy + 1072

(=n"

2. Etudier la convergence de Z ﬁ
n — n

n=2

_1)n
é. On ne peut pas appliquer le critere des séries alternées.
n+(—1)»

En effet, si p € N*, |ug,| =

Posons u,, =

1
—— et =—.0 :
2p+1 ¢ |u2p+1| 2p na

[ugp| < |uzpt1]

donc |uy| ne décroit pas (méme si sa limite est 0).
Un développement limité de w,, donne :

n -1 n n2 n?
1+ (=1
n
. —-1)" . . . .
Si 'on pose v, = ———, on remarque que la série g vy, suit le critere des séries alternées et est
n

donc convergente. Si 'on pose w, = — cette série est a termes tous négatifs et Z(fwn) est

=,
n
. 1 .
& termes positifs et est convergente (voir la proposition ??7). Enfin o (—2> représente le terme
n

général d’une série absolument convergente donc convergente.
Par somme, la série E uy, est convergente.

(d Méthode 9.5.— Comment montrer qu’une série Zun est absolument conver-
gente

On montre la convergence de la série a termes positifs Z |tn|, en utilisant la méthode
9.1, la méthode 9.2 ou la méthode 9.3.

P2
L sinn
Exemple : Nature de la série E

n>1

n2

2
4 s smmn . N . .
Le terme général u,, = 5— Dest pas de signe constant a partir d’un certain rang.
n

2 2

sin

sinn n
n2

2

1 1
Vn>1, < 3 et Z 3 est convergente, donc Z

n=0 n>1

est convergente.
n

sinn?
E 5— est absolument convergente, donc convergente.
n
n>1
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' Méthode 9.6.— Comment étudier la nature (et trouver la somme éventuelle)
d’une série E u, a termes complexes

» On peut calculer |uy,|. Si cette quantité ne tend pas vers 0, il en est de méme de
un. Il y a divergence grossiere. Si |uy| ~ vy, oll v, est le terme général d’une série

convergente, alors Z u, est absolument convergente donc convergente.

» On peut étudier les séries réelles Z Re (uy,) et Z Jmu,. Si elles convergent
simultanément, il en est de méme de Z Up. Sil’une (au moins) des deux diverge, il
en est de méme de Z Uy Quant & la somme, en cas de convergence, sa partie réelle

est la somme de Z Re (u,) et sa partie imaginaire est la somme de ij (Un)-

n(2+)"
2n ’

Exemples : 1. Etudier la nature de la série Z
n>1

On a:

" - n(2+4)" . s
Cette quantité tend vers +oo et donc la série Z % diverge grossierement.
n>1
2. Etudier la nature de la série ) !
. Etudier la nature de la série .
n=1 \/ﬁ +i

On écrit :

1 Vno—i N |
= = = —1 :
vn+i n+1 n+1 n+l

1
Les séries Z Re (uy,) et Z Jm (uy,) divergent et il en est de méme donc de Z -
n>1 n>1 n>1 \/ﬁ e

Outre les méthodes utilisant les résultats relatifs aux séries entieres que nous verrons dans un
chapitre ultérieur, donnons les principaux moyens de déterminer la somme d’une série convergente.
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J Méthode 9.7.— Comment déterminer la somme d’une série convergente Z Unp,
» L’utilisation des séries géométriques quand u,, est de la forme Ag™, ou —1 < ¢ < 1.

+o0 on
» L’utilisation de : Vz € C, exp(z) = Z o
n=0
» Le principe du téléscopage quand le terme général u,, s’écrit facilement sous la
forme f(n) — f(n+ 1), ot f est une application de R™ dans K :

» On calcule la somme partielle d’ordre n par “télescopage”
n

Su = D (f(k) = f(k+1)) Zf = > flk+1)
k=0

k=0

n n+1
> Fk) =Y f(k) = £(0) = f(n+1).

k=0 k=1

» On détermine, si elle existe, la limite de f en +o00 et on conclut sur la nature
de la série et la valeur de sa somme éventuelle.

» Il existe des formes de téléscopage plus complexes, par exemple :
q

> (fn+1)= f(n—1)) ouZ (n+1)=2f(n) + f(n—1));

n=p
dans ce cas, on peut decomposer linéairement ces sommes partielles, puis

décaler les indices pour faire apparaitre des sommes communes qui se sim-
plifient, ne laissant que quelques termes résiduels.
» Il existe des pistes plus originales. On peut calculer seulement S5, ou seulement
Sop+1. Et méme utiliser des sommes de Riemann !

. 5 x 2ntl
Exemples : 1. Ftudier la convergence de Z e Calculer alors sa somme.
n>0
5 x 2ntl u 2 L :
Posons u,, = e On constate que : Vn € N, ntl 3’ donc Z Uy, est une série géométrique
= w

2
de premier terme uo = 30 et de raison 3 €] —-1,1].

Cette série est donc convergente et sa somme est 30 X ——5 = 90.

sin (nf)

T et calculer sa somme.

2. Soit 0 € R, montrer la convergence de Z
n=>0

—+o0

1
= = on et que Z on converge,
n=0

in6

2n

(voir méthode 9.1) car

ezn&
La série E
277,
n=>0
donc sa partie imaginaire converge;

X 7*2“’ Nt 1 2 2 _ 4—2cosf + 2isind
o — 2n 771:0 2 71_%72—6”72—cos€—isin974—40059+00529+sin29'
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—+oo

) sin (nf) 2sind
D déduit : =JmS=—"——.
onc on en dédui ,;0 on m E dcost
3. Convergence et somme de Z #
) 9 —~ n(n+1)

1 1 1 1 1 1 1 1
Vil —— =~ — et Sy =(1-= ) I —1-
" nn+1) n ntl© ( 2>+<2 3>Jr +<n n+1>

+o0o 1
D gDy =l e =1
n=1
4. Convergence et somme de Z In cos ;in, a € }0, g [

n=0

a a a a
Remarquons que, pour tout k£ € N, sin o1 = sin (22—k) = 2cos ok sin ok > 0.

sin o
Et donc : In (cos ;ik) =In ( 2S1121k2i: ) =In (2’“‘1 sin 2;71) —1In (Qk sin 2%), soit :

i In (cos %) =1In <% sin (2a)) —1In (2” sin 2%)
k=0

—+o0

in (2
Or, Sin%fv;indonc 2"sin2% tend vers a en +OO;HZ_OIHCOS%:1D Sm2(aa)
2n—1 on —1 1 1 3
5. Convergence et somme de;;;—.lndication : nzfn:2(n71)+ﬁ_2(n+1)'
"on—1 i 1 moyom 3
D e S S S
—nt—n n:212(n 1) —n = 2(n +1)
m— 1 m 1 m+ 3
= Doty X
n'=1 n=2 n’=3
= —_— — — 1__ - _ 9
n=2
> ! _3 i tend vers and m tend vers +
= T T 5. ui tend vers — quand m tend ver 0.
4 2m 2m+1 ¢ 1 4

6. On pose :VYn > 1, u, = . La série Z Uy, est-elle absolument convergente ?

n>1
2P 1. 1
On pose alors : Vp € N*, Sy, = ug, montrer : So, = —— .
“+oo
En déduire Z u, et retrouver la nature de Z Uy -
n=1 n>1

1
» Comme |u,| = —, il est clair que g un Nest pas absolument convergente.
" n>1
1 1 1 1 1 1
» Onécrit: Sy, =—-14+-—=-+...— —— ————
n écri 2p +2 3+ 2j+1+2j+ 2p+1+2p
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1 Zp 1 & 11 1 1 1
P14k kZ:1p+k p+1 p+2 77 2p—-1 2p
P 1 1 1 1 1 1
On écrit alors : Sy, = 3T Ty 2p1+§{1+..+—+ +§}
0 S 1 = ! = + = + .+ ! + L 1+ +1
u encore : =—1l--—. . ———— — — 4+ -4+ .+ —+= e
» 2 w—1 2p 2 o 2 D
1 1 1
Ainsi, Sop = |-1— - — ... — — —| 4+ |[1+...+ —]|, ce qui donne bien la forme indiquée
2 2p—1 2p
» Sil £ L it 1217: L de Ri
i 'on pose = —— on reconnait en —— une somme de Riemann.
P 1+t 1tk
Et: pll}l_l,_loo Sop = / f(t)dt = —In2. Comme Sp41 = S2p — 1 pEI-POO Sopt1 = —In2.

Donc : E U, = —In2 et la série E U, converge.
n>1

(d Méthode 9.8.— Comment déterminer un équivalent du reste d’une somme
partielle de la série Zun
» Dans le cas d'une série convergente dont on connait la somme S et I'expression
Sp pour tout n, alors R, = S — S, s’écrit sous la forme g(n). On effectue un
développement limité en 1/n.
» Siwu, = f(n), o f est continue, positive et décroissante sur RT, on utilise :

ljw }: f(k /‘wf@yh

+1 k=n+1
Cette double inégalité peut permettre d’obtenir un équivalent du reste d’ordre n.

1
Exemples : 1. Soit la série de terme général : up, =In |1 — —> définie pour n > 2.
n?

Montrer que u,, peut s’écrire sous la forme u, = ¢(n) — ¢(n —1).
—+o0

Lo .. -1
En déduire la somme de la série. Montrer que R, = Up ~ —.
k=n-+1
L. n?—1 n—1 n+1
On commence par écrire : u,, = In =1In +1n .
n n n

Si on pose ¢p(n) =In(n+ 1) —Inn, on a bien : u, = ¢(n) — d(n — 1).
Par télescopage, on en déduit la somme de la série :

= [(k)

k=2

— D] = ¢(n) —o(1),

n

c’est-a-dire : S, = ¢(n) —In2. Donc : hm p(n)=1= Z Up = —1n2.
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—+oo

Posons R,, = Z ug. Cette quantité existe et tend vers 0 quand n tend vers +oo car la série
k=n+1
associée est convergente. De plus: R, =S5 — 5, = —In2— (¢(n) —In2) = —¢(n).
1 1 -1
Or, quand n tend vers +o00, ¢(n) = In (1 + —> ~—=R,~—.
n n n

2. a. Soient deux séries E Uy, et g v, G termes positifs telles que E vn S0it convergente.
n>0 n>0 n>0

—+o0 —+o0
Montrer, au voisinage de 400, que : |U, ~ Uy = g Up ~ E Up | -
p=n p=n

Indication : on utilisera le fait que : Uy ~ Uy < Up — Uy = 0(Vp).
1 = 1
b. Soit a > 1 et up ~4o0 vy alors montrer que : ;lup ~ oo m.

a. Comme u,, ~ vy, Uy — v, = o(vy,) et donc :

Ve>0,dNyg € N,Vn > Ny, —ev, < up — v, < €vy,.

n

n
Posons S, = Zuk et T, = ka. Pour tout n > Ny et tout p € N,
k=0 k=0

*e(Tn+p - Tn) S Sn+p - Sn S e(Tn+p - Tn)
+oo +oo
On fait tendre p vers +oo. En posant A, = Z up et 7, = Z vp alors :
p=n p=n

€Ly < A, —Z, < €Z,.

(En effet, les suites S,, et T}, étant convergentes, il en est de méme de (T4, —T}) et de (Sy4p—5Sn).
Finalement, A, — Z,, = o(Z,,) et on a bien : A, ~ Z,.
b. Soit @ > 1 et partons maintenant de l'intégration (& faire) :

/”*1 a1 1 1
n tY  a—1\not (n+41)e-!

1 </"+1dt< 1 é/”“dt 1
(n+1)e n t* T no N

n+1 d
Donc si up, ~ — alors u,, ~ / o par transitivité des équivalences.
n n

Par ailleurs :

1
Comme la série de terme général — est convergente, en utilisant le résultat précédent :
n
f T
o [
p=n no 0

+oo 1
Or / — vaut ————— . On en déduit le résultat.
n (a — 1)na—1
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3. On considere la série E )
n>2
a. Montrer sa convergence.

b. Encadrer son reste R, d’ordre n. En déduire un équivalent de R, .

a,mla>1.

a. La fonction f: z — est décroissante et positive sur [2, +oo[ donc la série :

1
Z n(lnn)e’

n>2

_
z(lnx)>

de terme général f(n), converge si et seulement si f est intégrable sur [2,4o00[. Or, VX > 2

/X de [(hlz) O‘Jrl] B 1 B 1 N 1
o z(lnz)* | —a+1l |, (I-a)(InX)>! (1-a)(In2)*! X-1c (a—1)(In2)>"1"

1
En conclusion, f est intégrable sur [2,+o00[, donc g ———— converge.
(Inn)e
n>2
b. En exploitant la figure décrite dans la méthode :

k+1 1 k
Vk>3,/k f(t)dtgmé/klf(t)dt-

En sommant de n + 1 a N, puis en faisant tendre N vers +o0o, on obtient successivement, par la

relation de Chasles : N

[ ons 3 g [T
/ff(t)dt@ng/n F(t)

+1
D’apres le calcul fait a la premiere question, en remplagant 2 successivement par n+ 1 et n :

1 1
(a—1)(In(n + 1))&71 S fin s (a—1)(Inn)e—1"

De cet encadrement, il est facile de déduire :

1

e e
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B Objectifs

m Les incontournables :

>

>

Savoir déterminer et interpréter le rayon de convergence d’une série entiere.

Connaitre le mode de convergence d’une série entiere sur l'intervalle ou le disque de
convergence.

Savoir manipuler les séries entieres (combinaisons linéaires, dérivation, intégration, décalage
d’indices).

Connaitre les développements classiques en série entiere.

Utiliser les savoir-faire ci-dessus pour
> calculer une somme de série entiere;
> développer en série entiere une fonction définie par une formule analytique.

m  Et plus si affinités ...

>
>

Exprimer certaines intégrales < non calculables » comme des sommes de séries numériques.

Savoir calculer les sommes de certaines séries numériques.
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Résumé de cours

B Définition, convergence
Définition : Série entiere —.

Une série entiére de la variable réelle x (respectivement compleze z) est une série de la forme

Z anx™ (respectivement Z anz"),

n=0 n=0

oU (an)nen est une suite a termes réels (respectivement complexes), avec la convention x° = 1
(respectivement 2 = 1)(méme si =0 ou z =0).

Dans la suite, on énonce les résultats dans C (qu’on adapte au cas réel sans souci).

Théoréme 10.1.— Lemme d’Abel —.
Soit zp € C*, si la suite (an2d)nen est bornée alors, pour tout nombre complexe z tel que |z| < |zo],

la série g an 2™ est absolument convergente.
n=0

Proposition 10.2.— Pour Z anz", donnée, il existe R unique dans Ry U {400} tel que :

n=0
l. 2| <R= Z anz" converge absolument
n=0
2. |z| >R= Z anz" diverge grossierement
n=0

Plus précisément : R = sup {|z|, (lanz"]), o est bornée } = inf ¢ |7|, Z anz" diverge
n>0

si R = 0, la propriété |z| < R est fausse pour tout élément de C, et de méme, si R = +o00, la
propriété |z| > R est fausse pour tout élément de C, et les implications ci-dessus sont vraies, en
vertu du principe de logique : < si p est fausse, p = ¢ est vraie quelle que soit g >.

Définition : Rayon et disque de convergence —. Le réel R défini en proposition 10.2 est appelé
rayon de convergence de la série entiére Z anz™.

n=0
Le disque (ouvert) Dr = B(0, R) est appelé disque de convergence de cette série entiére : si
R=0, alors Dr =), et si R = oo, alors Dp = C.

Proposition 10.3.— D’apres la proposition 10.1, toute série entiere converge absolument en tout
point de son disque de convergence, et diverge grossierement en tout point extérieur au disque de
convergence (c’est-a-dire en tout point z tel que |z| > R.) Aucune propriété générale ne précise le
comportement de la série sur le cercle d’incertitude de centre O et de rayon R.

Remarque : Notez les cas particuliers importants :
si R = +o00 : f est définie sur C tout entier et si R =0 : f n’est définie qu’en z = 0.
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|z| > R : divergence grossiere

Proposition 10.4.— Regle de d’Alembert pour les séries entiéres non lacunaires —.
Soit Z anz" une série entiere non lacunaire, c’est-a-dire dont les coefficients a,, sont tous non
n=0
nuls a partir d’un certain rang et de rayon de convergence R. Alors :
si =0 , R=+4o0
. An+1 . 1
Si lim [@ns1] =(e[0,+o0] = ¢ si £€]0,+o0] , R=-
n—-+4oo |an| [
si =400 , R=0

2n+1

. . 1 .
Remarques : 1. La série entiere g —z est lacunaire, en effet, as, = 0 et agp41 # 0.

n20n+1

On ne peut donc pas appliquer la proposition 10.4. Voir la méthode 10.1.
2. La série Z n®z"™ a pour rayon de convergence 1 pour tout réel a.
n>1
En effet, en posant a,, = n® # 0 pour tout n € N* et en appliquant la proposition 10.4, le rapport
a 1\“
| |"+|1| = (1 + —> tend vers 1 quand n tend vers +o0o (ou vaut 1 si a = 0).
an, n

Mise en ceuvre : exercice 01 a exercice 04

B Opérations sur les séries entiéres

Dans tout le paragraphe, R, (respectivement R;) est le rayon de convergence de la série entiere

g anz" (respectivement g bp2™). Leurs sommes respectives sont f et g.
n>0 n>=0

Proposition 10.5.—
(i) Silon a : |ay| < |by| alors : R, > Ry. (ii) Silon a : |ay,| ~ |b,| alors : Ry = Ry.
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Remarque : Dans le cas (i), on peut remplacer par a,, = O(b,,) ou a,, = o(by).

Proposition 10.6.— Combinaison linéaire —. Si \ et p sont deux complexes non nuls alors laj
série entiere de somme A f +pg a un rayon de convergence R > inf(R,, Ry), avec égalité si R, # Rp.

B Séries entiéres d'une variable réelle

Soit g anx™ une série entiere de rayon de convergence R non nul.

n=0
+oo
Sur |-R,R[, f:z— Z anx™ est €°° (donc en particulier continue) et on peut dériver et intégrer
n=0
terme a terme.
—+00 400
Proposition 10.7.— » f/(z) = Z na,z"" ! = Z(n + Dap12™.
n=1 n=0
400 too
» fP)(2) = Z nn—1)---(n—p+az" P = Z (m+p)(m+p—1)---(m~+ Damipz™.
n=p m=0
T +o0 @
» F(z) = t)dt = n_gntl,
0= [ soa=3 0
Les séries entieres de sommes f/, f®) et F ont le méme rayon de convergence que f.

B +oo oo .8
Remarque : En particulier, pour tout [«, 8] C] — R, R], / Z ant™ dt = Z/ ant™ dt.
& pn=0 n=0"%

Corollaire 10.8.— Principe d’identification —. Soit E apx’ et g bpx" deux séries entieres de
n>0 n>=0
rayon de convergence non nul dont les sommes coincident sur un voisinage de 0, alors :

Vn € N, a,, = b, (et bien stir, les deux séries ont méme rayon).

En particulier, le développement en série entiere d’une fonction paire (respectivement impaire) ne
contient que des termes de degré pair (respectivement impair).

Définition : Fonction développable en série entiere —.
Une fonction f définie sur I C R est développable en série entiére au voisinage de 0 sur|—r,r[C I

(avec > 0) si et seulement s’il existe une série entiére g anx™ de rayon de convergence r telle

n

que :
+oo
Ve el —rr, f(z) = Z anz™.
n=0
Corollaire 10.9.— Si f est développable en série entiere au voisinage de 0 alors f est de classe

C*° au voisinage de 0.
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Théoreme 10.10.— Si f admet un développement en série entiére au voisinage de 0 sur | — r, 7|
alors ce développement est unique.

+oo
Proposition 10.11.— Si f(z) = Z an,x" est la somme d’une série entiere de rayon de convergencel
n=0
() (o
R non nul, alors a,, = ! '( ) pour n € N.
n!

B Développements classiques en série entiére d’une fonction a variable réelle

+oo
1
1 = —1)"a" —1
O] rp= Xe R
S~ (=pm
@) [m(l+z)= ) z" R=1
n
e
(3) e” = ;) — R=cc
+oo
(=D" -
(4) cosT = Z " R=o0
o (2n)!
(5) sinz = f ﬂx%“ R=o
= (2n + 1)!
+oo 1 )
(6) chz = Z W.T " R=o
% 1
(7) shz = — 2" I R=00
o (2n+1)!
+§ p2n+1
(8) | arctanx = (=" R=1
= 2n+1

1) (a— 1 Ca—k+1
Si a € R, en posant (z)a(a ) n!(a nt >ﬂ%et <3>1,

= a 1 si a¢N
9) (1+2) ZZ(n)x avec R:{+OO i acN

n=0

—1/2

Remarque : Le développement en série entiere de (14-z) permet de déterminer par substitution

ceux de ——= et de ———=, puis par intégration terme a terme celui de arcsin x (et de arccos ).

1— a2 V1422
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B Extension admise : développement en série entiere de I’exponentielle a
variable complexe

+001

e = g —'z" avec R = oo
n!

n=0

Remarque : Il y a deux types d’exercices principaux.
Développer une fonction connue en série entiere. Mise en ceuvre : exercice 05 a exercice 09

Déterminer la somme d’une série entiere. Mise en ceuvre : exercice 10 a exercice 17.
On exclut ici la méthode utilisant les équations différentielles linéaires car ce sera dans le prochain

chapitre.
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Méthodes

B Rayon de convergence d’une série entiere

' Méthode 10.1.— Comment déterminer un rayon de convergence.

» On peut utiliser la regle de D’Alembert pour les séries numériques.
» On peut encadrer le rayon de convergence, en utilisant :
» la convergence ou la divergence de la série en un point zy de module connu,
puis la proposition 10.2 ;
» une comparaison du coefficient a,, avec celui d’une série de rayon de conver-
gence connu et en utilisant la proposition 10.5.

. . . 2n
Exemples : 1. Déterminer le rayon de la série entiére E ( Z2ntl
n
n=0

+1(2)

2(n+ 1! ()2,
) |2°.
(2n

Posons un(z) = (522" . Alors : = D) (2n)

(

n 2 1 +2
Ainsi © lim Un+1(2) — lim MM? =4[z
n—+too | up(z) n—+oo (n+1)2
. 1
Alors, si 0 < 2| < £, ngr-{r-loo Uu%ij)o) =4z <1let g ( )zS"H converge. Donc R > 3
n=0

. . uny1(20) 2n+1 3 1 1

Si |z0| > 3, nll)rfoo un(z0) = 4|z0)?> > 1et E (n) 25" diverge. Donc R < 5= R= 3

n>=0

2. On considére la série entiere E Pnz", ol py est la nt™ décimale du nombre ®
(Pn)nen = (3,1,4,1,5,...) ; déterminer son rayon de convergence R.

On consideére la fonction g définie par la somme de la série entiére : g(z Z ppz"

—+oo
Bien stir, g(0.1) = anm_" = 7 (suite décimale illimitée) donc R > 0.1

n=0
Par ailleurs, comme 0 < p, <9 par définition, Z Pnzy converge absolument si |zg| < 1

n>=0
(d’apres les théorémes de comparaison des séries & termes positifs), donc R > supy,|<; |2| = 1.
Par ailleurs, Z pr, diverge grossierement : la suite (p,) , & valeurs entiéres, ne peut tendre vers 0
n=>0

que si elle stationne en 0, ce qui impliquerait que 7 soit décimal. On en conclut que R < 1
Finalement, R = 1.
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B Somme d’une série entiére

Soit la série entiere

nzp

Sinon on admet que R > 0.

nzp nzp nzp

différentielles).

nzp

() Méthode 10.2.— Comment déterminer la somme d’une série entiere
Z anz™ de somme S(x), ou x € Rou z € C.

» On commence par déterminer, si c’est possible, son rayon de convergence R.

» On peut calculer S(z) en se ramenant & des combinaisons linéaires de sommes :

Zx", Zm{:", Zn(n —1)a", Z %x", Z %J:", etc.

nzp

On conclut en utilisant les opérations de dérivation, intégration, multiplication
par zP, changement d’indice, changement de variable y = x
On peut aussi passer par S’'(z) ou S”(x), s’ils sont plus simples & calculer.

On peut “pousser” la piste précédente en aboutissant & une équation différentielle
linéaire d’inconnue S et de valeur initiale S(0). On se limite a des équations d’ordre
un dans ce chapitre (pour lordre deux, allez au chapitre consacré aux équations

2. etc.

On peut aussi partir d’une relation entre différents termes consécutifs de la suite
(an) puis multiplier par 2" et sommer ensuite. On trouve alors une égalité ol
intervient S(z). On en déduit cette quantité.

+o0 n
Exemple : Déterminer la valeur de f(x) = 7;3 m, sixe]-1,1].
, 1 o B gl
On pourra rechercher des réels o, B et v tels que =— 4 + .
nn—1)(n-2) n n—-1 n-2

:L.’IZ

La série entiere E
n(
>3

= n—1)(n—2)

a pour rayon 1. On travaille sur |—1,1][.

2 —3a— 28— 2
On réduit : @ + b + Y _ atn(=3a-26—y)+ni(a+f+1) puis on identifie et on
n n—1 n-—2 n(n—1)(n — 2)
trouve o = %, B=—-lety= % Alors, pour tout = € |—1,1],
Xagn X g =X
J@) = ;2n7n23n—1+;2(n—2)
T n T $2 Jri'oxn—l 2+§ :L,n—2
= — - = - — = x +x e ——
2n 2 4 —n—1 = 2(n—2)
X ox a? X am 2+°Oxp
= il el Ut D Dbk Zg
n=1 m=2 p=1
1 2 2
= 711&(1—1;)—%—%—x(—ln(l—ac)—x)—%ln(l—x)
= Z(—2:p+3z2)f§(x—1)21n(17x).

On peut aussi intégrer deux fois f”(x). En particulier, pour tout € |—1,1[, on a :
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too n—2
'(z) = Z :;72 =-In(l-2)= f'(z) =z +In(l —z) —zIn(l — ).

n=3

n

1

Exemple : Pourn > 1, on pose a, = Z T
k=1

—+o0
1. Déterminer le rayon R de Z anx". Pour x €] — R, R[, on pose : f(x) = Z anT™.
n=1

n>1
2. Déterminer a, — an—1 pour n > 2 et en déduire une expression simple de f(z).
U1 P k n+1

1. On pose u, = apx™. Alors : lim = |—F z| =|z| car lim a, = +oc0.

n—-+o0o Up, 1 n—-+oo

k
k=1
On peut en déduire que si |z| < 1, alors Z anx™ est absolument convergente et si |z| > 1, la série
n>1

diverge (méme grossiérement). Le rayon de convergence est R = 1.
2. Il est clair que £k > 2 = ap —ap_1 =
On multiplie par z* de chaque c6té dans cette égalité, puis on somme jusqu’a n > 2 :

x|

n

E akxk — E ak,lxk = E ? = E akxk —aixr — E ak:L'kJrl.
k=2 k=2 k=1 k=1

k=2
—+o0
On aboutit alors (en faisant tendre n vers +o00) a : f(x) — a1z — Zak:pk+1 = —In(1-2)—=.
k=1
) In(1l —z)
Comme a; =1, il reste (pour |z| < 1) : f(z) —zf(x) = —In(l —2) = f(z) = T
-z
+oo  n
x .
Exemple : Calculer S(z) = Z — (sans le formulaire du cours!).
n!
n=0

On montre rapidement que cette série entiere est de rayon de convergence R = +oo et que de plus
S’(x) = S(x) pour tout z € R. Comme S est solution de ’équation différentielle y' —y = 0, il
existe K € R tel que S(x) = Ke® pour tout € R. Comme S(0) =1, S(z) = €.

B Développement en série entiere

( Méthode 10.3.— Comment montrer qu’une fonction est développable en série
entiere
Une combinaison linéaire ou un produit de fonctions développables en série entiere sont
développables en série entiere. La dérivée ou une primitive d’une fonction développable
en série entiere l'est aussi sur le méme intervalle.

dt
1+t

xr
Exemple : Montrer que x — ez/ est développable en série entiére.
0
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x — e® est développable en série entiere sur R. z — —— est développable en série entitre sur

14+x
odt
] — 1,1[ donc sa primitive x — / est développable en série entiere sur le méme intervalle.
- o 1+t
Le produit x — e / . est donc développable en série entiere sur | — 1, 1].
0

( Méthode 10.4.— Comment obtenir un développement en série entiere d’une
certaine fonction

» Certaines fonctions (en particulier celles dont l’expression contient des loga-
rithmes ou des arctangentes) ont une dérivée simple, dont on peut déterminer un
développement en série entiere.

Quand on I’a obtenu, il ne reste plus qu’a intégrer terme & terme (et ajuster comme
il faut la constante d’intégration).

» On peut “pousser” la piste précédente en déterminant une équation différentielle
“+o0

vérifiée par la fonction f(z) puis en posant f(x) = Z a,x™ et en supposant que
n=0

R > 0. On détermine des relations entre des termes consécutifs de la suite (ay,).
La donnée de f(0) et éventuellement de f’(0) donne Pinitialisation de la suite.
Tout ceci permet d’avoir a,, en fonction de n et le rayon de convergence. Cette
piste est bien développée et expliquée dans la méthode 11.9, qui se trouve dans
le chapitre sur les équations différentielles. Nous nous limitons par contre dans ce
chapitre a des équations différentielles linéaires d’ordre 1.

» On peut développer la fonction en combinaison linéaire d’autres fonctions dont
on connait les développements en série entiere (on peut pour cela faire une
décomposition en éléments simples ou une linéarisation, on peut utiliser aussi
des formules du genre In(PQ) =In P + In Q.

» On peut utiliser la série de Taylor de f, a condition d’avoir prouvé que le reste
de Taylor-Maclaurin tend vers 0. Voir la proposition ?7.

Exemple : Déterminer les développements en série entiére de :

1.z arctanz. 2. x> sinz. 3.z (1+2)% ota € R\ [NU{-1}].

+oo
1
1. On sait que pour |u| < 1, —— = Z(fl)"u”. On pose u = z2. Alors :
1+ n=0

+oo too 2n+1
L= = et = Y (1) K
= —1)"x arctanz = — :

1+ 22 = = 2n+1

Puis K = 0 car arctan0 = 0. Le rayon de convergence est R = 1.
1—cos2 1 1
2. On a, en linéarisant : sin? z = % =g2- gz4+ ek (71)”+122”*1mx2"+ ..., le rayon
n)!
de convergence étant R = +oc0.

POWER SERIES 180mN



Remarque : Utiliser le développement en série entiere de sin puis un produit de Cauchy aurait été
ici plus que maladroit !

3. On remarque que f : x +— (1 4+ x)® est solution de : (1 + z)y’ = ay(x) avec y(0) = 1.
D’apres le cours de premiere année, f est la seule solution de cette équation différentielle.

—+o0
Ecrivons f(x) = E anz™, de rayon de convergence R que nous calculerons par la suite. On
n=0

+oo
remplace dans 1’équation différentielle f(x) par cette somme et f'(x) par la somme Z nanpz™

n=1
“+oo

On obtient le développement en série entiere de (1 + z) f'(x) — af(x) qui est de la forme Z cnz™.
Or cette somme est nulle et par unicité du développement en série entiere, ¢, = 0 pour togt: (7)1 e N.
Le développement de (1 + z)f'(z) — af(x) = 0 donne :
co = a1 — aag, ¢1 =2az +a1(l —a), ...,cn = (n+ Daps1 + an(n —a)
et avec la remarque précédente, on obtient alors :
a1 = aag, 2a2 = (a —1)ay, ..., (n+ Dap+1 = (@ — n)ay,
et en multipliant membre & membre ces différentes égalités, on obtient :
apay...anala —1)...(a—n) =1x2x ... x (n+ 1)ajas...an41,

ce qui donne en simplifiant par les a; tous non nuls ce qui se voit par récurrence immédiate :

a(a—1)..(a—n)
(n+1)!

(n+ Dlapt1 = apala —1)...(a —n) = apt1 =

An+1
an

car agp = 1. Enfin, comme tend vers 1 quand n tend vers +oo, R = 1.

Xala=1)...(a— (n—1))
On en déduit finalement : Vo €] — 1,1, (1+z)* =1+ E ; z".
n!
n=1

U Méthode 10.5.— Comment montrer qu’une fonction est de classe " (ou €*)
sur un intervalle du type | — r, [ (ou sur R)

Il suffit de prouver que f possede un D.S.E autour de 0 de la forme Z anx™.

n>0
On détermine son rayon de convergence r et on peut en déduire d’apres le cours que f
est € sur | —r,r[. (Sir=+o0, f € €°(R).)
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B Objectifs

m Les incontournables

|
|

>

Connaitre les théorémes d’existence et d’unicité des solutions (Cauchy linéaire).

Connaitre la structure des solutions d’une équation différentielle linéaire d’orde 1 ou
d’ordre 2 ou un systeme linéaire d’odre 1, c’est-a-dire que ces solutions sont constituées
de la somme d’une solution particuliere et des solutions quelconques de 1’équation ou
du systeme homogene associé.

Savoir résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients va-
riables, avec la méthode de variation de la constante.

Savoir résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, le
second membre étant de la forme ) cos(wt), ou Asin(wt) ou Ae™*, \ étant une constante.

m  Et plus si affinités ...

>

Savoir résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients va-
riables, en tenant compte des intervalles de résolution.

Savoir trouver les solutions polynomiales d’une équation différentielle linéaire du second
ordre a coefficients variables.

Savoir trouver les solutions d’une équation différentielle linéaire du second ordre a co-
efficients variables quand on connait une solution de I’équation sans second membre
associée.

Savoir résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, le
second membre étant de la forme P(t) cos(wt), ou P(t)sin(wt) ou P(t)e™!, P étant un
polynome.

Savoir faire le lien entre une équation différentielle linéaire du second ordre et un systeme
différentiel.

Savoir résoudre un systeme différentiel dans le cas ot A est trigonalisable (avec n > 3).
Savoir résoudre un systéme différentiel du type X'(t) = AX(¢t) + B(t), dans le cas ou
on donne la forme d’une solution particuliere X, (¢) du systéme complet.

Savoir résoudre une équation différentielle linéaire homogene a coefficients constants
d’ordre au moins 3 en se ramenant & un systeme linéaire d’ordre 1.
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Résumé de cours

On désigne par I un intervalle (non vide) de R et par K 'ensemble R ou C.

B Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Définition : Sia et f sont deux applications continues de I dans K, une équation différentielle
linéaire du premier ordre est une relation entre une fonction y et sa dérivée y' définie par :

(E) y'(t) +alt)y(t) = f(t)
Une fonction y € €1(I) a valeurs dans K qui vérifie (E) est appelée solution de (E). Enfin, on
appelle courbe intégrale le graphe d’une solution y de (E) sur I.
Notation : on note Sg(I) Uensemble des solutions de ’équation (E).
Définition : on appelle équation homogéne associée a (E) l’équation différentielle linéaire (Ey)

définie par :

(Br) = y'(t) +alt)y(t) =0

Proposition 11.1.— On a : dimSg, (I) = 1.
Plus précisément, ’ensemble des solutions de Fy s’écrit sous la forme :

Sp, (1) = {I—>K: £ Aexp (—/a(t)dt) A€ K}

Proposition 11.2.— Si y,, est une solution particuliere de 1’équation (E), alors :

[S&(1) =y, + S, (1]

Pour résoudre (E), on résout (Ex) et on détermine une solution particuliere y, de (E). Soit on la
cherche directement soit on utilise la méthode de variation de la constante. Voir pour développer
ces deux pistes, la méthode 11.2, 1a méthode 11.3 et la méthode 11.4.

Théoréme-Définition 11.3.— Théoreme de Cauchy linéaire—.

Soit a et f deux applications continues de I dans K et (E) I'équation différentielle y' + ay = f,
le probleme de Cauchy associé au couple (to,yo) de I x K est la recherche des solutions de (F)
vérifiant la condition initiale (ou condition de Cauchy) y(to) = yo.

Le probleme de Cauchy admet une unique solution.

Une seule courbe intégrale définie sur I passe par le point (to,yo) de I x K.

Mise en ceuvre : exercice 01 a exercice 07.
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B Systemes différentiels linéaires d’ordre 1

On désigne par n un entier naturel non nul. On identifie K™ & D’espace vectoriel des matrices
colonnes, M, 1(K).

Définition : On appelle systéme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients constants sur
I tout systeme du type :

X'(t) = AX(t) (S)
d’inconnue X : I — K" de classe €', ou A € M, (K).

Existence de solutions, probleme de Cauchy

Définition : Une solution sur l’intervalle I du systéme (S) est une fonction X : I — K"
dérivable sur I telle que : Vt € I, X'(t) = AX(¢).

Remarque : Une solution de (S) sur I est de classe € sur I.

Proposition 11.4.— Théoreme de Cauchy linéaire—.
Pour tout (tg, Xo) € I x K", il existe une unique application X : I — K", t — X (t) de classe €
vérifiant le systeme (S) et la condition initiale X (t9) = Xo.

Notons S(I) 'ensemble des solutions X : I — K™ du systeme différentiel (S) : X'(t) = AX (¢).

Proposition 11.5.— S(I) est un sous-espace vectoriel de ¢ (I,K"), isomorphe & M, 1(K) et
donc : dimS(I) = n.

Mise en ceuvre : exercice 08 a exercice 11.

B Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

Ici les fonctions a, b et f sont continues sur I et a valeurs dans K

Définition : On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2 une équation du type :

y" (1) + a(t)y'(t) + b()y(t) = f(t) (E)

la fonction inconnue étant y : I — K.

Remarque : On notera y”(t) + a(t)y’(t) + b(t)y(t) = f(t) 'équation (E) si on souhaite préciser
le nom de la variable libre. Il est souvent pratique de confondre y et y(t).

Vocabulaire : » Les fonctions a et b sont appelées coefficients de (E) et la fonction f le second
membre de (E).

» On dit que Uéquation (E) est a coefficients constants si les fonctions a et b sont constantes.
On dit qu’elle est homogéne ou (communément dit) sans second membre si f = 0.

» On appelle équation homogéne associée o (E) 'équation différentielle :

y"(8) +a)y'(t) + b(t)y(t) =0 (Em)

L’équation (E) s’appelle alors ’équation compléte.
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Proposition 11.6.— Lien entre équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogeéne et systeme
différentiel d’ordre 1. Ici, a et b sont constants.
L’équation : y”(t) + ay’(t) + by(t) = 0 est équivalente au systéme associé :

{ 2(t) = y'(t)
"(8) +az(t) + by(t) =

qui s%6crit X'(£)l = AX avec X(t) = <?Z/(t)>, A(t) = <_0b _1a>

Remarque : Attention, on peut généraliser, c’est-a-dire que toute équation différentielle linéaire
du second ordre & coefficients non constants et a second membre non nul, peut se mettre sous la
forme d’un systeme différentiel d’ordre 1 du type X'(¢t) = A(t)X(t) + B(t), mais un tel systeéme
différentiel est hors programme en 27TSI.

Structure de I'’ensemble des solutions

Définition a connaitre : Une solution de l’équation (E) sur Uintervalle I est une fonction
@ deuzx fois dérivable sur I telle que pour toutt € I,

" (t) + a(t)e' (t) + b(t)p(t) = f(t).

Notation : ¢2(I) est l’ensemble des fonctions dont la dérivée seconde est continue sur I.

Proposition 11.7.— TL’ensemble Sg,, (I) des solutions sur I de I’équation homogene (Ep) est un
sous-espace vectoriel de €2(1).

L’ensemble Sg(I) des solutions sur I de 'équation (E) est soit vide, soit ’ensemble constitué de
la somme d’une solution particuliere de (E) et de toutes les solutions de Sg,, ().

Remarques : » Si gy, est une solution de (E) sur I, on a donc : Sg(I) = yp + Su ().
» On dit que la solution générale sur I de I’équation complete (E) est la somme d’une solution
particuliere y, et de la solution générale de I’équation homogene (Ep ), associée & (E).

Existence de solutions, probleme de Cauchy

Proposition 11.8.— Théoreme de Cauchy linéaire—. Soit to € I et (a, 3) € K>
y"'(t) +a(t)y' () + b(@)y(t) = f(t) (E)
Il existe une unique solution au systeme : y(to) = o
y'(to) = B

Proposition 11.9.— L’espace vectoriel Sg,, (I) est de dimension 2.

Remarque : La recherche de la solution générale d’une équation homogene a coefficients constants,
bien qu’au programme de premiére année, est rappelée dans la méthode 11.5 (si K = C) et dans
la méthode 11.6 (si K = R).

Mise en ceuvre : exercice 12 a exercice 17.
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B Extension : équations différentielles linéaires d’ordre n homogenes et a co-
efficients constants
On suppose n > 2.

Etant donné une fonction y de classe €™ sur I et ao, ..., an_1 des éléments de K (K=RouK=0C),
on pose :

y(t) 0 1 (1) 0 0
Y (1) 0 0 0 0
) 0 0 0 0 0
X(t) = et A= )
(n—'l) 0 0 0 0 1
Yy (t) —ap —ai —Aas ce. —Ap—2 —0Ap-1

Alors, on a le résuktat suivant :

Théoreme 11.10.— Les propositions suivantes sont équivalentes :
e y est solution sur [ de :

Yy (t) + an—1y™ V() + ... + aoy(t) = 0.

e X est solution sur I du systéme différentiel X'(¢) = AX(¢).

Comportement asymptotique des solutions

Théoreme 11.11.— Soit A une matrice de M,,(K) diagonalisable et X une solution du systéeme
différentiel X'(t) = AX(¢). Si toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement
négative alors :

lim X(t)=0.

n——+oo
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Méthodes

B Equations différentielles linéaires d’ordre 1

' Méthode 11.1.— Comment résoudre (Eg): v (t)+a(t)yt) =0sur I
[1] On vérifie d’abord que ¢ — a(t) est une application continue sur I ;
On détermine (si possible) une primitive notée G de 'application a sur [;
Et enfin : Sg,(I) ={I = K:t— dexp(—G(t)), X € K}.

( Méthode 11.2.— Comment déterminer une solution particuliere de I'équation
(E): y'(t)+ay(t) = f(t) sur I dans le cas ou a est constant

» Sif(t) = fi(t)+---+ fn(t), ol chaque fonction f; est un produit d’un polynéme
et d’une exponentielle ou le produit d’un polynoéme et d’une fonction sin ou cos, on
doit chercher une solution particuliere y,,, de I'’équation différentielle notée (E1) :
y'(t) + ay(t) = fi(t) et ainsi de suite jusqu'a une solution particuliere y,, de
léquation différentielle notée (E,) : y/(t) + ay(t) = fu(t).
Pour cela, on utilise le tableau ci-aprés. y,, +---+y,, est une solution particuliere
de (F) en utilisant le principe de superposition.

» Si f n’apas la forme précédente, on utilise la méthode de variation de la constante
(voir méthode 11.3).

» On peut aussi chercher une solution développable en série entiere comme pour
une équation différentielle linéaire d’ordre 2 (voir méthode 11.9).

Remarque : Si a n’est pas constant, le tableau n’est plus valable et la méthode de variation de la
constante est en général obligatoire (voir méthode 11.3).

Forme de f(¢) Forme de y, solution particuliere de (E)
Py @n
P, (t)e* avec k # —a Qn(t)eM
P, (t)e*" avec k = —a tQn (t)er
P, (t) cos(kt) ou P,(t)sin(kt) Qn(t) cos(kt) + Z,(t) sin(kt)

(Dans tout le tableau, P,, Q, et Z, désignent trois polynémes de degré n et k € R).

Exemple : Déterminer l'unique solution de y'(t) + 3y(t) = et +te=3t + cost +2, y(0) =0

On a Sg, (R) = {t = Ke™ 3 K € R}. Puis, on pose fi(t) = e’. On cherche une solution y; de
(E1) 1 y/(t) + 3y(t) = f1(t) de la forme y;(t) = Ae’. En identifiant, A = 1. Puis, f2(t) = te 3"
On cherche une solution yo de (E2) : ¢/ (t) + 3y(t) = fa(t) de la forme yz(t) = t(Bt + C)e~3L.
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En identifiant, B = 3 et C'= 0. Puis on pose ensuite f3(t) = cost.

On cherche une solutlon ys de (Es3) : ¢/ (t) + 3y(t) = f3(t) de la forme y1(t) = D cost 4+ Esint.
En identifiant, on trouve D = =% et E = LO Enfin, on pose f4(t) = 2.

On cherche une solution y4 de (Ey) : y'(t) + 3 ( ) = f4(t) de la forme ya(t ) L.Et:L=2.

1 t2 3
Ainsi, sans la condition initiale, y(t)7:3 Zet + 5 e 3t 4 0 cost + E sint —|— 3 + Ke 3t
La condition y(0) = 0 donne K = ~50°

(d Méthode 11.3.— Comment résoudre (E) : y/(t) + a(t)y(t) = f(t) sur I avec la
méthode dite de variation de la constante (ici a peut varier)
[1] On résout d’abord I’équation homogene associée (E ), pour cela allez voir la méthode
11.1. On notera y;, une solution particuliere non nulle de I’équation (Fx) que l’on choisit.
Cette solution peut s’écrire yp,(t) = exp(—G(t));
On cherche les solutions y de (E) sous la forme y : ¢t — A(t)yn(t) ol A est une fonction
de €'(I) en identifiant cette forme de y dans (E). On trouvera une égalité du type
N(t) = h(t), ol h est une fonction continue sur I, que 'on intégrera, ce qui donne :
At)=H(t)+ L,ou L € R et H est une primitive de h;
Et alors en posant y,(t) = H(t)y(¢) :

Seg(I)={I - R:t— Lexp(—G(t)) + y,(t), L € R}

On reconnait au passage que H (t)y,(t) est une solution particuliere de (E).

Exemples : 1. Résoudre (E) :y'(t) — 2ty(t) = etet” définie sur R.

Comme 'équation (Ey) a déja été traitée plus haut, on choisit yp, : t — et’ pour solution parti-
culiere de I’équation homogene (Ep) associée a I’équation (E). On cherche donc les solutions de
(E) de la forme y : t — A(t)yn(t), ot A est une fonction de €1 (R). yp, est solution de (Eg ), donc :
yp,(t) — 2tyn(t) = 0 et en remplagant dans (E), on peut écrire :

(Ayn)'(t) — 2tA(@)yn(t) = M)y, (1) + N (O)yn(t) — 2tA([E)yn(t) = N (t)yn ().
De fagon successive, Ay, € Sg(R) < { ?/E(tz?yh(t) =¢'e’ & { ?/e(tz?: g & { ?(et)R: ¢ +1L

D’ott les solutions de (E) sont de la forme : ¢ — efe!” + Let’, ot L € R.

2. Résoudre (E): t(t — 1)y’ (t) + y(t) = Int avec I =|1,+o0|. (Posé & ESM Saint-Cyr)
y(t) 1 11

L’équation homogene (Ep) se rameéne a : y'(t) = -1 Comme =1 =i i_po
A(t)t
obtient : y(t) = et ou C € R. Il reste a chercher les solutions y de (F) sous la forme y(t) = t(—>1
Int Int dt Int 1
En remplacant dans (E), N (t) = ?2 = A\t) = fnT + / 2= *HT -7 +L,ou L€R.
Lt—Int—1
Ainsi ’ensemble des solutions est : Sg(I) = {t — tinl’ Le R} .
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B Systemes différentiels linéaires d’ordre 1

Dans cette partie, soit le systeme différentiel (S) : X'(¢t) = AX(¢).

U Méthode 11.4.— Comment résoudre (9)
Plusieurs cas se présentent suivant la nature de la matrice A.
» A est une matrice diagonale.
L’équation (S) se ramene au systéme : :
2, (1) = A () + bn (1)
On résout séparément ces n équations différentielles linéaires.
» A est une matrice triangulaire (supérieure pour fixer les idées)
L’équation (S) se ramene alors au systéme :

zi(t) = Mx1 4+ appze  + e +  awmz, 4+ 0(?)
:EIQ(t) = Aaao + T + a2nTn + b2(ﬁ)
x{nfl(t) = )\n—lxn—l + An—1,nTn + bn—l(t)

On résout ce systeme par remontée, en commencant par la derniere équation qui
permet de déterminer x,,. On détermine alors successivement x,_1,..., T2, T1.

» Cas général. On diagonalise ou & défaut on trigonalise la matrice A (en se
plagant sur le corps C, on rappelle que la trigonalisation est toujours possible).
On détermine une matrice inversible P (qui est indépendante de t) telle que la
matrice A = P~1AP soit diagonale ou triangulaire.

On note Y (¢) les coordonnées d'un vecteur exprimées dans la base définie par
P. On rappelle la relation de changement de base X (t) = PY (¢). L’équation (S)
devient :

[(X'(t) = AX(t)] = [X'(t) = (PAP~H)X ()] =

[P71X'(t) = A(PT1X(1)] = [Y'(t) = AY (1)].
On est ramené a un des cas précédents. On détermine la solution générale Y.
On revient aux inconnues primaires en utilisant X (t) = PY (¢).

Exemple : Résoudre le systeme différentiel (S) suivant : {

D’aprés Concours Commun Mines-Telecom
1 4
1 1
On remarque que le polynéme caractéristique de A est x4 = (X —3)(X + 1). La matrice A admet
deux valeurs propres réelles distinctes, elle est donc diagonalisable sur R.

Il existe une matrice inversible P telle que A = P~1AP = ( g f)l ) .

En posant A = ( >, (S) s'éerit X'(t) = AX ().

2 =2
1 1
On pose X = PY, I’équation devient : Y/ = AY.

Apres calculs, la matrice : P = ( ) convient.
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. N @) = 3u) (L)

D’ou le systeme :
v { ya(t) = —u2(t)  (L2)

Ces deux équations sont indépendantes I'une de I’autre. On les résout successivement.
La solution générale de (L1) est : y1(t) = A3 A1 €R.
De méme, la solution générale de (L) est : ya(t) = dge™* A2 € R.
La solution générale du systeme (L) est alors : X = PY = ( ? 712 ) ( vi(?) ) .
&1 (t) = 2)\1€3t — 2)\2€7t
X9 (t) = )\1€3t + )\Qeft
Remarque : On peut ajouter une condition initiale du type Xo(to) = (20, 20)-

On en déduit alors A; et A\o. Par ailleurs, on remarque que le calcul de P! est inutile pour trouver
I’espace vectoriel des solutions.

Apres avoir déroulé les calculs : {

B Equations différentielles linéaires a coefficients constants du second ordre

Soit (a,b)) € K* et (E) : y"(t) + ay'(t) + by(t) = f(t), d’équation homogene associée (Ep).
L’équation (1) : 22 + az + b = 0 est I’équation caractéristique associée a (Ep).

1 Méthode 11.5.— Comment résoudre (Ey) (avec (a,b) € C?) dans C —.
» On peut utiliser le cours de premiere année. On résout (1).
Si a? —4b # 0, (1) admet deux racines complexes r; et ro distinctes et :

Spy(R) = {R — C, t = Xe™" + pe™", (A, p) € C*}.

Si a? — 4b =0, (1) admet une racine complexe double 7 et :

Sey(R) = {R— C,t— (A +put)e™, (\,p) € C*}.

» On peut aussi remarquer que (Epy) est associée (voir la proposition 11.6) a
\ 0 1 y()
/ — — —
X'(t) = AX(¢), ouA(t)—< b a) et X(t)—< ONE
Ici xa(z) = 2% + ax + b. On retrouve les deux cas a® — 4b # 0 ou a? — 4b = 0.

1 0

0 ) On
continue en utilisant la méthode 11.4. Dans le deuxiéme cas, A est semblable &
1
0

Dans le premier cas, A est semblable a la matrice diagonale (

la matrice (

11.4.
On retrouve dans les deux cas la forme de y(¢) souhaitée.

TC > , ou ¢ € C. On continue toujours en utilisant la méthode
2

Exemple : Déterminer tous les y : R — C tels que : y"(t) — (24 4i) y'(t) + (=3 + 44) y(¢) = 0.
1. En utilisant ’équation caractéristique. 2. En utilisant le systéme différentiel associé.
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1. L’équation caractéristique est :
22 — (24 4i)z + (=3 + 4i) = 0.

Son discriminant est 0 et on a une racine double : 1 = 27 + 1.

Finalement,
Sp(R) = {R — C:t— (\+ ut)e?™t (A, pu) € C*L.
2. Le systeme différentiel i6 trice : A = 0 L
. Le systeme diirerentiel assocCie a pour matrice : = 3_4i 2 + 4i .

On trouve rapidement :
xa(x) =Det(zly — A) =2? — (2+4i)z + (-3 +4i) = (x — 20 — 1)%

Le seul sous-espace propre est F119;(A) = Vect (@), ot @(1,1 + 2i).
1 0

Posons par exemple : P = ( 142 1) Alors :

APlAP<1+2Z 1 >

0 1424

Si Pon pose X (t) = ( Zgg ) et Y(t) = ( z;gg ) , X'(t)=AX(t) & Y'(t) = AY (¢).

L’équation yh(t) = (1 + 2i)y2(t) donne : yo(t) = a eV avec a € C.

1 reste Péquation : y;(t) = (14 2i)y1(t) + y2(t) = (1 + 20)y1(t) + ae® TVt Un petit coup de la
méthode 11.2 et y;(t) = (at + B)e? Dt ou B € C. 1l reste a utiliser X(t) = PY(t), pour en
déduire y(t). On peut remarquer qu’ici, ce choix de la seconde colonne de P donne : y(t) = y1(t),
ce qui facilite les calculs. On aboutit ainsi encore & une combinaison linéaire de e(2+1)?t et te(2i+1t,
Encore une fois, Sg(R) = {R — C: t — (A + ut)e?*+t (A, u) € C?}.

U Méthode 11.6.— Comment résoudre (Ex) (avec (a,b) € R?) dans R —.
m  On peut se ramener & la méthode 11.5 et utiliser la formule de Moivre dans le cas
ou le discriminant de (1) est négatif pour ne conserver que des solutions réelles.
m  On peut aussi utiliser directement :
» sia?—4b<0, (1) admet deux racines r = o i3 distinctes et conjuguées et :

Seu(R) = {R = R, t — e*(\cos(Bt) + psin(Bt)), (A p) € R*}.

» sia?—4b=0, (1) admet une racine réelle double 7 et :

Seu(R) = {R—= R, t— (A +put)e™, (A, p) € R*}.

» sia?—4b> 0, (1) admet deux racines réelles 71 et ro distinctes et :

Seu(R) = {R = R, t = Xe™" + pe™", (A, p) € R*}.
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' Meéthode 11.7.— Comment résoudre I'équation compléte (E)

» On résout 'équation homogene associée (Ey) en utilisant la méthode 11.6.

» On cherche une solution particuliere y, de (E), soit fournie par I’énoncé, soit
“devinée” par 1’étudiant. Pour ce dernier cas, il faut que f(t) soit de la forme
f@) = f1(t) + ... + fu(t), ou chaque fonction f; est un polyndme, une exponen-
tielle ou des fonctions trigonométriques usuelles. On doit chercher une solution
particuliere y,, de 'équation différentielle (E1) : y”(t) +ay'(t) +by(t) = f1(t) et
ainsi de suite jusqu’a une solution particuliere y,,,, de I’équation différentielle notée
(Ep) :y"(t) + ay’(t) + by(t) = fn(t). Pour cela, on utilise le tableau ci-apreés.
Enfin, on utilise la remarque que yp,, + - - + ¥p,, est une solution particuliere de
(E) en utilisant le principe de superposition.

Se(I) = Sty (1) + Y, (1) + -+ + yp, (1),
Parfois, si f(t) est moins classique, on peut chercher une solution particuliere
développable en série entiere. On est en plein dans la méthode 11.9.

» On peut aussi utiliser la proposition 11.6 et la méthode 11.4, dans le cas ou
B(t) est non nul. Mais c’est généralement plus long ! On résout alors 1’équation
complete sans passer par celle de I’équation homogene auparavant.

Ici P, et @, sont des polynémes réels de degré n, (K, M, N,c,d) € R®, keC.

Forme du second membre f(¢) |Forme de y; solution particuliere de (E)
P,(t) avec b # 0 Qn(t)
P,(t) avecb=0,a #0 tQn(t)
P,(t) aveca=b=0 2Qn (1)
K e** avec k non racine de (1) M ekt
K e* avec k racine simple de (1) Mtet
K e*" avec k racine double de (1) M t2 ekt
K cos(dt) avec id non racine de (1) M cos(dt) + N sin(dt)
K sin(dt) avec id non racine de (1) M cos(dt) + N sin(dt)
K cos(dt) avec id racine de (1) t M cos(dt) + t N sin(dt)
K sin(dt) avec id racine de (1) t M cos(dt) + t N sin(dt)

Exemples : 1. Résoudre l’équation (E) : y"(t) +2y'(t) + y(t) =t + 1+ €' + et de conditions
initiales y(0) = y'(0) = 0 avec le tableau.

L’équation caractéristique z? + 22 + 1 a pour racine double —1.

Donc : Sg, (R) = {t = Kite ! + Kae™t, (K1, K2) € R2}. Attaquons 1’équation complete.
On pose : fi(t) =t+1, fa(t) = €', f3(t) = e "

On cherche une solution particuliere y,,, de chaque (E;) : y”(¢) + 2y'(¢) + y(t) = fi(t).

Yp, (t) est de la forme aq ¢t + as, on trouve a; =1 et az = —1. Puis y,, (¢) est de la forme be’.

1
t car —1 est racine double. On trouve ¢; = 3

3
Il reste a exploiter les conditions initiales qui donnent K; = —3 et Ko = T

1
On trouve b = T Puis y,,(t) est de la forme 3¢y e~
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Ainsi : Sg(R) =<t — §—£+ﬁ e_t—l—let—l—t—l
FORAR T 4 272 4 '

2. Résoudre (avec le tableau) y" (t) + wy(t) = 2cost, ot w € R* avec I =R.
L’équation homogene (Eg) : y”(t) + wy(t) = 0 a pour équation caractéristique (1) : 22 +w = 0.
» Siw >0, (1) donne {iv/w, —ivw}. Et : Sg, (R) = {t — C1sin(t\/w) + Ca cos(ty/w)}.

Si w # 1, i n'est pas solution de (1) et on cherche une solution particuliere de la forme :

2
1etsz.

w —

y1(t) = acost + bsint. On dérive deux fois et apres identification, on obtient a =

2
Finalement : Sg(R) = {t — C sin(ty/w) + Cs cos(ty/w) + 1 cost} .
W —
Si w = 1, i est solution de (1) et on cherche une solution particuliere de la forme : y1(t) =
at cost+btsint. On trouve a = 0 et b = 1. Finalement : Sg(R) = {t — Cy sint + Cycost + tsint} .
» Siw <0, (1) a pour solution {—/—w, v—w}. Déja, Sg, (R) = {t = Cre Vet Cgev_“’t} :
Pour la suite, la solution particuliere se trouve comme dans le cas w # 1 > 0.

2
On trouve : Sg(R) = {t = Cre Vet 4 CheV vt + 1 COSt} .
w—

B Equations différentielles linéaires a coefficients non constants du second
ordre

On comprend que les méthodes qui vont suivrent restent valables pour le cas ou les
coefficients sont constants.

Soit a, b et ¢ trois fonctions continues sur I, la fonction a ne s’annulant pas sur 1.

On note : (E) : a(t)y"(t) + b(t)y'(t) + c(t)y(t) = f(t), d’équation homogene associée (Eyr).
L’ensemble des solutions de (E) est noté Sg(I) et celles de (Ep) est noté Sg,, (I).

(d Méthode 11.8.— Comment déterminer S (I) en effectuant un changement de
variable dans (E)
On suppose que 'on dispose d’une fonction ¢ bijective définie d’un intervalle J sur
'intervalle I. On suppose que ¢ est de classe €2 sur J et ¢! est de classe €2 sur I. On
introduit alors une nouvelle fonction z définie sur J par : z(z) = y(p(z)).
On dérive deux fois la fonction z et on écrit I’équation (E) sous la forme :

a(p(@))y" (e(2) +b(p(@))y' (p(x)) + c(p(@)y(p(x) = f(p(2))

On essaye alors d’obtenir une nouvelle équation en z, (généralement & coefficients

constants pour que la méthode ait une efficacité). On résout cette équation, on obtient

donc I'expression de z(z) puis on détermine la solution générale de (E) en utilisant ¢ 1.

Exemple : Résoudre sur] —1,1[, (E): (1 —*)y"(t) — ty'(t) + y(t) = 0 en posant t = cosz.

2(z) = y(cosz) = 2'(x) = —(sinz)y'(cosz) = 2" (x) = —(cosz)y’(cosx) + (1 — cos? x)y" (cos z).
y €S —1,1]) & Vx €]0, 7], (1 — cos® z)y" (cos ) — cos(z) ¢ (cosz) + y(cosz) = 0.
———

2" () z(x)
z est alors solution sur |0, 7[ de I’équation différentielle : 2”7 + z = 0 dont la solution générale est
z x> Aeos(x) + psin(z). Bt : Sg(] — 1,1]) = {t = M + uv/1 — 2, (\, p) € R?}.
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U Méthode 11.9.— Comment déterminer une solution y(t) = Zant" de (F)
n=0

développable en série entiére (a ne lire qu’aprés avoir fait le chapitre 10)

Traitons uniquement le cas d’'une équation du second ordre. On suppose que 0 € I et que
f est développable en série entiere (de rayon de convergence R > 0) et que les fonctions
a, b et ¢ sont polynomiales en t. La méthode peut s’étendre au cas ou a s’annule en 0.

+o00 too
Alors : ¢/(t) = Z nant" et y”(t) = Z n(n — 1)a,t" >
n=1 n=2

— 1. On injecte ces deux égalités dans 1’équation (E).

— 2. En faisant éventuellement des changements d’indice, on écrit le premier membre
—+o0

de (F) sous la forme regroupée Z bnt".

n=0
— 3. On détermine le développement en série entiere de f(t).
— 4. On utilise I'unicité du développement en série entiere pour déterminer une
relation de récurrence entre les termes de la suite (a,,).
— 5. On détermine I'expression de a,.
— 6. On calcule enfin le rayon de convergence de la série entiere Y a,t™.

Exemple : Appliquer cette méthode pour déterminer une solution particuliére de I’équation
différentielle (E) : y" +ty +y = 0.

+oo
On cherche une solution de (E) sous la forme y(t) = Z ant™.
n=0

On dérive deux fois la fonction y et on injecte le tout dans 1’équation (E), il vient :

—+o0
ao + 2as + Z(an +na, + (n+2)(n+ 1)an+2)t" =0.

n=1

Par unicité du développement en série entiere, Vn > 0, a, + (n + 2)ap42 = 0.

La relation précédente est une relation entre deux termes de méme parité : on peut donc exprimer
tous les termes d’indices pairs en fonction de ag et les termes d’indices impairs en fonction de a;.
Soit p > 0, on a :

-1 -1
a2p = %a2p72 2p+1 = manfl
-1 -1
Aop—2 = ———<Q2p— a9p—1 = a2y
2p—2 2(]7_ 1) 2p—4 2p—1 2p— 1 2p—3
-1 -1
2=y B=3m

On en déduit (par multiplication terme a terme) que :

(-1r22p!

2p+ 1l

ag et a2p4+1 =
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On cherche une solution particuliere de (E), on est libre du choix de (ag,a1), la série entiere
correspondante doit avoir cependant un rayon de convergence non nul.

- L. (=1)P ,
» On choisit alors ag = 1 et a; = 0. La série obtenue est alors : Z Wt P,
p!
p=20
On reconnait la définition de ’exponentielle :
“+oo
(_1)p 2p _ _—t2/2
YVt S R, Z 2p—p't =e€ .
p=0

~/2 et une solution particuliere de (F) sur R.

(_1)p2pp!t2p+1_

En conclusion, la fonction ¢ — e

» On choisit ag = 0 et a; = 1. La série obtenue est alors : Z

|
= (2p+ 1)!
Déterminons son rayon de convergence. Pour tout ¢ # 0, on a :
agp1t*PH! _ t? potoo 0
a2p71t2p*1 B 2p+1 -

D’apres la regle de D’Alembert la série de terme général as,1t*PT! est convergente pour tout
(—1r27p!

2p+1
e’

t € R. Le rayon de convergence de la série entiere Z est donc infini.

{2 (1o

La fonction ¢ : ¢ — Z ~—2 =42 est une solution de (E) sur R.
= (2p+1)!

Remarque : t — e et ¢ sont deux solutions de (E) sur R linéairement indépendantes. En effet,

l'une est paire 'autre est impaire. On sait que Sg(R) est un R-espace vectoriel de dimension 2

(théoréme 11.9). Ainsi :

Se(R) = {t = AeTt2 4 pg(t), (A ) € RQ} '

Derniere méthode pour ceux qui en veulent plus...

Remarque : Dans le programme officiel, il est question de savoir < se débrouiller > sur des
équations différentielles linéaires du type (E) : 3”(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = f(¢), ol a et b
sont continues sur I. On sait que Pensemble des solutions Sg(I) est alors un espace vectoriel de
dimension 2. Or, ces équations peuvent provenir d’équations plus générales du type

(E) : a()y”(t) +b(t)y'(t) + c(t)y(t) = f(b).

Bien entendu, I'idée est de diviser par a(t) et de se ramener au cas précédent (dans le domaine I, ot
a ne s’annule pas). Un exercice classique au programme est de chercher une solution développable
en série entiere (méme si 0 ¢ I). On pourrait donc dans certains sujets de concours avoir a étendre
les solutions de (E) dans le cas ol a(t) de (F) s’annule. On vous invite alors & parcourir les exemples
qui suivent.
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( Méthode 11.10.— Comment chercher d’éventuelles solutions d’une équation
différentielle linéaire d’ordre un ou deux sur un domaine de R ou les conditions
d’application des résultats de cours ne sont pas vérifiées
Attention le prolongement doit étre dérivable (respectivement deux fois dérivable) si (E)
est d’ordre 1 (respectivement d’ordre 2). Ici 'équation se présente ainsi :

(B) = a()y'(t) + b()y(t) = (1) ou (E) : a(t)y"(t) + b()y'(t) + c(t)y(t) = f(?).

On commence a écrire les intervalles I, ..., I, sur lesquels la fonction a ne s’annule pas.
On sait alors, d’apres le cours, que sur chacun de ces intervalles, I’ensemble des solutions
de I’équation homogene associée est un espace vectoriel de dimension 1 ou 2 selon I'ordre
de (E).
» On peut commencer par résoudre (E) sur chacun des intervalles I, ..., Ij.
» On peut par analyse-synthese, étudier l'existence d’éventuelles solutions sur un
ensemble plus vaste.
» On peut étudier lexistence d’une solution en to ¢ I3 U...UI} en effectuant un D.L
au voisinage de tg des solutions trouvées sur les deux intervalles “approchant” tg.
L’idée est de montrer que ce prolongement est dérivable en ty (si (E) est d’ordre
1) et deux fois dérivable en tg (si (E) est d’ordre 2).
m  On peut aussi dans le cas ou 0 ¢ I; U...U I} , chercher une solution développable
en série entiere autour de 0 pour ajouter 0 au domaine de validité
(Voir encore la méthode 11.9).
m  On peut utiliser une base de Sg(I;) et de Sg(Ix) pour “raccorder” des solutions
entre les deux intervalles consécutifs I; et Ij.

Exemples : 1. Soit I’équation différenticlle (E) : t2y'(t) + y(t) = 0.
Résoudre (E) sur R*, sur R™ et sur RY. puis déterminer les solutions sur R.

1
L’équation différentielle est équivalente & : y/(t) + t—2y(t) = 0, ce qui est une équation différentielle

du type 3'(t) + a(t)y(t) = 0 avec a application continue sur R*, donc en appliquant les résultats
de cours, on obtient sur R™ et sur RY les solutions suivantes :

Sp(R*) ={R" = R:t— e, AR} Sp(Ry) = {R. 5 R:t— pet, peR}

Solutions sur R : on procede par analyse et synthese.
Analyse : on suppose que I'équation (F) admet des solutions sur R et soit f 'une d’entre elles.
[ est solution de (F) sur R, donc f|r- appartient & Sg(R™) et il existe A réel tel que pour tout =

réel strictement négatif, f(z) = Aet. De méme, il existe 1 réel tel que pour tout x réel strictement
positif, f(t) = Me%. De plus f est continue en 0 donc limof(t) existe et vaut f(0), ce qui impose
T

uw=0et f(0) =0. On en déduit donc que si f est solution de (E) sur R, alors il existe A tel que :

et sit<0

ﬁtHf@:{ 0 sit>0

Syntheése : on vérifie aisément que les fonctions ainsi obtenues sont dérivables et solutions de

HE 206 CHAPITRE 11



léquation (E) sur R. Conclusion :

Xet sit <0
Se(R)= |f:RoR:tem ft)=4 ¢ =9  AER|.
0 si t est positif ou nul

2. Résoudre (E) : t(t—1)y/(t) +y(t) = Int sur]0,1[ et sur]1,+oo| puis sur R.. (ESM Saint-Cyr)

On reconnait le dernier exemple de la méthode 11.3.

Cit—Int—1

On sait que les solutions sont y : t +— , ou C7 et Cy sont
Cgt —Int—-1 .
til S1 t 6]1,+OO[

deux constantes réelles. Pour déterminer une solution qui < contienne > la valeur t = 1, il reste a
effectuer un développement limité autour de ¢ = 1.

h2
On pose t =1+ h et on applique : In(1 +h) =h — > + o(h?).
Cy—1

h
Sih>0,y(1+h)= +Cy—1+ 5 +o0(h). Cette quantité a une limite finie quand h tend vers
1

07 si, et seulement si, Cy = 1. Alors y(1) = 0 et y est alors dérivable & droite en 1 avec y/(1) = 3.
De meéme, en supposant h < 0 et en faisant tendre h vers 0, on aboutit & : C; = 1 et y est

dérivable & gauche en 1 avec y, (1) = 1. Conclusion :

o 1—t 5 t#1
‘SE(R+)[tH{ 0 s t=1

3. Soit (E): t2y"(t) +ty'(t) — (2 +t+ 1)y(t) = 0.

a. Déterminer les solutions de (E) développables en série entiére autour de 0.

Que dire du rayon de convergence de cette série ? Déterminer expliciternent ces solutions.
b. Chercher une solution particuliére de la forme t — t"e®*, our € Z eta €R

c. Déterminer l’ensemble des solutions de (E) sur R. (Issu de Mines-Ponts, filiére PSI)

—+oo
a. Partons de y(t) = Z an,t"™ et supposons que le rayon de convergence de cette série soit stricte-

n=0
ment positif. Alors :

+oo +oo +oo
—(E2+t+1)yt) = — Zaktk — Z ap_1t* — Zakfﬂk-
k=0 k=1 k=2

Et, de méme :

—+oo +oo
ty'(t) = kapt® et 2y"(t) = > k(k — 1)agt".
k=1 k=2

On remplace dans (F) et on trouve ag = 0 et :

Vk > 2, ap_o+ ar_1 — (k — 1)(]{3 + 1)ak =0.
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1
On calcule maintenant les premiers termes : as = —=ay, a3 = ——aj, a4 = ———————a,
3 3x4 3x4x5h

) , 2 x (—=1)n*t
On prouve alors par récurrence (le faire) : Vn > 1, a,, = ————————a;.
(n+1)!
k+1
En conclusion, les fonctions y, : t — Z kJr ol F ot p € R sont les solutions de (F)

développables en série entiere autour de 0

On peut prouver rapidement que ces développements en série entieére ont un rayon de convergence
infini. C’est tres semblable a 'exemple développé apres la méthode 11.9.

Calculons maintenant y; (la solution avec p = 1).

1% (- Diasy 1%
Vit £ 0, _Z _1
70, 4t t}; k+1 tkz

b. Posons y : t — t"e** (avec t # 0). Alors :

1(*t71+t).

y'(t) = (rt" =+ atT)e et v (t) = (r(r — D72 + 2art™ 1 + o?t")e
(E) devient :
(@ =12 + 2ar + a— D" 4 (r2 = 1)t" = 0.

Comme ceci est valable quel que soit t # 0, a® =1, a(2r +1) =0, 7% = 1.
L’unique possibilité est & = r = —1. On obtient une solution z; : ¢ — ;eft sur I = RZ URY.

c. Sur R’ ou de méme sur R*, on a deux solutions non proportionnelles (I'une est continue en 0
et lautre non).

1
Prenons y; : t — E(e*t —14+t)etz1:t— ge*t.

D’aprés le cours, on sait que Sg(R%) et Sp(R) sont des espaces vectoriels de dimension 2. Une base
de chacun d’eux est {y1, z1}. Les solutions sur Ri sont de la forme Ay; + Bz et les solutions sur
R* sont de la forme Cy; + Dz;. Pour trouver les solutions définies sur R, on étudie le raccordement
de ces combinaisons linéaires quand ¢ tend vers 0. On obtient : B =D =0 et A = C. Il reste les
fonctions A yi, c’est-a-dire les fonctions y,, ol i € R. Les seules solutions sur R sont finalement
les solutions développables en série entiere autour de 0 (ce qui est logique!)

HE 208 CHAPITRE 11



Enoncé des exercices

| équations différentielles linéaires d’ordre 1

Exercice 11.1 :
Exercice 11.2 :
Exercice 11.3 :
Exercice 11.4 :

Exercice 11.5 :

B Equations différentielles non linéaires d’ordre 1

Exercice 11.6 :

Exercice 11.7 :

B Systemes différentiels linéaires d’ordre 1

Exercice 11.8 :
Exercice 11.9 :
Exercice 11.10 :
Exercice 11.11 :

Exercice 11.12 :

| équations différentielles linéaires d’ordre 2

Exercice 11.13 :
Exercice 11.14 :
Exercice 11.15 :
Exercice 11.16 :

Exercice 11.17 :
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Corrigé des exercices

__ Exercice 11.1
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.2
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.3
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.4
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.5
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.6
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.7
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.8
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.9
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.10
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.11
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.12
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.13
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.14
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.15
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.16
ZUM MACHEN

__ Exercice 11.17
ZUM MACHEN
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Chapitre ]. 2

Pre-Hilbert and eu%lb%ecae'g
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B Objectifs

m Les incontournables
» Savoir manipuler les identités remarquables sur les normes (développement de ||@ + ¥/]|?,
identité de polarisation).

» Connaitre les applications géométriques du produit scalaire dans le cas usuel du plan ou
de lespace. En particulier, savoir en déduire des équations de plans ou (et) de droites.
Faire le lien entre un produit scalaire et sa norme associée.

Interpréter le cas d’égalité dans 'inégalité triangulaire.

Savoir reconnaitre une situation ot il faut mettre en ceuvre I'inégalité (ou le cas d’égalité)
de Cauchy-Schwarz.

» Savoir
> orthogonaliser une base avec le procédé de Gram-Schmidt;
> projeter un vecteur sur un sous-espace de dimension finie ;
> déterminer et interpréter la distance d’un vecteur a un espace.

m  Et plus si affinités ...
» Connaitre les régles de calculs sur 'orthogonal d’un espace.

» Savoir interpréter un probléme de minimisation en introduisant un produit scalaire.
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Résumé de cours

On constdére icit un espace vectoriel E sur R de dimension finie ou non.

B Définition d’un espace préhilbertien réel ou d’un espace euclidien

Définition : On appelle produit scalaire sur E toute application :
p: EXE — R
(Z,9) — (Z,9)

possédant les propriétés suivantes :
» linéarité a droite : pour tous réels B1, P2 et pour tous vecteurs T, Uy et U :

(T, Briiy + Potiz) = P1(Z, U1) + Bo(z, Uz);

» symétrie : V (T,7) € E?, (§,%) = (T,9);
» positive : pour tout T € E, (Z,Z) > 0;
» définie : pour tout ¥ € E, (¥,Z) =0=Z =0.

Remarque : Gréace & la symétrie, on a automatiquement la linéarité & gauche (qui peut étre
choisie a la place de la linéarité a droite dans la définition).
V(Ozl, 052) € R? et V(Gl, Gg,g) € E3: <a161 + Oégﬁg,jlj) = Oq<’lj1,:lj> + Oég<’lj2,:lj> .

Vocabulaire : Un espace vectoriel réel E de dimension infinie (respectivement finie) muni d’un
produit scalaire est appelé espace préhilbertien réel, (respectivement espace euclidien).

Exemples : Montrer que les applications suivantes sont des produits scalaires sur F :

» E=R" (%9 = Z TiYi ;
» FE=M,(R), (A, B> Tr('AB) = Tr(ATB) (& prouver pour n = 2)
> E=%"(a,b].R /f

Mise en ceuvre : exercice 01.

Proposition 12.1.— Inégalité de Cauchy-Schwarz —. Si (, ) est un produit scalaire de E :

Y(Z,9) € E?, (Z,9)] < (&2 {7 D)

De plus, & et ¢ sont colinéaires si et seulement si 'on a I’égalité.

Mise en ceuvre : exercice 04.

Corollaire 12.2.— Soit (F, (, )) un espace préhilbertien réel ou un espace euclidien.
L’application N de E dans Ry définie par : VZ € E, N(&) = /(Z, &) vérifie :

VZe E,ZVAER,  N(\Z) = |A\N(@);
VZ € F, N@) =0 = Z=0;
V(Z,§) € E?, N(Z+%) < N@) +N®)
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Corollaire 12.3.— Norme associée a un produit scalaire—.
Soit (E, (, )) espace préhilbertien réel ou euclidien. L’application N définie ci-dessus est une norme
sur F, appelée norme euclidienne associée au produit scalaire (, ) .

Notation : Nous adopterons dans la suite du chapitre la notation usuelle : |Z|| = \/(Z, Z).

Remarque : On peut réécrire les propriétés vues ci-dessus avec les notations usuelles :
» Inégalité de Cauchy-Schwarz

v (,9) € B (@ 5)] < 7] |17

» Identité de polarisation

Lo " Lo, - L 1o, 5 " .,
V(@) € B2 (& 9) = 7 (IF+71° = & = 91") = 5 (I&+ 71" = 121* = 17]°)
» Propriétés de la norme
Vi€ EVAER, || AT [|= (A £ |
Vr € E, |Z|=0 «<— Z=0
V@, y) e B, | Z+g <)+ 117l

Proposition 12.4.— Identité du parallélogramme —.
2 (1202 + 171%) = (I +g1I* + £ - 71%) -

B Orthogonalité

Dans ce paragraphe, on munit £ du produit scalaire {, ). La norme associée est notée || . ||.
Définition : Un vecteur est dit unitaire si sa norme est égale a 1.

Définition : Deux vecteurs de E sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul.
Remarque : Le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur.

Définition : Sous-espaces vectoriels orthogonaux —. Deux sous-espaces vectoriels F et G de E
sont orthogonaux lorsque :

YV (Z,9) € F x G, (Z,7) =0.
On note alors : F1@G.

Proposition 12.5.— Si F et G sont orthogonaux, F NG = {0g}.
La somme de deux sous-espaces vectoriels orthogonaux est directe.

Définition : Orthogonal d’un s.e.v —. Soit X un sous-espace vectoriel de E. On appelle ortho-
gonal de X et on note X+ Uensemble des vecteurs de E qui sont orthogonauz & tout vecteur de
X : X+ ={J€Etelque:VieX, (%7 =0}

Proposition 12.6.— Sous-espace vectoriel orthogonal d’un s.e.v —.
L’orthogonal X+ de X, sous-espace vectoriel de E, est lui-méme un sous-espace vectoriel de E.
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Proposition 12.7.— Si B est une base de X, sous-espace vectoriel de F, un vecteur est orthogonal
a X si et seulement s’il est orthogonal a tout vecteur de B.

Mise en ceuvre : exercice 08.

Théoréme-Définition 12.8.— Somme directe orthogonale —. Si F, F5, - | F, sont p sous-
espaces vectoriels de E deux a deux orthogonaux, alors leur somme est une somme directe.
On dit que la somme de ces sous-espaces vectoriels est une somme directe orthogonale.

Définition : Familles orthogonales, orthonormées —. Une famille de vecteurs indexée sur une
famille I, (i;);cr, est orthogonale lorsque ses éléments sont orthogonaur deuz ¢ deux :

V(i,j) € I?, (i # j = (T, ;) = 0).
Si, de plus, tous ses éléments sont des vecteurs unitaires, alors la famille est orthonormée.

Si (;)icr est une famille orthonormée : V (i,j) € I?, (i;,d;) = 63, ol 5g est le symbole de
Kronecker, qui vaut 0, si i # j et 1 sii=j.

Proposition 12.9.— Liberté d’une famille orthogonale sans vecteur nul —.
Une famille orthogonale finie, dont aucun des vecteurs n’est nul, est libre.
En particulier, toute famille orthonormée finie est libre.

Proposition 12.10.— Relation de Pythagore —.

Si (@;)1<i<n est une famille orthogonale finie, alors :

2 n
= lla)*.
=1

n
D
=1

Proposition 12.11.— Soit F' un sous-espace vectoriel de F, alors :
» F et F'* sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux.
» Si G est un sous-espace vectoriel orthogonal & F alors G C F*.
» Si F et FL sont supplémentaires, ' s’appelle le supplémentaire orthogonal de F et par
définition, il est unique.

Proposition 12.12.— Existence et unicité du supplémentaire orthogonal —.
Tout sous-espace vectoriel de dimension finie de E admet un supplémentaire orthogonal.

Corollaire 12.13.— En dimension finie, si ' s.e.v de E : dim F + dim '+ = dim E.

Définition : Projection orthogonale —. Soit F' un sous-espace vectoriel de E admettant un
supplémentaire orthogonal. La projection orthogonale pr sur F est la projection sur F pa-
rallélement & son supplémentaire orthogonal F*-. Alors : Kerpr = (Impp)*t et (Kerpp)t = Impp.

Proposition 12.14.— Propriétés d’une projection orthogonale —.
Si pr est la projection orthogonale sur F', pour tout = € F,

Z—pr(7) € FH, |72 = lpr@)|* + |17 - pr@)|?, lpr@)] < 7]

Mise en ceuvre : exercice 05.
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B Orthonormalisation. Cas général

Proposition 12.15.— Orthogonalisation/Orthonormalisation de Gram-Schmidt —.
Soit F un sous-espace de dimension finie de E et (@;)1<i<n une base de F.
On pose 91 = u; et pour k variant de 1 an — 1 :

k

S e <ﬁk+1;17i> -
Vk+1 = Uk41 — Z W”i
i=1 B

Alors la famille (%;)1<i<n st une base orthogonale de F adaptée aux espaces U, = Vect ((%;)1<i<p),
c’est-a-dire que Vect ((7;)1<i<p) = Vect ((4:)1<i<p)-
1

Pour obtenir une base orthonormale de F, il suffit de poser ensuite : w; = W{)}, pour i € [[1,n].
h

Exemple : On pourra voir la méthode 12.8 dans le cas classique n = 3. On munit Re[X] du pro-
duit scalaire : (P,Q) = P(1)Q(1) + P (1)Q’(1) + P"(1)Q”(1). Déterminer une base orthonormée
de R3[X] pour ce produit scalaire.

Ici F = E = Ry[X]. Un espace vectoriel est un sous-espace vectoriel de lui-méme.

Il suffit maintenant de partir de la base canonique {1, X, X2} et de lui appliquer le procédé d’or-
thonormalisation de Gram-Schmidt. C’est a vous!

Mise en ceuvre : exercice 02 et exercice 03.

Remarque : On peut se poser la question. E posséde t-il toujours une base orthonormale ?
La réponse est oui si F est de dimension finie. C’est I'objet du prochain paragraphe.

Proposition 12.16.— Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie
Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, (€1, €5, - ,€,) une base orthogonale de
F' et pr la projection orthogonale sur F, Z étant un vecteur quelconque de E :

- €,T)
pF(x):Z <ei-2>ei

2]

Corollaire 12.17.— Dans le cas ou la base est orthonormale, cette formule devient :

Remarque : Ces deux formules permettent de rendre opérationnel I'algorithme de Gram-Schmidt,
décrit ci-dessous.

Mise en ceuvre : exercice 06 et exercice 07.
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Proposition 12.18.— Inégalité de Bessel —. Soit (€1, €, - ,€,) un famille orthonormale finie
de 'espace préhilbertien ou euclidien (E, (, )) et F' = Vect (€1, ..., €p).

p
. - I
VE e B, |lpr(@)F =Y (@, 3)| < .
=1

B Orthonormalisation dans le cas ou E est un espace euclidien

On suppose icit que E est de dimension finie.

Proposition 12.19.— Théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt —.
Soit (E, (, >) un espace euclidien de dimension n et B = (i1, Us, - ,U,) une base de E.
11 existe une base orthonormale B’ = (W, wWs, -+ , ) de E telle que :

Vie [[1,n]], w; € Vect (ﬁl,ﬁg, oo ,Gi).

Remarque : on utilise dans la pratique 'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt de la
proposition 12.15 et en particulier la méthode 12.8 qui permet de < faire fonctionner » 1’algo-
rithme pour n pas trop grand.

Corollaire 12.20.— Existence d’une base orthonormale en dimension finie —.

Tout espace vectoriel euclidien admet au moins une base orthonormale.

Toute famille orthonormale d’un espace vectoriel euclidien peut étre complétée en une base ortho-
normale.

Proposition 12.21.— Expression du produit scalaire et de la matrice d’'un endomorphisme, E
étant rapporté a une de ses bases orthonormales—.

Si E est rapporté a une de ses bases orthonormales B = (@;), ., €t si 'on pose Z(z1, ..., Zp)

et ¥(y1, ..., Yn) alors : Vk € [1,n], (&, W) = xx et on a les assertions :

Z1 Y1

Puis, si X = . et Y = . sont les matrices colonnes associées, (Z,7) = XTY.

Ty, Yn

B Distance d’un vecteur a un sous-espace vectoriel dans un espace euclidien

Corollaire 12.22.— Distance et projection orthogonale —. Pour tout vecteur # de E, il existe

un unique vecteur Z' de F' tel que : d(Z, F') = min{||Z — 9|, ¥ € F'} = d(Z, Z). Ce vecteur est pp(Z)

Mise en ceuvre : exercice 09 a exercice 11.
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Méthodes

B Produits scalaires

U Méthode 12.1.— Comment montrer que (, ) est un produit scalaire
» On commence par vérifier (& moins que cela ne soit évident) que (Z, %) — (Z,¥)
est une application de E? dans R.
» On vérifie ensuite que (, ) est symétrique : V(7,%) € E?, (Z,7) = (7, T).
» On vérifie la linéarité (mais d’un seul cété | En effet, la symétrie montrée en
amont affirme alors la linéarité de l'autre coté). Par exemple, on montre que
7 — (&, 7) est linéaire pour tout & fixé).
» On vérifie que (, ) est positive, c’est-a-dire que (Z, Z) > 0 pour tout & € E.
» Il reste a vérifier que (, ) est définie, c’est-a-dire que :
Vie E, (Z,7) =0=Z=0.

Remarque : On dit qu'un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive. Ce
vocabulaire n’est plus dans le programme officiel de 2TSI. Mais, culture, quand tu nous tiens...

[\

01
Exemple : Montrer : (R3[X])? = R, (P,Q) — P(k)Q(k) est un produit scalaire sur R3[X].

S

» (P,Q) +— (P,Q) est une application de (R3[X])? dans R d’apres 'énoncé. Facile!
» (,) est bien symétrique car pour tout (P, Q) € (R3[X])? :

2014 2014
(P.Q)=>_ Pk)Q(K) = Qk)P(K) =(Q,P).
k=0 k=0
2014
» Fixons P et soit ¢p : Q — Z P(k)Q(k). Mission : ¢p € L(R3[X])? Alors :
k=0
2014
(@1, Q) € (Ry[X])2, Va € R, 6p(aQy + Q2) = 3 P(k) [aQ1 (k) + Qa(k)] = adp(Q1) + 6p(Qs).
k=0
2014
» (, ) est positive car (P, P) = Z P(k)* > 0 pour tout P € R3[X].
k=0

2014
> (P,P)=> P(k)*=0= [P € Rs[X] admet 2015 racines distinctes | = P = 0.
k=0
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Passons a un cas particulier de produit scalaire assez courant !

b
U Méthode 12.2.— Comment montrer que (P,Q) — (P,Q) = / P#)Q(t)w(t)dt

définit un produit scalaire sur R[X]
|a, b] est un intervalle de R, w une fonction strictement positive, continue et intégrable
sur Ja, b|.
» Vérifier si besoin est que Pintégrale (P, Q) est convergente (dans le cas ou elle est
généralisée bien sir !)
» La symétrie et la bilinéarité résultent des propriétés de la multiplication dans R
et de la linéarité de l'intégrale.
» Le caractere positif résulte de la positivité de I'intégrale (b > a) et de celui des
fonctions w et P2.
» Le caractere défini est di :
> au fait que w.P? est positive et continue sur ]a, b, alors

b
/P2w:0:P2w:0:>P:05ur]a,b[;

a
> au fait que P est un polynoéme : il ne peut s’annuler sur un intervalle ]a, b[ que
8’1l est nul car il aurait une infinité de racines.

1
P(t)Q(¢t) , . .
Exemple : Montrer que (P,Q) — (P, Q) = —————=dt définit un produit scalaire sur R|X].
p o (P.Q) = (P.Q) = [ TR at difinit un y X]

[P(HQM®)| _ 1
e (m) au V(£1).

converge donc < P, () > converge absolument.

» Existence de ’'intégrale : si (P,Q) € R[X] alors

Par aill / b

ar ailleurs, —
_1V1—1¢2

» Symétrie et bilinéarité : elles résultent des propriétés de linéarité de 'intégrale.

1 2
P(t)
» Positivité : si P € R[X] alors (P, P) = / dt > 0.
X alors (PP = [ A

» Caractere défini : comme P et t — Wi sont positives et continues sur |—1, 1], il en va

de méme pour leur produit et (P, P) = 0=Vt € |-1,1[, P(t) =0.
Comme un polynéme qui s’annule sur un intervalle vaut 0, (P, Py =0 = P =0.

Remarque : Pour plus de précisions quant aux notions d’intégrale convergente et d’intégrabilité,
on se reportera avec profit au chapitre concernant les intégrales sur un intervalle.

Remarque : On peut remplacer dans la méthode 12.2 les polynémes P et @) par des fonctions f
et g continues sur [a, b]. Le processus est identique.
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U Méthode 12.3.— Quand et comment utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz
Nous rencontrons des espaces préhilbertiens ou euclidiens dont les éléments sont des
matrices, des applications, des n-uplets de réels ou de complexes : on peut donc mettre
en ceuvre I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans des situations tres variées.

» Dans l'espace préhilbertien réel ou euclidien (E,(, >), linégalité de Cauchy-
Schwarz s’écrit de deux fagons possibles :

v (@,5) € B2, (@lo)] < @] ] < (@) < @) )

» Si 'on reconnailt cette structure dans une inégalité a démontrer, il importe,
d’abord, de définir soigneusement le produit scalaire que ’on va utiliser.

» Il faut, ensuite, choisir tout aussi soigneusement les deux vecteurs pour lesquels
on va écrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz afin d’aboutir a I'inégalité attendue.

» L’égalité a lieu si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires.

Exemples :
3\2
1. a. Montrer : { (R%) - R

(2,0, 2), @, 2)) > 22’ + gy + 5z’ est un produit scalaire sur R®.

17
b. z, y et z sont trois réels tels que 22% + y? + 522 < 1. Montrer que : (z +y + 2)? < 10"

1.a. Nous laissons au lecteur le soin de <« s’éclater > a développer les différentes assertions qui

conférent & ((x,y, 2), (z',y', 2')) le titre tant envié de produit scalaire sur R
b. Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire ci-dessus aux vecteurs (z, y, z)

1.1 .
et 1,—- ], on obtient :
1.1
1,2
2775

275
2
Attention aux réflexes idiots, ||(z,v, 2)||? vaut ici 222 + y* + 522 et non 22 + y? + 22.

17

(@ +y+2)? <|l(zy,2)]? = 1o

2. f étant une fonction continue sur [0, +00[ et a et b étant deux réels tels que 0 < a < b, montrer

2
b — a3 b b .
a / F2(t)dt > < / tf(t)dt | . Etudier le cas d’égalité.

que :

3

Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur ¢ ([a, b], R) aux

fonctions t — t et f :
b 2 b b
/ tf(t)dt | < / 2 dt / fAat |,
d’ou le résultat.

Il y a égalité si et seulement si f et ¢t — ¢ sont colinéaires, donc si et seulement s’il existe un réel
k tel que, pour t € [a,b], f(t) = kt.
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B Orthogonalité

( Méthode 12.4.— Comment montrer I'orthogonalité de deux vecteurs ou de
deux sous-espaces vectoriels de F
Dans (E, (,)) :
» Soit (i, 7) € E?, alors : 417 < (@, 7) = 0.
» Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E,
FI1G& (V(u,0) e F x G, {(4,v) =0).

Exemple : Montrer que les fonctions t — sinnt et t — cospt, ot n et p sont des entiers naturels
non nuls, sont des vecteurs orthogonaux de E = €°([0,27], R) pour le produit scalaire :

(f.9) = {f,9) = % ; Wf(t)g(t) dt.

1 ™
Le produit de ces deux fonctions est (sinnt, cos pt) = Py / sinnt cos pt dt.
™

t — sinnt cos pt est aussi une fonction impaire, donc cette intégrale est nulle : les fonctions proposées
sont des vecteurs orthogonaux de E pour ce produit scalaire.

Remarque : Attention, cette notion d’orthogonalité dépend du produit scalaire choisi!

( Méthode 12.5.— Comment montrer que deux sous-espaces vectoriels sont
supplémentaires orthogonaux
On est dans (E, (, ) :
» On commence par montrer 'orthogonalité en utilisant la méthode 12.4 puisque
deux sous-espaces vectoriels orthogonaux ont leur intersection réduite & {Og} .
11 suffit, ensuite, de montrer que F est égal a leur somme ou, en dimension finie,
que la dimension de E est la somme de leurs dimensions.
» Si un sous-espace vectoriel F' de E admet un supplémentaire orthogonal (et c’est
le cas s'il est de dimension finie), celui-ci est unique et c’est F*.
Ft={z e E/Ny€eF, (z,y) =0}

Exemple : M, (R) est muni du produit scalaire canonique : (A|B) = Tr(ATB), S,(R) est le
sous-espace vectoriel des matrices symétriques et A,(R) est le sous-espace vectoriel des matrices
antisymétriques. Montrer que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonauz.

V (A, B) € Su(R) x A, (R), (A, B) = Tr(AT B) = Tr(AB) ; or, une matrice et sa transposée ont la
méme trace et (AB)” = BTAT = —BA, donc Tr(AB) = — Tr(BA).
D’autre part, il est bien connu que : Tr(AB) = Tr(BA), donc : (A, B) = Tr(AB) = 0.

Sn(R) et A, (R) sont orthogonaux, donc leur somme est directe orthogonale.
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VAe M,(R), A=

A+ AT) + % (A - AT). Comme % (A + AT) est symétrique et % (A — AT)
antisymétrique, M, (R) =
S

Sn(R) + An(R).

( Méthode 12.6.— Comment montrer qu’une application est un projecteur or-
thogonal dans F
Soit p un endomorphisme de (E, (, )).
» On s’assure d’abord que p est un projecteur (i.e pop = p).
» Sil'on connait Matp(p) et si B est orthonormale pour (, ), il suffit de vérifier que
cette matrice est symétrique. Alors p est un projecteur orthogonal.
» On peut montrer sinon que : Vo € E, ||p(Z)| < ||Z]|. (Voir exercice ?77.)
» On peut montrer aussi que Kerp et Im p sont orthogonaux avec la méthode 12.4.

( Méthode 12.7.— Comment déterminer le projeté orthogonal d’un vecteur sur
un sous-espace vectoriel
F est un sous-espace vectoriel de (E, (, )) admettant un supplémentaire orthogonal et &
est un vecteur de E. Savoir calculer pratiquement le projeté orthogonal de Z sur F' est
utile pour déterminer la matrice d’une projection orthogonale et pour résoudre certains
problemes de minimisation de distance.
» Sil'on dispose d’une base orthogonale (€1, €3, - - , €,) du sous-espace vectoriel F'
[
de dimension finie, on emploie la formule : pp(Z) = Z <|‘|?g |T2> ;.
i—1 (3
» Si ce n’est pas le cas, on peut avoir recours a une Zorthogonadisation de Gram-
Schmidt, allez voir la méthode 12.8.
» On peut également utiliser la caractérisation :
J=pr(@) & yeFeti—jcFt,
On traduira I'appartenance & F'* par 'orthogonalité & chaque vecteur d'une base
de F.
» Evidemment, si 'on a : & = T + Tpi, avec (Tp,Tpr) € F x FL alors :
pr(T) = Tp.

Exemple : E étant un préhilbertien de dimension finie, déterminer l'timage d’un vecteur © de E
par la projection orthogonale sur une droite vectorielle, puis par la projection orthogonale sur son
hyperplan supplémentaire orthogonal.

Considérons la droite D = Kii, ot @ est un vecteur non nul, H = D* et (p,q) le couple de
projecteurs orthogonaux associés a la décomposition £F =D @ H.
Tout vecteur & de E se décompose de maniere unique en : T =ku+y, k€ K, y € H.
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)

lla]?

Gl
L

(@, %) = k|2, ot p(7) = ki =

(a,

>

.

q est la projection orthogonale sur H, donc g =Idg —pet:VZ € E, (&) =Z—p(Z) = &—

Remarque : Ainsi, dans le cas particulier de la projection orthogonale Zr d’un vecteur £ sur un
hyperplan F' de FE, il est plus simple en général de déterminer le projeté orthogonal ¥r. sur la
droite vectorielle F- et d’utiliser : ¥p = & — Tpo.

( Méthode 12.8.— Comment déterminer une base orthonormée d’un sous-espace
vectoriel F' de (E,(,)) en appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt
On suppose ici dim F' = 3 et notons B = (i1, U2, @3) une base de F.

» On pose U7 = 4y puis U3 = Uz + a7, ou a1 € R est déterminé par la condition :
(U2, v)
7]
» On pose ensuite U3 = Uz + b101 + bata, ou (b1, bs) € R? est déterminé par les
conditions : <’l71, 173> = <172, 173> = 0.
On trouve : by = %ﬁg) et by = % puis on explicite ¥3.
1 2

» A ce niveau, {1, U2, U3} est une base orthogonale de F.

La famille <

(th,72) = 0. Cela donne : a; = puis on explicite Ts.

—

U1 Ur U3

— T, T) est une base orthonormée de F.
9]l 1ol (| T5 |

Remarque : on peut utiliser directement les formules de la proposition 12.15 (qui fournissent
a1, b1 et by) mais on vous conseille de les retrouver en utilisant (¥;, ;) = 0 pour i # j.

Exemple : On munit R3[X] du produit scalaire : (P,Q) = P(1)Q(1) + P'(1)Q’(1) + P"(1)Q"(1).
Déterminer une base orthonormée de Ra[X] pour ce produit scalaire.
Ici F = E = Ry[X]. Un espace vectoriel est un sous-espace vectoriel de lui-méme.

1l suffit maintenant de partir de la base canonique {1, X, X2} et de lui appliquer le procédé d’or-
thonormalisation de Gram-Schmidst.

W = 1
On cherche trois polynomes V7, V5 et V3 tels que : Vo = X +a.l
Vs = X?24+bl+cls
On utilise (V1,V3) = (V1,V3) = (Va,V3) = 0. On trouve a = —1, puis b= —1 et ¢ = —2.
W = 1
Onendéduit: ¢ Vo = X —1 puis: (V1,V1) = (Va,Va) =1et (V3,V3) = 4.
Vs o= (X-1)°

1
Une base orthonormale de Re[X] pour (, ) est : {Wy =1, Wo =X —1, W3 = §(X —1)%}

On a fini mais remarquons que l'on aurait pu partir de n’importe quel base de R3[X] et pas
nécessairement de la base canonique. Ainsi, partir de la base {1, X — 1, (X — 1)} aurait été intel-
ligent car cette base est orthogonale pour (, )!

Remarque : On peut étendre la méthode 12.8 dans le cas ou dim F' = n > 4. Mais les calculs
sont de plus en plus techniques, & moins de démarrer avec une base < quasi > orthogonale pour
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(, ). (Voir & ce sujet I'’exemple précédent.) Tout cela dépend donc de I’énoncé de l'exercice ou du
probleme. Maintenant, s’il s’agit d’une application de Python, c’est la machine qui fait les calculs!

B Les problemes classiques dans un espace préhilbertien ou euclidien

(d Méthode 12.9.— Comment déterminer la distance d’un vecteur a un sous
espace vectoriel F' de F, ce sous-espace vectoriel ayant pour base orthonormale
(517" _‘P)

On utilise le prOJete pr(Z) d'un vecteur & sur un espace F' pour calculer d(Z, F) :
> d(Z, F)? = |7 —pr@)|? = ||7]|* - |lpr(Z)]|? d’apres le théoréme de Pythagore.
P

» Si p(Z) est obtenu grace & la formule pp(z) = Z(ek, Z)ey, alors :
k=1

)|I? =

Z |{€k, & 2 toujours par application du théoreme de Pythagore.

‘PF

Exemple : On munit encore Re[X] de : (P,Q) = P(1)Q(1) + P'(1)Q’(1) + P"(1)Q"(1).
Calculer la distance de X? a Ry[X].

Appelons d la distance de X2 & R;[X] et Z la projection orthogonale de X2 sur R;[X].

Il est clair que (d’aprés I'exemple qui suit la méthode 12.8) que {W;, W5} est une base orthonor-
male de Ry[X] pour (, ) (Justifiez le vous-méme!).

Alors: Z = (X2, 1)1+ (X2, X —1)(X —1) =1+ 2(X —1) = 2X — 1.

La distance cherchée est : d = || X2 — Z|| = ||(X — 1)? || 2.

 Méthode 12.10.— Comment résoudre certains probléemes de minimisation dans
un préhilbertien
On considére une fonction ¢ de RP (p € N*) dans R4 & minimiser, c’est-a-dire que 'on
cherche sa valeur minimale (et éventuellement, les antécédents de cette valeur minimale).
Si 'on peut trouver un espace préhilbertien réel E, un vecteur ¥ de E et un sous-espace

F de E de dimension p et de base (41, ua, ..., Up,) tels que :
» 2
v(zi)ie[[l,p]] €R?, o(r1,29,...,2p) = ||V — Zzzﬁz )
i=1
P
alors le minimum de ¢ est (d(7, F))?: il est atteint lorsque @ = Zmiﬁi est le projeté
i=1

orthogonal de ¥ sur F. Il est souvent pratique de choisir (1, ..., dp) orthonormée.

1
Exemples : 1. Dans Ro[X] muni de (P, Q) = / P(t)Q(t)dt, on pose F = Ry[X].

a. Déterminer une base orthonormée de F puis la projection orthogonale p sur F.
b. Montrer que d(t?, F) = ||t? — p(t?)|| et déterminer cette distance.
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1
c. En déduire inf / (t* —a — bt)*dt.
(a,b)eR? Jo

a. On détermine une base orthonormée de F' = Ry[X] en partant par exemple de {1,t} et en

utilisant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Aprés caleul : {1,/3(2t — 1)}.
Ainsi, si P est un polynéme quelconque de Rz[X],

p(P(#) = (P, 1)1 4 3(P,2t — 1)(2t — 1) = /1 P(t)dt + 3 [/1 P)(2t— 1) dt} (2t — 1).

b. L’égalité d(t?, F) = ||[t?> — p(t?)|| découle du cours. On commence par calculer :

p(tQ)/Olt2dt+3 {/01(2t3t2)dt] (2t71):t7%.

Il reste a faire maintenant :

1 1\? 1 NG
2 —p(td)| = / <t2t+—> dt = —— = —.
I ()|l \/0 G =0 30

1
c. Grace a la méthode 12.10, on peut écrire : ( ibr)lfR / (t* —a —bt)*dt =d(t*, F) =
a,b)eR? 0

V5
30°

2. On reprend l’exemple de la méthode 12 5. Soit A = (aij)1<i,j<n € Mn(R). Ezpliquer pourquoi,

si M = (myj)i<i,j<n € Mau( Mglsm(R lezl Aij — Myj) 2 existe et vaut :
1 n n
1 Z Z(aij —azi)*.
i=1 j=1

On a vu dans 'exemple de la méthode 12.5 que S,,(R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux

dans M,,(R) pour le produit scalaire canonique (A, B) = Tr(AT B) = Z Z a;;ibji

=1 \j=1

(A, Ay = Tr(ATA) = ZZa”, donc ZZ aij —mij)? = ||A— M|
i=1 j=1 i=1 j=1
On recherche donc le carré de la plus petite distance entre la matrice A et les matrices symétriques,

donc le carré de la distance d(A,S,(R)) : c’est le carré de la distance entre A et son projeté

1
orthogonal sur S,,(R) qui est, d’apres le méme exemple, 3 (A+ AT).
1 1 .
Or: A- 3 (A+AT) = B (A—AT) = (3(ai; - aji))1<i7jgn. On a donc bien :
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Indications

— Ex. 121

— Ex. 12.2

— Ex. 123

_ Ex. 124

_ Ex. 125

— Ex. 12.6

_ Ex. 127

— Ex. 12.8

— Ex. 129

— Ex. 12.10
— Ex. 1211

— Ex. 12.12

— Ex. 12.13

— Ex. 12.14

_ Ex. 12.15

— Ex. 12.16

— Ex. 12.17
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Corrigé des exercices
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ZUM MACHEN
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Chapitre ]. 3

Fourier series
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B Objectifs

m Les incontournables :
» Savoir calculer les coefficients de Fourier, en tenant compte de I’éventuelle parité.

» Utiliser le théoreme de Dirichlet pour établir la convergence et déterminer la somme
d’une série de Fourier.

» A partir du théoreme de Dirichlet ou de la formule de Parseval, calculer une somme de
série.
m  Et plus si affinités ...

» Interpréter dans une structure préhilbertienne les résultats sur les séries de Fourier.
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Résumé de cours

Dans tout le chapitre, T désigne un réel strictement positif.

B Fonctions continues et de classe C! par morceaux

Ici a et b sont deux réels avec a < b.

Définition : Une fonction f définie sur le segment [a,b], d valeurs dans R est dite continue par
morceaux sur [a,b] s’il existe une subdivision ap = a < a1 < ... < a,, = b telle que la restriction de
f a chaque sous-intervalle ]a;, a;1+1[ soit prolongeable en une fonction continue sur [a;, a;+1].

Définition : Une fonction T-périodique est dite continue par morceaux sur R si elle est continue
par morceaux sur un intervalle de la forme [a,a + T).

Théoréme 13.1.— I’ensemble des fonctions a valeurs réelles, T-périodiques et continues par
morceaux sur R est un espace vectoriel sur R.

Théoréme 13.2.— Soit f une fonction a valeurs réelles, T-périodique et continue par morceaux
sur R.

a+T T
Alors pour tout réel a € R, / f®)dt = / () de.
0

(e

Définition : Une fonction f définie sur le segment [a, b], a valeurs dans R est dite de classe C! par
morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision ag = a < a1 < ... < an = b telle que la restriction de
f a chaque sous-intervalle |a;, a; 11| soit prolongeable en une fonction de classe C* sur [a;, aii1].

Définition : Une fonction T-périodique est dite de classe C' par morceaux sur R si elle est de
classe C' par morceaur sur un intervalle de la forme [a,a + T).

B Coefficients et série de Fourier

Définition : Etant donné f, une fonction a valeurs réelles, T-périodique et continue par morceaux

2
sur R, on appelle coefficients de Fourier de f, les réels définis par (ot w = %, a€RetneN*):

a+T
ao(f) = %/ f(t)dt
a+T
an(f) = %/ f(t) cos(nwt) dt -
2 ra+T
ba(f) = ?/ f(t) sin(nwt) dt
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Définition : Pour tout réel t, la série :

)+ Z an (f) cos(nwt) + by, (f) sin(nwt)]

s’appelle la série de Fourier de la fonction f en t.

Remarque : Dans la pratique, selon 'intervalle sur lequel f est définie explicitement, on prend des
valeurs particulieres de a. Ainsi si f est explicite sur [0, 7], on prend o = 0 et si f est explicite sur
[-T/2,T/2], on prend a = —T'/2. On peut aussi tenir compte de ce qui suit.

Proposition 13.3.— Si f est T-périodique, continue par morceaux sur R et paire, alors pour
ncN*:

4

T/2 T/2
ao(f) = —/0 f)dt, a,(f) = ?/0 f(t) cos(nwt) dt, b, (f) = 0.

Proposition 13.4.— Si f est T-périodique, continue par morceaux sur R et impaire, alors pour

necN*:
T
() =0, (£ = 0.5 () = 7 [ F0)sinnat)
On note pour tout N € N*
N
Vte R, Sy(f)(t) Z an(f) cos(nwt) + by (f) sin(nwt)] .

C’est la N®me somme partielle de la série de Fourier de f.

B Interprétation géométrique

On note ici Cr(R) 'espace vectoriel des fonctions & valeurs réelles, continues sur R et T-périodiques.

Théoreme 13.5.— L’application

\I/CT(R)XCT()—)R / f

est un produit scalaire sur Cr(R).

La norme associée & ce produit scalaire est pour tout f € Cr(R),

— 1 T 2
1= | P
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Proposition 13.6.— (i) Dans I’espace préhilbertien Cr(R), muni de W, les fonctions ¢ — cos(nwt)
et ¢ — sin(nwt) pour tout n € N*, forment une famille orthogonale.

(ii) Soit N € N* et f € Cr(R). La N®™¢ somme partielle de la série de Fourier de f, Sy (f), est la
projection orthogonale de f sur ’espace vectoriel engendré par les fonctions ¢ — cos(nwt) pour n
décrivant [0, N et t — sin(nwt) pour n décrivant [1, N]J.

B Théoremes de convergence

Théoréme 13.7.— Formule de Parseval.
Soit f une fonction réelle, T-périodique et continue par morceaux sur R.
Les séries Z an(f)? et Z b, (f)? sont convergentes et on a :

n=0 nz1

DN |

1 T 2 2
7| POa=w@?

+o0
S (an(f)? +a(1)?) -

Théoreme 13.8.— Théoreme de Dirichlet.
Soit f une fonction réelle, T-périodique et de classe C' par morceaux sur R.
Alors, pour tout ¢t € R, la série de Fourier de f au point ¢ converge et on a :

+oo
10(f) + 5 D (an(F) cos(mt) + bu(f)sin(mwt)) = 5 lim (£t + ) + F(t — h).

Corollaire 13.9.— Théoreme de Dirichlet pour une fonction continue.
Soit f une fonction réelle, T-périodique, continue sur R et de de classe C' par morceaux sur R.
Alors, pour tout ¢t € R, la série de Fourier de f au point ¢ converge et on a :

+oo
ao(f) + Z (an(f) cos(nwt) + b, (f) sin(nwt)) = f(t).

DN | =
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Indications
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— Ex. 13.17
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Corrigé des exercices

__ Exercice 13.1

ZUM MACHEN

__ Exercice 13.2

ZUM MACHEN

__ Exercice 13.3

ZUM MACHEN

__ Exercice 13.4

ZUM MACHEN

__ Exercice 13.5

ZUM MACHEN

__ Exercice 13.6

ZUM MACHEN

__ Exercice 13.7

ZUM MACHEN

__ Exercice 13.8

ZUM MACHEN

__ Exercice 13.9

ZUM MACHEN

__ Exercice 13.10
ZUM MACHEN

__ Exercice 13.11
ZUM MACHEN

__ Exercice 13.12
ZUM MACHEN

__ Exercice 13.13
ZUM MACHEN

__ Exercice 13.14
ZUM MACHEN

__ Exercice 13.15
ZUM MACHEN

__ Exercice 13.16
ZUM MACHEN

__ Exercice 13.17
ZUM MACHEN
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Chapitre ].4

Functions of several real
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B Objectifs

m Les incontournables :

>

>

étudier les notions de base : dérivées partielles, applications de classe €, différentielle,
gradient, points critiques, dérivées partielles d’ordre 2;

savoir calculer les dérivées et les dérivées partielles dans des cas tres simples de compo-
sitions de fonctions € ;

savoir appliquer les notions de base a 1’étude de courbes du plan et de surfaces de
I’espace ;
chercher les extremums globaux sur un fermé borné d’une fonction numérique de classe
€1,

. . 2
savoir montrer qu'une fonction est de classe €2 sur R”;
énoncer le théoreme de Schwarz;

étre capable d’utiliser un changement de variables affine ou le passage en coordonnées
polaires pour étudier des exemples d’équations aux dérivées partielles du premier ordre;

étudier quelques exemples d’équations aux dérivées partielles du second ordre.

m Et plus si affinités ...

>

>
|
>

connaitre les propriétés du gradient;
étudier des courbes tracées sur une surface;
étudier les tangentes aux courbes régulieres de classe ¢! tracées sur une surface.

savoir faire des changements de variables un peu < exotiques > sur une équation aux
dérivées partielles;;
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Résumé de cours

R? est muni de sa norme euclidienne usuelle, notée ||.||. On note par ailleurs d(a, @) = ||@ — Z|.
On se limite en pratique au cas p < 3.

B Boules, parties bornées et convexes

Définition : Boules ouvertes et fermées —. d étant un élément de RP et r un réel positif, on
appelle boule fermée (respectivement boule ouverte) de centre @ et de rayon r, et on note By(a,r)
(respectivement B,(d,r)), lensemble des éléments & de E tels que d(Z,d) < r (respectivement
d(Z,ad) <r).

Remarque : L’ensemble By (d,r)\ Bo(d,r) = {f € E / d(Z,d) = r} est appelé la spheére de centre
a et de rayon r.

Exemple : Dans (R, |-|), Bo(@,r) =]d —r,d+r[et Be(d,r)=[@—r,a+r].

Définition : Partie bornée —. Une partie de RP est bornée si, et seulement si, elle est incluse
dans une boule de centre Ogs.

B Topologie de R?

Point intérieur—. Un élément T de R? est un point intérieur a la partie A si, et seulement s’il
existe une boule ouverte de centre 7 incluse dans A, c’est-a-dire :

Jr >0, B.(Zr)C A
On appelle intérieur de A (que l'on note dans cet ouvrage par commodité A) I’ensemble des
points intérieurs de A.

Définition : Partie ouverte —.
Une partie A de R? est un ouvert (ou une partie ouverte) de R? si, et seulement si,
VZe A, Ir >0 tel que B,(Z,r) C A.

Proposition 14.1.— Une boule ouverte de R? est un ouvert de R?.

Remarque : On démontre en exercice que la réunion d’une famille quelconque d’ouverts est un
ouvert et que l'intersection d’une famille finie d’ouverts est un ouvert. Ces deux propriétés pourront
vous étre utiles & condition de les justifier bien entendu car hors programme en TSI2 dans le cours!

Définition : Point adhérent —. Un élément & de E est adhérent a la partie A si, et seulement
si, toute boule ouverte de centre ¥ a au moins un point commun avec A, c¢’est-a-dire :

Vr>0, Bo(Z,r)NA#0Q.
On appelle adhérence de A (que l'on note dans cet ouvrage par commodité adh(A)) Uensemble
des points adhérents de A.

Définition : Partie fermée —. Une partie A de E est un fermé (ou une partie fermée) de RP
si, et seulement si, son complémentaire dans E est un ouvert de R”.

Proposition 14.2.— Une boule fermée et une sphere de R? sont des parties fermées de R?.
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Remarque : La réunion d’une famille finie de fermés est un fermé et Iintersection d’une famille
quelconque de fermés est un fermé. Encore une fois, ces deux propriétés utiles doivent etre prou-
vables par vos soins en exercice car elles ne sont pas citées dans le cours.

Proposition 14.3.— Partie fermée et points adhérents —. Une partie est fermée si, et seulement
si, elle contient tous ses points adhérents.

Définition : On appelle frontiére de A Uensemble adh(A)\ A. On le note souvent Fr (A) ou JA.

B Fonctions d’une partie de R” dans R

Proposition 14.4.— Limite en un point —. Soit f une application d’une partie A de R? & valeurs
dans R et @ un élément de RP adhérent a A.
Etant donné un élément b de R, on dit que f admet b comme limite en ad si :
Ve >0,36 >0tel que : V& € A, |£—d| < d = |f(Z)—b| < e).
Le réel b est alors unique et on le note b = 11_>HL f(Z) ou limg f.
xr a

Définition : Continuité, prolongement par continuité —. Lorsque @ appartient a A, si f admet
une limite b en d, alors b= f(@) et f est dite continue en a.

Si @ n’appartient pas a A et si f admet une limite b en d, alors on dit que f est prolongeable
par continuité en d.

Proposition 14.5.— Limite d’une combinaison linéaire —.
Soit f et g deux applications de A dans R admettant pour limites respectives b et ¢ au point
adhérent @ de A. Pour tout couple (o, 8) de K*, lim (af + B9) (Z) = ab+ Be.

r—a

Proposition 14.6.— Limite d’un produit —.
Soit f une application de A dans R admettant b pour limite au point adhérent @ de A et g une
application de A dans R ayant o pour limite en a@. Le produit g.f admet pour limite aeb en a.

Proposition 14.7.— Limite de I'inverse d’une fonction scalaire, d’'un quotient —.
Etant donné une fonction g de A dans R, de limite 5 en a, avec 8 # 0, alors :
» Jr>0,VYZ € By(a,r)N A, g(&) #0.

» En posant B’ = B,(d,r) N A, la fonction — f est définie sur B’; @ est un point adhérent de
g

1 1
B’ et —f admet pour limite Eb en d.
g

B Continuité des fonctions de R?P dans R

Définition : Fonction continue sur une partie A —. Une application définie sur une partie A de
R? est continue sur A si, et seulement si, elle est continue en tout point de A.
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Proposition 14.8.— Théoremes généraux —. Utiles pour montrer la continuité d’une fonction :

» Si f est une application continue sur une partie A de R? et B une partie de R? incluse dans
A, alors la restriction de f & B, f/p, est continue sur B.

» Si f est une application continue sur une partie A de R? et g une application continue sur
une partie B de R? contenant f(A), alors g o f est continue sur A.

» Si f et g sont deux applications continues sur une partie A de R?, si A et p sont deux scalaires
quelconques, alors Af + pug est continue sur A.

» Si f et g sont deux applications continues sur une partie A de R? & valeurs numériques, alors
f-g est continue sur A.

Proposition 14.9.— Une fonction continue sur une partie fermée et bornée de RP et & valeurs
dans R, est bornée et atteint ses bornes.

B Fonctions de classe ©*

Les fonctions considérées ici sont définies sur une partie ouverte U de R? et & valeurs dans R.

Soit (€1, ..., €p) la base canonique de R? et a = (a1, ..., ap) un point de la partie ouverte U de R?.
Comme U est un ouvert :

Ir >0 tel que B(a,r) C U.

Pour i € [1,p], YVt €] —r,r[, a+té; € U, puisque : |[(a +t &) — al| = [t] ||&]] = || < 7

On pose alors, pour ¢t €] — r, 7], @;(t) = f(a+t&).

Définition : Dérivées partielles d’ordre 1 en un point —. Si p;, fonction réelle de la variable
réelle t, est dérivable en 0, on dit que f admet une dérivée partielle d’ordre 1 en a par
rapport a la i®™ variable.

of

oz, (a).

Cette dérivée partielle est notée 0;f(a) ou

On a donc : 9;f(a) = ¢,(0) ou d;f(a) = }1_% f(a—I—lfeti) - f(a)'
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Plus précisément, dans le cas d’une fonction de deux variables :

t,
81f(a1, (12) = a—i(ah 0,2) — }1 (al + 0:23t f(al, (12)
. ai, a + t ai, a
32f(a1,a2):a—(a1,a2),}% flai, a i flai,a2)
Définition : Fonctions dérivées partielles —. Si une fonction réelle f définie sur un ouvert U de

R? admet une dérivée partielle a l’ordre 1 par rapport a la i*™ coordonnée en tout point de U, on
définit sur U la ™ fonction dérivée partielle a l’ordre 1 :
of U——R
: 0
B | = (1) o () = O (@)
8%—

Dans la pratique, pour obtenir la fonction dérivée partielle par rapport a I'une des variables, on
dérive f en considérant les autres variables comme des constantes.

Définition : Fonction de classe €' —. Une fonction définie sur un ouvert U de RP est de classe
€' sur U si, et seulement si, ses dérivées partielles d’ordre 1 existent et sont continues sur U.

Exemple : Les deux (ou trois) applications coordonnées 6; : (1, z2[, x3]) — z; sont de classe ¢!
sur R” = R? ou R?, avec :

1 siie i
V(i,7) € [1,p], 0;0; : (w1, x2],z3]) — i = { ’ S? Z J (symbole de Kronecker).
0,sii#£j
Proposition 14.10.— Opérations sur les fonctions de classe ¢! —. Si U est un ouvert de
R?” = R? ou R® et si f et g sont deux applications réelles de classe € sur U, alors :
9] 9]
» f+gestdeclasse ¢! sur U et, Vi € [1,p], M: / .
0x; Oox; Ox;
o) _ ,\ 9f

> VAER, \festdeclasse € sur U et, Vi € [1,p], 3 8
€Ty ZL'Z

d(fg) _ of g

t de cl ¢t U et,Vie[1,p], .
fg est de classe sur U et, Vi € [1,p] azZ_g o1,

\{

f ) of g
ol = _
(g _ (91'1 g f 8:01
Oz; 92 .
» Si ¢ est une fonction numérique de classe € sur un intervalle I tel que f(U) C I, alors po f

est €1 sur U et, Vi € [1,p], pof) =¢of x ﬁ
ox; O0z;

» Si g ne s’annule pas sur U, i est de classe € sur U et, Vi € [1,p],
g

m
Exemple : Les fonctions polynémes de deux (ou trois) variables (x1, 2|, z3]) — Z a;x} xy? [x5?]
k=1
sont des applications de classe €' sur RP. Si le dénominateur ne s’annule pas sur un ouvert U
de RP, les fonctions quotients de polynémes de deux (ou trois) variables sont des applications de
classe € sur U.

Théoreme-Définition 14.11.— Développement limité a I'ordre 1 —. Si f est une fonction de
classe €1 sur louvert U de R? et si a = (a1,a2) est un point quelconque de U, alors :

Vi = (v1,22) €U, f(Z) = f(a)ﬁL(ﬂCl*al)ﬁ(a)Jr(xz*az)

ﬁ(a)wLHffaH (&), avec lim e(Z) = 0.
(’)xl TI—a

8$2
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On dit que f admet en a un développement limité a ’ordre 1.

Proposition 14.12.— Une fonction de classe €' sur U est continue sur U.

B Regle de la chaine

Proposition 14.13.— Reégle de la chaine —. Soit f une application de classe €* sur une partie

ouverte U de R et z1, ..., 7, deux (ou trois) fonctions de classe ¢! sur un intervalle I telles :
Vtel, (z1(t), .., zp(t)) € U.

g 1t f(z1(t), ..., 2p(t)) est de classe € sur I et

of of
Viel, ¢(t) = =— 24 (¢ e+ =— 2 ().
€1, /(1) = 3 (1) + .+ 5 330
(les dérivées partielles étant évaluées en (21(t), ..., zp(t)).)

Interprétation géométrique. Si I' : I — R, ¢ +— (z1(¢), ...z, (t)) est un arc de classe €, alors le
vecteur ¢+ (27(t), ..., () est la dérivée le long de T'.

Corollaire 14.14.— Dérivées partielles de (u,v) — f(z(u,v),y(u,v)) —. Soit f une fonction
réelle de classe €1 sur un ouvert U de R? et z et y deux fonctions de classe €' sur un ouvert V'
de R? telles que : V (u,v) € V, (z(u,v),y(u,v)) € U.

g : (u,v) — f(z(u, v), y(u,v)) est une fonction réelle de classe € sur V, avec :

b0, _ 200r 00y
au Y T 8z ou Oy Ou
Y (u,v) €V, .
00, ) _ 0w 0foy
ov "’ 9z Ov Oy ov

(Les dérivées partielles de f sont évaluées en (z(u, v),y(u, v)), celles de z et y en (u,v).)

Exemple : le cas particulier des coordonnées polaires.

x: (r,0)— rcosfety : (r,0) — rsind sont des fonctions réelles de classe € sur R?: si f est
fonction réelle de classe €' sur R, alors g : (r,60) — f(r cosf,r sinf) est de classe €' sur R?,
avec : V (r,0) € R?,

%(r,@) = cosﬂ%(arcosﬁ,rsinﬁ)+sin9(2—£(rc089,rsin9)
a—‘Z(r,H) = —rsin@a—i(rcosﬁ,rsinm+rcos€a—y(rcosc9,rsin9)

B Gradient

Définition : Gradient de f en un point —. Soit f une application réelle de classe €' sur une
partie ouverte U de RP = R? ou R® et a un point de U, le gradient de f au point a est le
vecteur

of

viw= (g Zw].5awl])
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B Applications géométriques

Définition : Soit U une partie ouverte de R?, f une fonction réelle de classe €' sur U et X un
(z,y) €U
fl@y)=A

réel, le systéeme { définit une courbe plane de R® : la ligne de niveau \ de f.

Proposition 14.15.— Soit I la ligne de niveau 0 de f. Si f(xo,y0) = 0 et si V f(xo,y0) # (0,0),
alors le point Mo (zg,yo) est un point régulier de T'.

La tangente a I' en My(zo,y0) est la droite passant par My et de vecteur normal V f(z,yo),
c’est-a-dire la droite d’équation :

(@ = 20) 5 (20, 30) + (u = vo) 5 (201 30) = 0.

Corollaire 14.16.— En un point régulier My(zg,yo) de la ligne de niveau T'y de f, V f(zo, yo) est
orthogonal a I'y et orienté dans le sens des valeurs croissantes de f.

Définition : Soit U un ouvert de R® et f une fonction réelle de classe €' sur U, le systéme
{ (x,y,2) €U
f(:r7 y’ Z) = 0
Si f(xo,90,20) = 0 et si Vf(zo,y0,20) # (0,0,0), alors le point My(zo,yo,z20) est un point
régulier de cette surface.
Sio : t e (x(t),y(t),2(t)) est une application de classe €+ d’un intervalle I de R, & valeurs
dans U, telle que : ¥Vt € I, f(z(t),y(t),z(t)) =0, alors (I,¢) est une courbe tracée sur cette
surface.

définit une surface de R®.

Exemple : Courbes coordonnées d’une surface d’équation z = g(x,y) : ce sont les courbes planes
déterminées par l'intersection de cette surface avec I'un des plans d’équation x = xy ou y = yo ou
zZ = Z0.

Par exemple, pour z = 0, (R,t — (0,¢,9(0,t)) ) est une courbe coordonnée tracée sur cette surface.

Définition : Le plan tangent d la surface définie par f(x,y,z) = 0 en son point régulier Mo(xo, Yo, 20)
est le plan passant par My et de vecteur normal V f(xo,yo, 20), ¢’est-a-dire le plan d’équation :

0 0 0
(@ = 20) 5T (2o 20) + (4~ o) - (a0, 20) + (= = 20) g (o, oy ) = .

Remarque : La tangente en un point a une courbe réguliere tracée sur une surface réguliere est
incluse dans le plan tangent en ce point a cette surface.

B Dérivées partielles d’ordre 2

Définition : Dérivées partielles d’ordre 2 —. Soit f une fonction réelle de deux ou trois variables
définie sur un ouvert U de R? ou R?, si la i™e dérivée partielle & lordre 1 de f admet une dérivée
partielle a Uordre 1 par rapport a la jé™¢ coordonnée au point a de U, alors cette dérivée, notée
0% f
axjaxi

(a), est la dérivée partielle d’ordre 2 de f en a.

0% f
a$ja$i '

Si elle existe en tout a de U, on définit sur U la fonction dérivée partielle d’ordre 2 :
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Remarques : 1. L’ordre des variables au dénominateur est naturel si I’on veut bien se souvenir

w 000 (0f
e a$jal'i_a$j 8% '

1 - . X . . 0 (0f 0% f
2. Si 'on dérive deux fois par rapport a la méme variable, on note : =43
Ox; \ Ox; 0x;
Définition : Fonction de plusieurs variables de classe ¢> —. L’application f est de classe €*
sur U lorsqu’elle est de classe €' sur U et lorsque ses fonctions dérivées partielles sont de classe
€t surU.

Théoreme 14.17.— Théoreme d’Hermann Schwarz —.
Si f est une fonction de R? dans R, de classe €2 sur une partie ouverte U, alors, en tout point a
de U :

9% f (@) = 92 f
’ (91'1835] - 8%8:01

V(Zaj) € [[Lp]]Q a).

B Extremums d’une fonction de R? dans R

Extremum global, extremum local : soit f une fonction réelle définie sur une partie A de RP.
> f admet un maximum global (respectivement un minimum global) au point a de A si :
Vee A, f(x)< f(a)(respectivement f(x) > f(a)).

> La fonction f admet un mazimum local (respectivement un minimum local) au point a de
Usi:

Jr>0tel que:Vz € B(a,r)NU, f(z) < f(a) (respectivement f(x) > f(a)).
Le maximum (respectivement minimum) local ou global est le réel f(a).
> La fonction f admet un extremum local au point a de U si f admet un minimum local ou
un maximum local au point a. En 'absence de précision, lorsqu’on parlera d’extremum, il s’agira
d’extremum local.

Définition : Point critique —. Un point en lequel le gradient de f s’annule est un point critique
de f.

Théoréme 14.18.— Condition nécessaire d’existence d’un extremum local sur un ouvert —.
Si une fonction réelle de classe €' sur un ouvert U atteint un extremum local en un point a de U,
alors a est un point critique.

Remarque : Sur un ouvert, les points en lesquels une fonction de classe ¢ est susceptible d’at-
teindre une extremum seront & rechercher parmi ses points critiques sur cet ouvert.
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Méthodes

B Dérivées partielles d’ordre 1 et fonction de classe ¢! sur un ouvert U C RP

( Méthode 14.1.— Comment montrer qu’une application f définie sur un ouvert
U de R” = R? ou R? est de classe ¢! sur U
On utilisera en priorité les théorémes généraux (propositions 14.10 et 14.13). Pour les
rares points présentant une difficulté, on pourra faire une étude locale en revenant aux

0
définitions. En résumé, on montre Iexistence de 9f pour tout ¢ € [1,p] puis on montre
Z

K3
la continuité de chacune de ces fonctions en appliquant la méthode 77.

Exemples : 1. Montrer que f : (x,y) — arctan (E) est de classe €' sur R?\ {(0,y), y € R}.
x

(x,y) Y est ¢ sur R2 \ {(0,y), y € R} comme quotient de fonctions polynémes des deux
T

variables z et y, celui du dénominateur ne s’annulant pas. t — arctant est ' sur R, donc, par
composition, f est de classe €' sur R*\ {(0,y), y € R}.

V() e R\ y R}, Loy = =2 - Vo Py - N
Y YY) Y 78% Y _1+g_2_1.2+y2 ay ay—1+z_z $2+y2'
R — R

2. Montrer f : %, si (z,y) # (0,0) est €' sur R*\ {(0,0)}, que f admet

(z,y) — 77
0, si (z,y) = (0,0)

des dérivées partielles par rapport a x et par rapport a y en (0,0), mais n'est pas €* en (0,0).

f, quotient de fonctions polynémes des deux variables x et y dont le dénominateur ne s’annule pas,
f(0+t50) — (050)

t —
est €1 sur R?\ {(0,0)}. Puis : YVt # 0, =0, donc lim 1O+ ’? 0.0 _y.
—
f est dérivable par rapport a x en (0,0) et g(o, 0)=0.
x
3]

De méme, f est dérivable par rapport & y en (0,0) et 8_f(0’ 0) =0.

Y

Va#0, f(a,a) =1, dong, si elle existe, la limite de f en (0,0) ne peut étre égale & 0 = f(0,0) :
f n’est pas continue en (0,0), donc ne peut étre de classe ¢! en ce point (cf proposition 14.12).
Bien siir, il est aussi possible de calculer 1'une ou autre des dérivées partielles de f sur R*\ {(0,0)}
et de montrer qu’elle n’est pas continue en (0, 0).
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) Méthode 14.2.— Quand utiliser la régle de la chaine

» Danslecasdeg : t— f(x1(¢),...,2,(t)) : on vérifie préalablement que f est
€' sur un ouvert U de R? et que les fonctions d’une seule variable z1, zo, . .. , Tp
sont ¢! sur un intervalle I, avec, Vt € I, (z1(t), z2(t),...,2,(t)) € U.

P
0
g est alors de classe €' sur I et, Vt €I, ¢'(t) = xé(t)af (1(t), ..., zp(t)).
° €Lg

» Danslecasdeh : (u,v) — f(z(u,v),y(u,v)) : on vérifie que f est €' sur un
ouvert U de R? et que z et y sont deux fonctions de classe € sur un ouvert V de
R?, avec :

V (u,v) € V, (z(u,v),y(u,v)) € U, h est alors classe €' sur V et, avec la régle de

oh oh
la chaine, on obtient — en fixant v et — en fixant u.
Ju v

Exemples : 1. Si f est une fonction réelle de classe €1 sur un ouwvert U de R* contenant au moins
le cercle unité, montrer que la fonction ¢ : t — f(cost,sint) est de classe €' sur R et calculer sa
dérivée.

x 1t costety :t sintsont de classe ¢! sur R et, pour tout réel ¢, (cost,sint) appartient

au cercle unité, donc a 'ouvert U. f étant de classe €' sur un ouvert U, ¢ est €' sur R et la régle
de la chaine donne :

0 3}
VteR, ¢ (t) = —sint a—i(cost,sint) + cost a—z(cost,sint).

2. Soient f : (x,y) = 23+ vy, a : (u,v) — cos(uv) et b : (u,v) — u?v.
Montrer que g : (u,v) — f(a(u,v),b(u,v)) est de classe € sur R* et calculer ses dérivées
partielles.

Déja, f, a et b étant de classe €1 sur R?, ¢ est de classe €' sur R,
Calculer 8—g(u, v) revient & calculer la dérivée en u de g1 : t — f(a(t, v), b(t, U)), ol v est supposée
u

constante. Si ay : t+— a(t,v) et si by : t > b(t,v),

da ob
() = 9 (u,0) et B () = o0 (1, 0)

En utilisant la régle de la chaine, on peut retrouver la formule du cours (si, fait improbable, on
Pavait oubliée) :

0 0 0 0 0b

52 0,0) = g () = B (o 0), b, 0) G (,) + F (o), b, 0) 5 (,0)
Ici : V (u,v) € R?, %(u, v) = 3 cos?(uv) [—vsin(uv)] + 1.2uv = 2uv — 3v cos? (uv) sin(uv).
Et : a—z(u, v) = 3 cos?(uv) [—usin(uv)] + 1.u? = u? — 3u cos?(uv) sin(uv).
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B Gradient et applications

( Méthode 14.3.— Comment trouver une équation d’une tangente a une courbe
plane définie par f(z,y) = 0
Soit U un ouvert de R?, f doit étre une application de classe € sur U et soit T la courbe
définie par (z,y) € U et f(z,y) = 0.
Si (20, y0) est un couple de U tel que f(zo,yo) = 0 et si V f(xo,yo) # Ogz, alors Mo (2o, yo)
est un point régulier de T', V f(x0, yo) est un vecteur normal & T en My et une équation
cartésienne de la tangente a I' en M est :

(x — wo)% (z0,90) + (y — yo)af (z0,y0) = 0.

ay

Exemple : Equation de la tangente en My = (xo,y0) a T': x_2 + ZZ—Q =1.
a
R® — R
La fonction f : 5 5 est €1 sur U = R? et :
< Y
(x,y) +— 3 + =i 1

V(z0,90) € R\ {(0,0)}, V (0, y0) = (2(%, %) # Oge.

Tout point My = (xo,yo) de I' est régulier et ’équation cherchée est :

2xg 2yo 2zor  2yoy  2x%  2y3

ZTox | Yoy
(@=20) " T ly=20) 35 =00 =t T~ T~ T T L

=0

b2

( Méthode 14.4.— Comment déterminer I’équation cartésienne d’un plan tangent
a une surface
Soit U un ouvert de R®, f une application réelle de classe €1 sur U et S la surface de
R® définie par (x,y,z) € U et f(z,y,2) = 0.
Si (xo, Yo, z0) est un triplet de U tel que f(xo,yo,20) = 0 et si V f(xo, Yo, 20) # Ogs, alors
Mo (0, Yo, 20) est un point régulier de S.
Le plan tangent & .S en M est le plan passant par My et normal au vecteur V f(zo, yo, 20)-
Une équation cartésienne de ce plan est :

0 0 0
5L (oo, o) = 0) + G, 0, 0) 0 = o) + S (a0 20)(z = 20) = O,

Exemple : Déterminer les plans tangents a la surface S d’équation cartésienne x% +y° + 222 =1
z

et orthogonauz a la droite D : x = 3= "3

z
On remarque, tout d’abord, que le systeme z = % =-3 définit bien une droite vectorielle de R® :

c’est Pensemble des (z,y, z) qui sont colinéaires & (1,3, —2), donc Vect ((1, 3, 72)).
Un vecteur directeur de D est donc e + 3eq — 2es.
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Soit A(a,b,c) un point de S et 14 le plan tangent & S en A :

M(x,y,z) eIy & (Vf(A)ﬂm) =0

< 2a(x —a) 4+ 2b(y —b) +4e(z—¢) =0
Sar+by+2cz=1

IT4 est orthogonal & D si, et seulement si, (a, b, 2¢) et (1, 3, —2) sont colinéaires, donc si, et seulement

a=A
s’il existe A € R tel que : b=3\
2c = —2A

1
L’hypothese A € S impose a? 4 b? + 2¢? = 1, ce qui donne \? = L

Il existe deux plans tangents a S et orthogonaux a D. Ils ont pour équations cartésiennes :

Ax+ 3y — 2 z =1 avec A=+——.
Y 3

( Méthode 14.5.— Comment trouver les extremums globaux d’une fonction f
de classe ¢! sur une partie fermée bornée
Soit U une partie de R? fermée bornée et f : U € R*> — R de classe €' sur U.
» Une fonction réelle continue est bornée et atteint ses bornes sur un fermé borné :
on a ainsi I'existence des extremums globaux pour f de classe € sur U.
» On commence par chercher les extremums locaux sur 'intérieur de U, puis on
s’occupera des extremums sur sa frontiere.
» 1. Sur lintérieur de U, qui est un ouvert, on détermine les points critiques de f
en résolvant le systeme : V f(z,y) = (0,0).

2. Si (a,b) est 'un de ces points critiques, on calcule f(a+ h,b+ k) — f(a,b) et
on cherche & en déterminer le signe pour (h, k) voisin de (0,0).

3. Si f(a+h,b+k)— f(a,b) est de signe constant pour (h, k) dans une certain
disque de centre (0,0), alors f atteint en (a,b) un extremum qui vaut f(a,b) ;
sinon, f ne présente pas d’extremum en (a,b) et (pour briller dans les salons)
sachez que ce point est alors appelé un point selle ou un point col pour f.

» Il reste ensuite a étudier f sur la frontiere de U, ce qui se ramene souvent a

I’étude de plusieurs fonctions d’une seule variable sur différents intervalles.

Exemple : Soit f : (z,y) — 2% + y? — 2z — 4y.
Trouver les extremums globauz de f sur le rectangle [0,3] x [1,5] = U.
f est de classe €', donc continue, sur le fermé borné U : elle admet sur U un maximum global et

un minimum global. Chacun d’eux est atteint soit en un point critique de l'intérieur U de U, soit
en un point de la frontiere de U.

Recherche des extremums locaux sur U : Vf(z,y) = (0,0) & (22 — 2,2y — 4) = (0,0) :
(1,2) est le seul point critique de f sur U.
Pour tout (h, k) tel que (1+h,2+k) € U,
fA+h2+k) —f(1,2)=(1+h)2+2+k)2—-2(1+h) —42+k)—(=5) =h?+k% >0, donc f

atteint en (1,2) un minimum global sur U qui vaut —5.
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Il reste a trouver le maximum global qui est nécessairement sur la frontiere de U, puisqu’il n’y a
(e}

pas d’autre point critique dans U.

Recherche du maximum sur la frontiére de U :

> Sur le segment {(z,1), z € [0,3]}, f(z,1) = 2% — 22 — 3 et, sur [0,3], z +— 22 — 22 — 3 a 0 pour
maximum en 3.

> Sur le segment {(z,5), x € [0,3]}, f(x,5) = 2% — 22 + 5 et, sur [0,3], z +— 2% — 22 — 3 a 8 pour
maximum en 3.

> Sur le segment {(0,v), y € [1,5]}, f(0,y) = y*> —4y et, sur [1,5], y — y? — 4y a 5 pour maximum
en 5.

> Sur le segment {(3,y), y € [1,5]}, f(3,y) = y> — 4y + 3 et, sur [1,5], y — y*> — 4y a 8 pour
maximum en 5.

f atteint en (3,5) un maximum global sur U qui vaut 8.

B Fonctions de classe %2 sur un ouvert U de RP

( Méthode 14.6.— Comment montrer qu’une fonction n’est pas de classe ¢?

Il suffit d’utiliser la contraposée du théoreme de Schwarz.

xy(x? — y?
V) i ) # 0.0

Exemple : Soit f : (z,y) — . Montrer que f est deux fois

0, si (x,y) = (0,0)
dérivable par rapport & x et a y sur R* tout entier, mais n'est pas de classe €* sur R%.

Sur R*\ {(0,0)}, f est €2, comme quotient de fonctions polynémes, donc de fonctions €2 sur R?,
celle du dénominateur ne s’annulant pas sur R?\ {(0,0)}.

Comme |f(z,y)| < |zy|, il est clair que f(z,y) ﬁ) 0, donc f est continue en (0,0), et, par
z,y)—(0,0

suite, sur R?. Les dérivées partielles en (0,0) sont nulles, car t — f(¢,0) et t — f(0,t) sont toutes
les deux égales a la fonction nulle.

Soit y # 0, }%w = }%%yyj) = —y, donc : %(O,y) = —y.
Soit = # 0, %ﬂw :ti_%z(;;ij =z, donc : g—z(x,()) =ux.
- Te0-Foo
On a l'implication : V¢ # 0, ; :1:>W(0,0):1.
Et, de méme : Vt # 0 % O’t)i%(o’o) 1= P 00 =1
’ ’ ’ t Oydx "’ '

Conclusion : f est deux fois dérivable par rapport & x et & y en (0,0), donc sur R? tout entier,
mais d’apres le théoréme de Schwarz, f n’est pas de classe €2 en (0,0).
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B Equations aux dérivées partielles du premier et du second ordre

On ne traite ici que le cas des fonctions de deux variables.
» Il s’agit d’abord d’équations aux dérivées partielles du premier ordre du type :

(E) afz, y)%(% y) + Bz, y)g—i(% y) +y(z,y) f(z,y) = d(x,y),

ou «a, 3,7 et & sont continues sur U et f est la fonction inconnue. La plupart du temps, il faut
appliquer un changement de variables pour résoudre ce type d’équation (voir la méthode 14.8
générale). Au programme officiel de TSI2, il faut que vous soyez au top dans le cas de changement
par transformation affine, ¢’est-a-dire olt 'on pose u = ax+by, v = cx+dy (voir la méthode 14.9)
et dans le cas d’'un changement en coordonnées polaires (c’est la méthode 14.10). Maintenant,
vous pouvez vous préparer éventuellement a des changements < un peu plus costauds >, en étant
guidé et dans les meilleurs concours.

» Il s’agit aussi d’équations aux dérivées partielles du second ordre du type :

2 2 2

(B) a(z, y)@(w, y) + B(x,y) 920y (z,y) + (=, y)a—yg(x, y) +0(x,y) f(z,y) = e(z,9),

ou «, 3,7,0 et € sont continues sur U et f est la fonction inconnue. (Parfois dans (E), peuvent
apparaitre des termes du premier ordre en plus mais la méthode & utiliser ne changera pas ) On
applique alors généralement 1a aussi un changement de variables et les remarques plus haut sur
Pordre un restent valables. Les calculs sont juste plus long. Attention ici comme la solution f est de
classe €2 a priori, le théoréme de Schwarz est valable et les deux dérivées croisées se confondent.

Remarque : On peut trouver parfois trouver les solutions d’une équation aux dérivées partielles
directement sans changement de variables (quand c’est simple!).

2

0zxdy —gou

( Méthode 14.7.— Comment résoudre une équation du type (1) :

(2) : ﬁ =g ou (3): ﬁ = g, ol g est une fonction définie sur R?
a:rg_g '8y2_g) g

» Pour (1), on fixe par exemple z et on intégre par rapport & y.

0
On obtient 8_f = G(x,y) + A(x), ol G est obtenu en primitivant g par rapport & y et A
T
est une fonction de classe ¢! sur R. Il reste & primitiver z + G(x,y) + A(z) (donc par
rapport & ). On vous laisse terminer !
» Pour (2) et pour (3), il faut primitiver deux fois par rapport & une seule des variables.
Quand g est fonction de f, on a une équation différentielle classique (de variable = ou de

variable y). On la résout (les constantes dépendent de la variable non utilisée).

2

Exemple : Trouver les applications f de R? dans R, de classe C? telles que : Daon 0 sur R
x0y

Fixons y quelconque. La fonction ¥, : z — —f(x,y) a une dérivée premiere nulle et il existe «

dy
telle que : Vo € R, ¥y (z) = a(y). Comme y ?(O,y) est de classe €1, a € ¢}(R).
Y
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3}
Fixons z maintenant. L’intégration de 8_f donne : f(z,y) = A(y) + B(z), out A est une fonction
Y

de classe €2 sur R. De plus, B(x) = f(x,0) — A(0) et donc B est aussi de classe €2 sur R.
La réciproque est immédiate.

( Méthode 14.8.— Comment résoudre par changement de variables une équation

aux dérivées partielles (E) d’inconnue f définie sur U C R? et a valeurs dans R

On utilise un changement de variable défini par u = ¢1(z,y) et v = ¢a(x,y).

On suppose que f cherchée est de classe ¢! (cas premier ordre) ou de classe €2 (cas

second ordre, donc Schwarz est utilisable) et que ¢; et ¢ sont de classe €’ (cas premier

ordre) ou de classe € (cas second ordre) sur U.
[1] On détermine A = {(¢1(z,y), d2(z,y)), ou (z,y) € U}. On calcule les
dérivées partielles premieres (et aussi secondes si (F) est d’ordre 2) de f en
fonction de celles de la nouvelle inconnue g définie pour tout (x,y) € U par :
g(u,v) = g(d1(z,y), p2(x,y)). Pour cela, on applique la proposition 14.14. On
remplace dans (E) les dérivées partielles de f par leur expression en fonction de
celles de g. On obtient une nouvelle équation aux dérivées partielles (F). On
résout alors (F) sur A. On en déduit les fonctions f solutions de (F) sur U.

J Méthode 14.9.— Comment résoudre en utilisant un changement de variable

par transformation affine (F) : )\g(z,y) + ug(z,y) =6(z,y), ot (\, pu) € R?
€T Y

On note h : R? — R?, (z,y) — (az + by, cx + dy) et g telle que : goh = f.

On impose a h d’étre bijective. En effet, h € L(R?) et de matrice : Z

Comme son déterminant est ad — bc, on en déduit que h est bijective si, et seulement si,
ad — be # 0, ce que I'on suppose dans la suite. On peut donc écrire que : g = foh™! car
h~! est parfaitement définie. Il en est alors de méme de g.

On conclut : ad — be # 0 = g, V(z,y) € R?, f(x,y) = glax + by, cx + dy).
Remarquons ensuite que h et donc h~! sont de classe ¢! sur R2.

Posons u = ax + by et v = cx + dy. On a les formules :

of _ 0g0u _ 0g0v  (0f _ 3
dr  Oulx Ov Oz or  “Bu “ou
= .
af dg Ju 0g Ov af dg dg
hCAN " Badhad -l - - = d==
oy ou Oy * ov dy dy ou * ov
X . . . Og 9g
Il reste a terminer en choisissant a, b, c et d tels que 'on ait Ju 0 ou 0 0.
u v

0
Exemple : Résoudre (E): V (z,y) € R?, —f(x,y) +2="=(z,y) = .

of
ox
dg ~ 0g  Of dg  0g d

On remplace % par ap + oy et % par b% + d%. On obtient : (a+ 2b)% +(c+ 2d)a—i =0.

dy
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Il suffit de prendre (par exemple) a =1, b =0, ¢ = —2 et d = 1. On utilise donc le changement
de variables défini par (u = z,v = —2x 4 y). u et v sont exprimés en fonction de x et y par des
fonctions de classe €' sur R® et h : R* — R?, (x,y) — (2, —2x 4 y) est une bijection (application
linéaire de déterminant non nul).

99
eR? 2L =
) ou "
On en déduit que : V (u,v) € R*,  g(u,v) = % + A(v) oul A est une fonction de classe ¢! sur R.

f est solution de (E) si, et seulement si, V (u,v)

La solution générale de I’équation () est alors la fonction de classe €' sur R? :

2
VY (z,y) € R?, flz,y) = % + A(=2z 4 y)

0? 0? 0?
Remarque : On peut étendre a des équations du type : /\—f + p / v /
Ox? Oxdy Oy>

Exemple : Icic € R2fF fixé. D;’terminer f: R® = R de classe C? vérifiant léquation (E) dite des
0 10
cordes vibrantes : —f — ——f =0 a l'atde du changement u=x — cy, v = x + cy.
€ Y
On pose g(u,v) = f(z,y). Comme z = +(u+v) et y = 5 (v — u), la fonction h : (z,y) — (u,v) est
bijective et de classe 2. La composée g = f oh™! est bijective et est de classe €2.
On a rapidement :

ﬁ*@wL@etg* cag cag
dr Ou Ov Oy ou Ov’

On applique encore le méme théoreme du cours et le théoreme de Schwarz pour aboutir :

PI_ O (M) (%0, 00) 00D (0, 00) Py, 0, 0

822 Ox \ 0z ) 0rdu 8u+8v Ox Ov \Ou  Ov :w—i_Qauav o2’

82]"7 0 (0f\ Oud dg dg ov 0 dg dg\ 5 0%g , 0% ,0%g
o =55 () = 33w (o0 *50) * oy s (ot o0) = ot~ T ot

Il reste a remplacer et on obtient :

o%f 1 0%f 0%g 0%g
L _ 4 = =
0x2 2 0y? 0= Oudv 0= Oudv

0.

On montre (voir 'exemple qui suit la méthode 14.7), qu'il existe alors deux fonctions A et B de
classe € sur R telles que g(u,v) = A(u) + B(v).
Finalement : ¥(z,y) € R?, f(z,y) = A(z + cy) + Bz — cy).
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' Méthode 14.10.— Comment résoudre une équation aux dérivées partielles (E)
en utilisant le changement de variables en coordonnées polaires
On suppose (E) d’inconnue f : (z,y) — f(z,y) définie sur U C R?
[1] On pose donc x = rcosf, y = rsinf. On commence par trouver le domaine A,
ou évolue (r,0) quand (x,y) parcourt U. On pose alors g(r,0) = f(z,y).
Attention au point O qui ne possede pas de coordonnées polaires. On sup-
posera généralement r > 0 dans les calculs et on étendra le résultat en

(0,0) par continuité. Dans le cas ou (E) posseéde le groupement fyg +
x
of of af . N oy
r—— ou r—=— + y—=—, on peut directement remplacer la premiere quantité par
oy Ox ox
% ou la seconde par r?, ce qui permet d’aller plus vite. D’ailleurs la
r
présence de tels groupements justifie de passer en coordonnées polaires ! Sinon
0 0 0
g—i(r, 0) = cosf a—i((;cos@,rsin@) +siné a—g(rcose,rsine)
a—‘g(r, ) = —rsinf a—i(rcos@,rsin@) + rcosf a—y(rcosﬁ,rsinﬁ)
of _ 9g 1. 9g
%(ac,y) = cosf E(r,@) - sin 0 %(r, 0)
donne par inversion (r > 0) :
1
g—z(z,y) = sind %(T, 0) + . cosd %(T, 0)

Puis on remplace dans F. Il reste a trouver g et a remplacer r et 6 par = et y.
Pour 7, on utilise r = /22 + 32 en restreignant r > 0. Pour 6, cela dépend de

T
Iintervalle retenu. Par exemple, 8 = arctan 2 en restreignant 6 €] — 5 5[ ou
x
alors 6 = 2 arctan ———2——— en restreignant 0 €] — 7, 7l.
T+ /22 4 y?

Exemple : Posons U = {(z,y) € R*,2 >0} = R}, xR.
En usant d’un changement en coordonnées polaires, résoudre :

()5 ¥ (09) €U~y 5L @) + 25 00) = VTR

x et y sont donc exprimés en fonction de r et # par des fonctions de classe €' sur la partie
ouverte V' =]0, +oo[x] — Z, 5[ et 'application ¢ définie sur V' =]0,4+-00[x] — , Z[ par I'égalité
o(r,0) = (rcosf,rsinf) est une bijection de V' dans U. On définit g en posant : g = f o .

On va exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f en utilisant la méthode 14.10.

La fonction f est solution de I’équation (F) si, et seulement si,

V(r,0) €V, ﬂ"Sin@%(rcosﬁ,rsiHQ)+rcos€2—£(rcos@,rsin9):r = %(T,H):r.

On en déduit : V(r,0) € V, g(r,0) = 70 + A(r), ot A est une fonction de classe € sur R,
La solution générale de I’équation (F) est alors :

Y (z,y) € U, f(z,y) = V&% + y? arctan (%) +A (\/xQ +y2) .
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Corrigé des exercices

__ Exercice 14.1
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.2
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.3
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.4
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.5
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.6
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.7
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.8
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.9
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.10
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.11
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.12
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.13
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.14
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.15
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.16
ZUM MACHEN

__ Exercice 14.17
ZUM MACHEN
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Chapitre ].5

Probability of countable
universes

261



B Objectifs

m Les incontournables
» Savoir reconnaitre un ensemble dénombrable;

» étendre les compétences acquises en 1TSI sur les espaces probabilisés finis aux espaces
probabilisés dénombrables :

> le conditionnement et ses grandes formules : probabilités composées, probabilités
totales, formule de Bayes;

> indépendance de deux événements, indépendance mutuelle d’une famille finie d’événements.

m  Et plus si affinités ...

» Etendre la formule des probabilités totales a une suite d’événements deux a deux in-
compatibles dont la somme des probabilités vaut 1;

» ¢étre capable de produire un exemple ou l'indépendance deux a deux n’entraine pas
I’indépendance mutuelle.
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Résumé de cours

B Ensembles dénombrables

Définition : Un ensemble A est fini si et seulement s’il existe un entier naturel N tel qu’il existe
une bijection de A dans [1, N]. Dans ce cas, N est le cardinal de A : Card A= N.

Un ensemble A est dénombrable si et seulement s’il existe une bijection de A dans N. Son cardinal
est alors infini : Card A = +o00.

Un ensemble sera au plus dénombrable si et seulement s’il est fini ou dénombrable.

Remarque : Un ensemble est dénombrable si et seulement s’il peut s’écrire en extension sous la
forme {xn, n € N}, autrement dit si 'on peut numéroter tous ses éléments a ’aide d’entiers
naturels.

1. Un ensemble fini peut s’écrire en extension {xn, n € [1, N]]}

2. Si A est dénombrable et si ¢ est une bijection de A dans N, alors chaque élément a de A peut
se noter x,,, avec n = p(a).

Proposition 15.1.— N et Z sont des ensembles dénombrables.

B Espace probabilisé

Définition : Une expérience aléatoire est une expérience dont on peut prédire avec certitude le
résultat. L’étude d’une expérience aléatoire commence par la description des résultats possibles,
appelés éventualités. L’ensemble des éventualités est appelé univers des possibles ou, plus simple-
ment, univers. On le note généralement €.

Jusqu’a présent, on se limitait & un univers de cardinal fini. Désormais, il est dénombrable (donc
peut étre infini).

Exemple : Par exemple, on jette une piece et on s’intéresse au rang de la premiere appartition de
< pile ». Ici 2 = N*.

Rappelons que () désigne I’ensemble des parties d’un ensemble (.

Définition : Un événement A est un ensemble d’éventualités. Il s’agit donc d’une partie de ).
A la suite d’une expérience aléatoire, on dit que I'événement A est réalisé si et seulement si
l’éventualité w résultant de cette expérience est élément de A.

Vocabulaire : L'événement A = Q\ A est l’événement contraire de 1'événement A, ) est
I’événement certain, () est I’événement impossible.

Lien avec les opérations ensemblistes
e L’événement (A ou B), appelé disjonction de A et B, est modélisé par AU B.
e L’événement (A et B), appelé conjonction de A et B, est modélisé par AN B.

e Le fait que la réalisation de 1’événement A entraine celle de B (A = B) se traduit par A C B.
+oo

° U A, est ’événement qui se réalise si au moins un des A,, se réalise.

n=0
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—+o0
o ﬂ A, est ’événement qui se réalise si tous les A,, se réalisent simultanément.
n=0
Evénements incompatibles, systeme complet d’événements
e Deux événements sont incompatibles lorsque leur intersection est 1’événement impossible.
e Une famille finie ou dénombrable (4;);c; d’événements forme un systéme complet d’événements
si les A; sont deux a deux incompatibles et recouvrent €2 :

ﬂ A; = Q et pour tout couple (i,5) € J2, avec i # j, A; N A; = 0.
iceJ

On a les lois de Morgan pour tout n € N*, U A = ﬂ A, et ﬂ A= U A,
i=1

i=1 i=1 i=1

—+oo +oo —+oo —+o0
De méme, on a : U B, = ﬂ B, et que : ﬂ B, = U B,,. La preuve est dans ’exercice 01.
n=0 n=0 n=0 n=0

Mise en ceuvre : exercice 01 et exercice 02.

Définition : On appelle probabilité sur  toute application P de () dans [0,1] vérifiant :
» P(Q)=1;
» (0-additivité) Pour toute suite (Ap)nen d’événements deux o deuz incompatibles de o,
+oo +oo
P (U An> = ZP(AH).
n=0 n=0

Le couple (Q, P) est alors un espace probabilisé.

Remarques : 1. Si la suite d’événements deux & deux incompatibles (Ag, A1, ..., A,) est finie, la
propriété est encore vraie.
Il suffit de considérer cette suite comme infinie, en posant : Vj >n, A; = 0.

2. Une fagon de construire une probabilité sur (€2, 2(£2)) sera de considérer une suite (pn)nen de
nombres positifs telle que la série > p,, soit convergente et de somme 1.
Si Q = {z,, n € N} alors on posera alors :

VneN, P{x,}) = pn.

On définit ensuite la probabilité d’un événement A par : P(A) = Z P({x}), la somme considérée

z€EA
pouvant étre la somme d’une série.

Proposition 15.2.— Propriétés principales des probabilités—.

1. Si Ae 2(Q), P(A) =1— P(A).
2. Monotonie : Si A C B : P(A) < P(B).
3. Si (4,B) € (2(Q))?, alors : P(A)+ P(B) = P(AUB) + P(AN B).

En conséquence, P(0) = 0.

Mise en ceuvre : exercice 03 a exercice 05.
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B Conditionnement et indépendance

Soit (Q, P) un espace probabilisé.

Proposition 15.3.— Si B est un événement tel que P(B) > 0, alors 'application Pg définie sur
P(Q) par Pégalité :

VA€ P(Q), Pg(A) = %

est une probabilité sur ).

Définition : Si A et B sont deux événements tels que P(B) > 0, la probabilité conditionnelle
de A sachant B est : P(AN B)
N
Pp(A) = ———.

Notation : on note aussi couramment cette probabilité P(A|B).

Proposition 15.4.— Formules des probabilités composées —.
> V(4,B) € (2())",

si P(B) > 0, P(AN B) = P(B)Pg(A) et si P(A) > 0, P(AN B) = P(A)PA(B).

» Si, pour n > 2, (Ay, As, ..., A,) est une famille d’événements de I'univers Q telle que P'on ait :

n—1
P (ﬂ Ai> # &, alors :
i=1

P <ﬁ Az) = P(Al)PAl (A2)PA10A2 (A3) s Pﬂ;";ll A; (An) .

Remarques : 1. La probabilité de réalisation simultanée de deux événements est le produit de la
probabilité de réalisation de I'un d’entre eux par la probabilité de réalisation de 1'autre sachant
que le premier est réalisé.

2. Lorsque A, est le dernier événement d’une suite décroissante A, C A,_1 C --- C Az C Ay, la
formule précédente donne un moyen souvent efficace pour calculer P(A,,) :

P(An) = P(A1)Pa, (A2)Pa, (A3) -+ Pa,_, (An).

Définition : Un systéme complet dénombrable d’événements est une famille (A, )nen
d’événements deuz a deuz incompatibles et dont Uunion est égale a Q) (c’est-a-dire qu’il y a toujours
exactement 'un des A, qui se réalise).

Proposition 15.5.— Formules des probabilités totales —. Si (A, ),en est un systéme complet
dénombrable d’événements de I'univers (2, alors :

+oo +oo
pour tout événement B de 2(Q), P(B) =Y  P(BNAn) =Y Pa,(B)P(Ay),
n=0 n=0

avec la convention P4, (B)Pa, (B) = 0 lorsque P(A4,) = 0.
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Remarques : 1. Ce résultat est valable pour un systéme complet fini d’événements et un cas
fréquent d’application de ce théoréme est celui ou le systéme complet d’événements est (4, A).
2. La formule reste valable dans le cas d’une suite (A, )nen d’événements deux & deux incompatibles

+oo
tels que Z P(A,) =1.
n=0
Proposition 15.6.— Formules de Bayes (ou probabilité des causes) —.

» Si A et B sont deux événements de probabilités non nulles, alors :

P(A)Pa(B)

» Si(A,)nen est un systeme complet dénombrable d’événements de probabilités non nulles et
si B est un événement de probabilité non nulle, alors :

P(Aj)Pa,;(B)

+oo ’
S P(A,)Pa, (B)
n=0

VJ €N, PB(AJ) =

Définition : Deuz événements A et B sont indépendants lorsque : P(AN B) = P(A) P(B).
P(ANB)
P(B)
signifie que la réalisation de B n’influe pas sur la probabilité de réalisation de A. Réciproquement,

si P(B) > 0 et si Pg(A) = P(A), alors P(AN B) = P(A) P(B) et A et B sont indépendants.

2. Ne pas confondre indépendance et incompatibilité : deux événements incompatibles sont en fait
généralement dépendants, puisque la réalisation de I'un interdit la réalisation de 'autre.

3. On montre facilement (faites-le!) que A et B sont indépendants si et seulement si A et B ou A
et B ou A et B sont indépendants.

Remarques : 1. Dans ce cas, si, par exemple, P(B) > 0, alors Pg(A) = = P(A), ce qui

Définition : Les événements d’une famille finie (A;)1<i<n Sont :
» deux a deux indépendants lorsque : V (i, ) € [1,n]?, (z #j = P(A;NA;) = P(4) P(Aj)) ;
» mutuellement indépendants lorsque, pour toute partie J non vide de [1,n] :
P (ﬂ AZ-) = [ P4).
i€J ieJ
Remarque : Des événements mutuellement indépendants sont deux a deux indépendants, mais la
réciproque est fausse lorsque leur nombre est supérieur ou égal a 3.

Mise en ceuvre : exercice 06 a exercice 11.
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Méthodes

B Espaces probabilisés

Méthode 15.1.— Comment implanter une probabilité sur un univers
dénombrable
Soit = {xy, n € N} un ensemble infini dénombrable.
Pour construire une probabilité sur (€2, 2(12)), on admet qu’il suffit :
» de rechercher une suite (p,,)nen de nombres positifs telle que la série :

> pn

soit convergente et de somme 1 ;
» de poser alors :
VneN, P{zn}) =pn
et

VAe 2(Q), P(A)=>_ P({xz}).

z€A

Exemple : On pose :

1

Vn €N, P(n) = TESE

Montrer que l'on définit ainsi une probabilité sur (N, Z(N)) et calculer la probabilité de I’événement :

B={neN,n>10}.

Il s’agit de vérifier :
+oo
> P(n)=1.
n=0

1 1
Ici, la série géométrique de premier terme 3 et de raison 3 est convergente et a pour somme

1

—2 _ _ 1. P définit bien une probabilité sur (N, Z(N)) :

1
1-Z=
2
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B Conditionnement et indépendance

(d Méthode 15.2.— Comment utiliser la formule de la probabilité conditionnelle
et la formule des probabilités composées
» Il faut d’abord étre capable de faire la différence entre une probabilité condi-
tionnée par un événement et la probabilité d’une intersection d’événements, d’ou
une analyse fine de ’énoncé.
» Ensuite, on met en ceuvre 'une des formules équivalentes :
P(ANB)
P(B)
» On peut étre amené a utiliser la formule généralisée des probabilités composées :

n—1 n
si P <ﬂ Ai> + &, alors P <ﬂ Ai> = P(A1)Pa,(A2)Pa,na,(As) ... Po_y (Ay).
=1 .

i=1

si P(B) > 0, Pg(A) = & P(AN B) = P(B)Pg(A).

Exemple : Un rat se trouve dans un labyrinthe face a quatre portes dont une seule conduit a la
sortie. Chaque fois qu’il choisit une mauvaise porte, le rat recoit une légére décharge électrique
et revient a son point de départ. On s’intéresse au nombre d’essais utilisés pour trouver la bonne
porte. On envisage successivement trois hypotheses.

a. Le rat a une mémoire parfaite. A chaque nouvel essai, il évite toutes les mauvaises portes choisies
précédemment et choisit au hasard parmi les restantes.

b. Le rat a une mémoire immédiate. A chaque nouvel essai, il évite la mauvaise porte de l’essai
précédent et choisit au hasard parmi les trois autres.

c. Le rat n’a pas de mémoire. Il choisit a chaque essai de fagon équiprobable ['une des portes.
Pour chacune de ces hypotheses, définir l'univers et calculer la probabilité de chaque événement
élémentaire.

Dans le chapitre suivant, la rédaction de la solution d’un tel exercice sera simplifiée par 1'usage du

vocabulaire des variables aléatoires.

Pour l'instant, si on note Ay ’événement : <« au k-iéme essai, le rat trouve la bonne porte >,

I'événement B, : < le rat utilise n essais pour trouver la bonne porte > s’écrit :

B,=A1NAnN---NA,_1NA,.
Avec une mémoire parfaite : 'univers est {1,2,3,4}.
1 — 31 1

P(B;) = 1 P(B;) = P (4) P (A2) = 13- 1 il faut ensuite utiliser la formule généralisée
_ — 321 1 1

des probabilités composées : P(Bs) = P (A1) Py (Az) Pra; (4s) = 133°-21° P(B,) = T

Avec une mémoire immédiate : I'univers est alors N*. Avec les mémes notations que ci-dessus :

— _ - 3/2\"%1
P(B,) = P (@) Py, (&) ... Py () P (Au) = (§> .
Sans mémoire : 'univers est encore N*. L’absence de mémoire du rat vaut hypothese d’indépendance

mutuelle des différents événements, d’ou :

P(B,) = P (@) P (&) ... P (A, 2) P(A,) = (%)”‘1

1
4 4
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( Méthode 15.3.— Comment utiliser la formule des probabilités totales
Pour calculer la probabilité d'un événement B avec la formule des probabilités totales, il
faut :

» Mettre en évidence un systéme (Ap)pen complet d’événements, fini ou
dénombrable, de 'univers ; on le reconnait par le fait que ces événements sont
exclusifs et que tout événement élémentaire est réalisé pour un seul des A, ;

» Disposer ensuite des probabilités de B conditionnées par les A,, : P4, (B), et des
probabilités des A, ;

» Enfin, mettre en ceuvre la formule : P(B) = Z P(BNA,) = Z Py, (B)P(Ay) ;

n= n=
» Une occasion fréquente d’utilisation de cette formule se trouve dans la formule
de Bayes.

Exemple : On choisit un nombre N au hasard entre 1 et 4, puis un nombre k au hasard entre 1
et N. Quelle est la probabilité de B; : < le dernier nombre obtenu est j », j€{1,2,3,4}7

L’univers est Pensemble Q = {(N,k), 1 <k < N < 4}.
Notons Ay l’événement : < le premier nombre obtenu est N >, (A1, As, Az, Ay) forme un systeéme
complet d’ événements de 'univers.

1 1 1 1 1 1 1 25
P(By) E Piy(B)P(AN) =1X =4+ =X~ 4+ =X -4 -x==—
- A (BOPUAN) =X gt g X g F g X g v 117 =g
11 1 1 1 1 1 13
§ Pay(B)P(AN) =0X =4+ = X = o X =4 - x = = —
An (B2) P(AN) = O><4+2><4+3 1T IXIT R

Z 1 LR U S B

1 1 1 3

> Enﬁn, P(B4) = PA4(B4) (A4) = Z X Z — E —
Comment retrouver ce dernier résultat autrement ?

48"

( Méthode 15.4.— Quand et comment utiliser la formule de Bayes
Il s’agit de calculer Pg(A) & partir d’'un énoncé donnant les moyens d’accéder & P(A),
P4(B) et P(B).

Py(B)P(A
» On utilise alors la formule : Pg(A) = % ;
» Si A=A est I'un des événements d'un systéme complet d’événements (A, )nen,
P(A;)Pa,(B)

on met en ceuvre la formule : Pg(A4;) =

> P(A,)Pa, (B)
n=0

Exemple : Un test sanguin a une probabilité de 0,95 de détecter un certain virus lorsque celui ci
est effectivement présent. Il donne néanmoins un faux résultat positif pour 1% des personnes non
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infectées. Si 0,5% de la population est porteuse du virus, quelle est la probabilité qu’une personne
ait le virus sachant qu’elle a un test positif ?

Notons V : < la personne testée a le virus » et T : < la personne testée a un test positif >.
On cherche Pr (V). Or on sait que : P(V') = 0,005, Py (T) = 0,95, P-(T) = 0,01.

Pr(V) = P(TOV) Py (T)P(V)
r ~ P(T)  Py(T)P(V)+ P(T)P(V)
0,95 x 0,005 0,523

~ 0,95 x 0,005+ 0,01 x 0,995

Le test n’est pas fiable : si la personne présente un test positif, la probabilité qu’elle ne soit pas
porteuse du virus est deux fois plus élevée que celle qu’elle le soit !

(  Méthode 15.5.— Quand et comment utiliser ou mettre en évidence
I'indépendance de deux événements
Deux événements A et B sont indépendants si :
» P(ANB)=P(A)P(B);
» Avec P(B) >0, Pg(A) = P(A) ; avec P(A) >0, P4(B) = P(B) ;
» Sil’énoncé le suggere et on a alors droit aux formules précédentes.

Exemple : Montrer qu’un événement presque impossible (de probabilité 0) est indépendant de tout
autre événement.

Soit A un événement presque impossible et B un événement quelconque, par la croissance d’une

probabilité : puisque ANB C A, P(ANB) < P(A), donc P(ANB) =0et P(ANB) = P(A)P(B).

Un événement presque impossible est indépendant de tout autre événement.

Remarque : l'indépendance de deux événements n’est pas intrinseque a ces événements, mais
dépend de la probabilité choisie, comme le montre ’exemple suivant :
On lance deux fois une piece. A est I’événement < obtenir pile au premier lancer >et B est

lévénement < obtenir deux fois le méme résultat. > Lunivers est Q = {PP, PF, FP,FF}.

1 1 1
> Si la piece est non faussée : P(A) = 3 P(B) = 3 et PLANB) = 1= P(A)P(B). Aet B

sont indépendants pour la probabilité uniforme.

3
> Si la piéce est faussée de sorte que la probabilité d’obtenir pile & un lancer soit £

P(A) = g P(B) = (%)2 4 (2)2 - g et P(ANB) = (2)2 _ 2_95 £ P(A)P(B).

Donc A et B ne sont pas indépendants pour cette probabilité.
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U  Méthode 15.6.— Quand et comment utiliser ou mettre en évidence
I'indépendance mutuelle d’une famille d’événements
Les événements de la famille finie (A4;)1<i<p sont mutuellement indépendants si :

» Pour toute partie J non vide de [1,n] : P <ﬂ Al-) = HP(Al-) ;
i€J i€J

» Sil’énoncé consideére une suite d’épreuves indépendantes, alors toute suite (4;)i>1
telle que la réalisation de chaque A; est déterminée uniquement par le résultat de
la i-éme épreuve est une suite indépendante d’événements.

Exemple : On suppose que les événements A1, ..., As sont mutuellement indépendants.
Donner une expression plus simple des probabilités :

Pa, (A1), Payna,(As), Pay (A1 N As), Payna,nas (A1 N Ag).

> A; et Az sont indépendants (I'indépendance mutuelle entraine l'indépendance deux a deux)
Et donc : PAJ(Al) = P(Al)
En utilisant ’associativité de l'intersection :

> Pay(Ar 1 Ag) = 2142 ;(ﬁ;)“ 42) _ P (AQ)]]ZEZ‘;;P ) _ p(ay)p(ay).
5
[TP4)
B P (A 0 Ag) = P(A3NAyNAsN AT NAy) i — P(A)P(As).

P(AsNAysNAs) ~ P(A3)P(A4)P(As)
On pourrait établir des formules plus générales, laissées au lecteur, comme 'on dit !
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Corrigé des exercices

__ Exercice 15.1

ZUM MACHEN
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Chapitre ]. 6

Discrete Random Variables
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B Objectifs

m Les incontournables

>

v vyvyy

>

consolider les connaissances sur les variables aléatoires finies et explorer la notion de
variable aléatoire & image dénombrable ;

étendre aux variables aléatoires discretes les concepts d’espérance et de variance;
connaitre I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev;
étudier les couples de variables aléatoires discretes, en particulier indépendantes ;

appliquer ces nouveaux concepts aux lois discretes usuelles : loi géométrique et loi de
Poisson ;

étudier 'approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson.

m  Et plus si affinités ...

|
>

avoir quelques idées sur les suites de variables aléatoires mutuellement indépendantes ;

utiliser les inégalités sur les couples de variables aléatoires : encadrement du coefficient
de corrélation linéaire ou inégalité de Cauchy-Schwarz;
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Résumé de cours

B Variable aléatoire discrete et loi de probabilité associée

Définition : Une variable aléatoire discréte X est une application définie sur Q (univers fini
ou dénombrable) et a valeurs réelles. On peut préciser que son image X () est finie ou dénombrable
(au plus dénombrable).

Notations :
e Six e X(Q), I'image réciproque par X de x est X 1(z) = {w € Q| X(w) = x}. On la note
abusivement {X = z} ou (X = z).
e Si U est une partie de X (2), 'image réciproque de U par X est
XHU)={weQX(w)eU} = | (X =2).
zeU
On la note {X € U} ou (X € U).
e Size X(Q), P(X =z) est la probabilité de (X € {x}) = {w € Q/X(w) =x}.
e SiU est une partie de X(Q2),on: P(X € U) Z P(X (cette somme étant éventuellement

zeU
celle d’une série). Il suffit donc de connaitre tous les P(X = ) pour 2 € X () pour pouvoir calculer,

au moins de fagon théorique, la probabilité de (X € U), pour n’importe quelle partie U de X ().
D’ou la définition suivante :

Définition : Soit X une variable aléatoire discréte telle que X(Q) = {xn}ner, ot I C N.
La lot de probabilité de X est la suite (pn) ot, pour tout n € I, p, = P(X = x,,).

nel’
Remarque : Alors : Vnel, p, = P(X €[0,1] et ansz =1.
nel nel
Proposition 16.1.— Si une variable aléatoire discréte X prend ses valeurs dans {z, ; n € I}, les

2, étant distincts, et si (p,)ner est une suite de réels positifs vérifiant an = 1, alors il existe

nel
une probabilité P sur (2, #7) telle que, pour tout n € I, P(X = x,) = pp.

Définition : La fonction de répartition Fx d’une variable aléatoire discréte réelle X sur
(Q, o) est la fonction définie sur R par :

Ve eR, Fx(z) = P(X < z).

Proposition 16.2.— La fonction de répartition F'x d’une variable aléatoire discrete réelle X est
une fonction positive, croissante, de limites 0 en —oco et 1 en 4oc0.

Définition : Soit ¢ une application réelle définie sur un intervalle I contenant X (), alors po X =
d(X) est une variable aléatoire réelle sur 2, appelée image de X par ¢.
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B Espérance d’une variable aléatoire discrete

Définition : La variable aléatoire réelle discréte X a wvaleurs dans un ensemble dénombrable
{xn;n > 0} est dite d’espérance finie si la série an P(X = x,) est absolument convergente ;
si tel est le cas, on appelle espérance de X le réel

+oo
B(X) =Yz, P(X = my,).
n=0

Remarques : 1. Si X(Q) est fini, espérance de X est toujours définie.

Si X(Q) = {xn;n > 0} est dénombrable, mais contenu dans R* ou dans R™, ’absolue convergence
équivaut a la convergence, donc la vérification se fait en méme temps que le calcul de ’espérance.
Le cas critique est celui de X (2) dénombrable avec une infinité de valeurs positives et une infinité
de valeurs négatives.

2. L’espérance peut toujours étre considérée comme une moyenne pondérée, étendue a une famille

éventuellement dénombrable de valeurs.
+oo

3. On admet que la somme Z xn, P(X = x,) ne dépend pas de l'ordre d’énumération.
n=0

4. Un variable aléatoire discrete bornée est d’espérance finie.

5. La variable aléatoire X est centrée si elle est d’espérance finie avec E(X) = 0.

Proposition 16.3.— Théoréeme du transfert —. Si X est une variable aléatoire et f une appli-

cation & valeurs réelles définie sur 'image X () = {x,,n € N} de X, alors f(X) est d’espérance

finie si et seulement si la série Z P(X = z,)f(x,) converge absolument. Dans ce cas, on a :
n>0

+oo
n=0

Proposition 16.4.— Linéarité, positivité et croissance —. Soient X et Y deux variables aléatoires|
réelles discretes.

eVAER, EANX+Y)=MNE(X)+ E(Y) : I'espérance est linéaire.

e Si X > 0, c’est-a-dire si X ne prend que des valeurs positives, on a : E(X) > 0.

Conséquence : si X est une variable aléatoire discrete d’espérance finie, la variable aléatoire
X — E(X) est centrée.

B Variance, écart-type d’une variable aléatoire discrete réelle

Théoréme-Définition 16.5.— Formule de Huyghens-Koenig —. Si la variable aléatoire X2 est
d’espérance finie, alors X est elle-méme d’espérance finie.
Si X? est d’espérance finie, on appelle variance de X le réel

V(X) = B((X - E(X))*) = B(X?) — (E(X))*.

L’écart-type de X est le réel noté o(X) défini par : o(X) = /V(X).

Remarque : La variance est donc indifféremment « la moyenne des carrés des écarts a la moyenne >
ou < la moyenne des carrés moins le carré de la moyenne >.
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Proposition 16.6.—

[V (a,b) € R, V(aX +b) = 2V(X).

Remarque : Une variable aléatoire admettant une variance est centrée réduite lorsque E(X) =0

X - FEX
et V(X) = 1. Par exemple, si V(X) # 0, X-EBX)
o

est centrée réduite.
(X)

Corollaire 16.7.— Inégalité de Bienaymé-Tchebychev —.
Soit X une variable aléatoire réelle discrete telle que X2 soit d’espérance finie, alors :

409

Ve>0, P(|X — E(X)| >¢) < .

Remarques : 1. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de comprendre ce que mesure la
variance : pour € > 0 fixé, la probabilité que I’écart entre X et F(X) soit supérieur & ¢ est d’autant
plus petite que V(X) est faible. La variance donne donc une indication de la dispersion de X
autour de son espérance, c’est-a-dire sa plus ou moins forte tendance a s’écarter de sa moyenne.
L’écart-type, qui mesure aussi la dispersion de X, présente I'intérét de s’exprimer dans la méme
unité que les valeurs prises par la variable aléatoire X.

2. On passe souvent & ’événement contraire :

V(X)

Ve>0, P(I X -E(X) <e)>1- 2

B Lois usuelles
Loi géométrique

Définition : Soit p €]0,1[, la variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramétre p
si et seulement si :

P(X=0)=0etVke N P(X=Fk)=p(l—p)hL

Notation : X — ¥4(p).

Remarque : La loi géométrique peut étre interprétée comme rang du premier succes dans une suite
illimitée d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p.

Proposition 16.8.— Si X < ¢(p), alors son espérance et sa variance sont :
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Loi de Poisson
Définition : Une variable aléatoire suit la loi de Poisson de paramétre \ lorsque :

)\’IZ
= eiA J—

n!l’

VneN, P(X =n)

Remarque : On définit bien ainsi la loi de probabilité d’une variable aléatoire, puisque, pour tout

—A\n
e
neN,TZOGt:
' +0  _Ay\n +00 yp
e A
g :€7A§ =N =1
n! n!
n=0 n=0

Notation : X — Z(\).

Proposition 16.9.— Si X < £2()\), alors son espérance et sa variance sont :

[E(X)=v(X)=\]

Résultat asymptotique important

Proposition 16.10.— Si, pour tout n, X,, < B(n,p,) et si lim,_, - np, = A, alors, pour tout
keN,ona:

AR
nll}IjILloo PX,=k)=¢ R

Remarque : Dauns la pratique, lorsque X,, < %(n,p,), le calcul de P(X,, = k) devient difficile
lorsque n est grand. On cherche alors une approximation en supposant que X,, suit une loi de
Poisson plutét qu’'une loi binomiale. De facon théorique, il faut vérifier que np, a une limite finie
A; en pratique, on se contentera des conditions : n est grand (n > 50) et p, petit (p, < 0,1) et
np, < 15 (np, sera alors une approximation de \).
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B Bonus en marge du programme : fonctions génératrices

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.

Proposition 16.11.— Le rayon de convergence Rx de la série entiere ZP(X = n)t" est au
moins égal a 1.

Définition : La fonction génératrice (ou série génératrice) d’une variable aléatoire X
a valeurs dans N est définie par :

+oo
Gx(t)=E({t*) =) P(X =n)t".
n=0

Proposition 16.12.— La loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans N est caractérisée par sa|
fonction génératrice Gx.

Proposition 16.13.— La variable aléatoire X admet une espérance E(X) si et seulement si G x
est dérivable en 1 et, si tel est le cas, E(X) = G (1).

Bonus en marge du programme : fonctions génératrices des lois usuelles

Proposition 16.14.— » Loi de Bernoulli de parameétre p €]0, 1] : si X < %A(p),
pour tout t € R, Gx(t) =1 —p+ pt;
» loi binomiale de parameétres n > 2 et p €]0,1] : si X — B(n,p),
pour tout t € R, Gx (t) = (1 — p+ pt)";
» loi géométrique de parameétre p €]0,1] : si X — ¥(p),
pour tout t € [-1/(1 —p),1/(1 —p)[, Gx(t) = _n ;

1—(1—p)t
loi de Poisson de parameétre A > 0 : si X — Z()),

pour tout t € R, Gx (t) = eAt=1)
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Méthodes

B Lois de probabilité d’une variable aléatoire discrete

( Méthode 16.1.— Comment déterminer la loi de probabilité d’une variable
aléatoire discréte
Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2, o, P) et
X(Q) ={x1,x2,...,%pn,...} son image.
Déterminer la loi de probabilité de X, c’est préciser P ({z,}), pour tout n € N.
Pour cela, on peut :
» se livrer & un calcul de probabilités en utilisant le matériel du chapitre précédent ;
» déterminer d’abord la fonction de répartition Fx de X pour en déduire la loi de
probabilité ; par exemple, si X (2) = N, Vk € N, P(X = k) = Fx(k)— Fx(k—1);
» reconnaitre une loi usuelle décrite en TSI1 ou en TSI2.

Exemples : 1. Que signifie qu’une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de paramétre
p €]0,1[ ? Que signifie qu’une variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétres n > 2 et
p €0, 17

Une variable aléatoire suit la loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[ si X (Q2) = {0, 1}, avec

P(X =1)=p (et donc P(X =0) =1—p). On note : X — A(p).

Une variable aléatoire suit la loi binomiale de parameétres n > 2 et p €]0, 1] si elle est la somme de
n variables de Bernoulli mutuellement indépendantes suivant la méme loi %(p).

On note : X — A(n,p).

2. On lance un dé parfait et on recommence indéfiniment. Soit X la variable aléatoire prenant pour
valeur le rang d’apparition du premier 6. Détermainer la loi de X .

X est bien une variable aléatoire discrete puisque X () = N* (on peut remarquer que
Q=1{1,2,3,4,5,6}N", ensemble des suites d’éléments de {1,2, 3,4, 5, 6}, n’est pas, lui, dénombrable).
Pour tout n > 1, notons A,, I’événement < le n®° lancer donne un 6 ». La réalisation ou la non
réalisation de A, ne dépend que du n®™° lancer et les lancers sont indépendants les uns des autres,

donc les A,, sont des événements mutuellement indépendants.
1

> (X =1)=4; etP(X:I):E.

> (X =2)=A; N Ay, donc P(X =2) = P(A;)P(A3) =

> Plus généralement, pour tout k € N*, (X =k)=A; N---NA,_1 N Ay, donc :

X

| Ut
| =

k—1
P(X = k) = P(A7)... P(Ar1)P(Ay) = (g) « é

Remarque : dans ce genre de situation, on peut reconnaitre directement que X suit la loi géométrique
de paramétre § : X < 9(3).
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(d Méthode 16.2.— Comment déterminer I’espérance et la variance d’une variable
aléatoire discréte
» Au dela des formules de définition, il est indispensable de connaitre certaines
sommes (finies ou sommes de séries convergentes).

= 1) & H(2n+1
> Dans le cas fini, citons Zk:%,z:kg:n(n—i_ )6( ntl)

k=1 k=1

1?2 & -
Zk:z L), ;} <Z> et ; k<Z> (voir exercice ?7) ;

> dans le cas infini, il faut connaitre les sommes des séries entieres usuelles.
» On peut aussi avoir a utiliser certaines propriétés vues en cours :

)

> pour 'espérance, la linéarité, la formule du transfert ou la formule
E(XY) =E(X)(Y), lorsque X et Y sont indépendantes ;

> pour la variance, V(aX + b) = a?V(X).

» Il faut également connaitre ’espérance et la variance de chaque loi usuelle :
Bernoulli, binomiale, géométrique, Poisson.

Exemple : Une urne contient n > 3 boules indiscernables au toucher, deux sont blanches et les
autres sont noires. On tire une a une, et sans remise, les n boules de l'urne. X est la variable
aléatoire égale au rang de la premiére boule blanche tirée. Calculer E(X) et V(X).

Les boules étant tirées successivement et sans remise, €} est 'ensemble des permutations des n
boules, donc Card Q =nl. Il y a deux boules blanches, donc X (2) = [1,n — 1].

Si N désigne I'événement : < c’est une boule noire qui apparait au k-ieme tirage >, alors

(X =k)=N,NNyN---N Np_1 N Ng. La formule des probabilités composées donne :

P(X =k) = P(N1)Pn,(N2)...Px.an. o(Ne—1)Pninan,_, (Nk)
_ n—-2n-3 n—k 2 2(n—k)
n n n—-1"n—k+2n—-k+1 n(n-1)
BX) =3 kP =k) = n(n—1) D> kln— 31)2 Wz(il)Z’“2
=1 = k=1
_ 2 n(n —1) 2 n(n71)(2n71)7 o2n — 1 41l
o) T 2 T am-n 6 =n- et B(X)=——.
VOO = BX) — XY = ) KP(X = k) - = T K ) - e
2 n+1 2n—1) nn-1 n+1)2
Zsz _<3>_<2>_<9>

Donc : V(X) = 18
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Exemple : Une urne contient 3 boules blanches et 2 noires. on effectue, dans cette urne, des tirages
successifs avec remise de chaque boule aprés tirage.

X est la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de tirages nécessaires a l’obtention de
la premiere boule blanche. Calculer l’espérance et la variance de X.

X (Q) = N*. X donne le rang du premier succes dans une suite illimitée d’épreuves de Bernoulli
indépendantes de méme parametre % : elle suit donc la loi géométrique de parametre 5

3
5 =% 10

= et V(X) = —% =

X(—>€§<§>, donc E(X) =

ot] | =

( Méthode 16.3.— Comment étudier un couple de variables aléatoires discréetes
(X,Y) étant un couple de variables aléatoires discretes sur {2 :
» Il faut commencer par établir la loi conjointe et les lois marginales. Dans le cas
infini, il ne sera plus possible de rassembler les résultats dans un tableau ;
» Leur éventuelle indépendance sera vérifiée par :
V(z,y) e X() xY(Q), P X =2,Y =y)=P(X =z)P(Y =y),
ou par l'indépendance, V(z,y) € X(Q) x Y(Q), de (X =z) et (Y =y).
» On peut avoir & chercher la loi conditionnelle de X sachant que (Y = y) (ou le
contraire) ;
» Pour calculer leur covariance et leur coefficient de corrélation, on utilisera :
Cov(X,Y)=F ((X - EX))(Y - E(Y))) = FE(XY)-EX)E(Y)
Cov(X,Y)
et p(X,Y) = S (X)o(V)”

Exemple : On effectue une suite de lancers avec une piece non équilibrée pour laquelle la pro-
babilité d’obtenir pile vaut % (et celle d’obtenir face vaut donc i) On note X la longueur de la
premiére chaine obtenue, c’est-a-dire le nombre de tirages initiaur donnant le méme résultat que
le premier tirage. On note Y la longueur de la deuziéme chaine. Ainsi, si les premiers tirages
donnent PPPPFFP (peu importe la suite), on aura X =4 et Y = 2. Déterminer la loi conjointe
et les lois marginales du couple (X,Y), puis la loi conditionnelle de X sachant (Y = j). X et Y
sont-elles indépendantes ?
La loi marginale de X se calcule assez aisément : X () = N* et on aura X = k si la suite de
lancers commence par k pile suivi d’une face ou par k face suivis d’un pile, cas incompatibles qui
domment P(X — & 3\*1 (1\"3 3F4+3

onnent P( )<4> 4+<4) 1T
Pour déterminer la loi de Y, le plus simple est de passer par la loi conjointe du couple : on aura
(X,Y) = (i,7) si on débute par i pile, puis j face et & nouveau un pile, ou bien ¢ face, j pile et une

3\' /1\’ 3 1\ /3\’ 1 3+l 43
face, SOit une probablhté de P(X = ’L,Y = j) = (Z) (Z) Z —+ <Z> (Z) Z = 471_’_7]—5_1

On utilise ensuite la formule des probabilités totales pour obtenir la loi de Y, avec le systeme
complet d’événements (X = i);>;.
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400 +o00
P(Y =j) = Y P(X=iPx=p(Y =j)=) P(X=iY =)

B +oo 3i+1+3j B 1 +oo 3 141 3j +oo 1 i+1
= ZTHM *zz 1 +zz 1

i=1 i=1 =1

1/3\* 1 31 1 9+ 3/
- E(Z) [T ST
4
On constate que la loi de Y n’est pas la méme que celle de X, ce qui ne sautait pas aux yeux.
La loi conditionnelle de X sachant (Y = j) :
, P((X=i)Nn(Y =j) 3Ft4+35 4+t 3+l 4 3
Poy=j)(X =1i) = PY = = T jitarr -1~ 4 —1)
=7) 4it3 9437 4194371
La loi marginale de X étant différente de la loi conditionnelle de X sachant (Y = j), X et Y ne
sont pas indépendantes.

( Méthode 16.4.— Comment étudier une variable aléatoire définie comme une
fonction d’une ou de plusieurs v.a.r.d dans les cas les plus courants

» Pour étudier Y = ¢(X), on remarque que Y () = ¢(X(Q)) et pour tout k €
Y (), I'événement Y = k est égal & X = ¢~}({k}). On en déduit la loi de Y,
c’est-a-dire toutes les probabilités P(Y = k). Pour E(Y), on utilise la formule
du transfert.

» Pour étudier X4V, ot X et Y sont deux v.a.r définis sur ), on calcule P(X+Y =
k) “ala main” pour k € (X +Y)(Q).
On part de la formule : P(X +Y =k)= Y P((X =35 N =k—j)).

JEX(Q)

Dans le cas tres fréquent, ou X et Y sont a valeurs dans N,

P(X+Y =k)=)» P(X=j)nY =k-j).
j=0

Si les v.a.r dont on fait la somme, sont indépendantes :
P(X+Y =k = Y PX=j)xPY=k-j).
JjeX(Q)

Etsi X et Y sont a valeurs dans N, P(X +Y = k) = P(X =j)xP(Y =k—j).
j=0
» Pour étudier Y = min(Xjy, ..., X,,) ou Z = max(Xj, ..., Xp), on calcule P(Y =
i),ouieY(Q): P(Y >i)=P(X1 > N...Nn (X, >1)).
Puis on en déduit : P(Y =¢)=P(Y >4)— P(Y >i+1).
De méme, pour calculer P(Z = 1), ou i € Z(f2), on calcule :
P(Z<i)=P(X1 <i)n..n(X, <1i)).
Puis on en déduit : P(Z =i) = P(Z <i)— P(Z <i—1).
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Exemple: X etY étant deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales B(m, p)
et B(n,p), montrer que X +Y suit une loi binomiale B(m + n,p). (on utilisera que

(1)) - (")

(X = k)ke[[o m] forment un systéme complet d’événements, donc, d’apres la loi des probabilités
totales :

k
VEke[0,m+n], (X +Y =k) =Y P(X =i)Px_y(Y =k —i).
i=0
k
Du fait de I'indépendance, Vk € [0,m +n], P(X +Y =k) = ZP(X =i)P(Y =k—1).
i=0
" im n
P X Y = k —_ 7 1— m—1 k—1 1— n—k+1i
(X + ) Z<i)p( p) (k_i)p (1-p)

X +7Y suit bien la loi binomiale Z(m + n,p).

Exemple : Soit X1,..., Xk, k v.a.r.d de méme loi uniforme sur [1,n] et supposées mutuellement
indépendantes. On pose Z = max(Xy, ..., X).
Déterminer la loi de Z et calculer son espérance pour k =2 et k = 3.

N

Vi <n P(Z <i)=P[X1<i)N...n(X,<i)] = P(X; < i)k = <1> car les variables
n

X1, ..., X sont mutuellement indépendantes.

. . . . ik — (i — 1)k
Et:Vie[2,n], P(Z=i)=P(Z<i)—P(Z<i—-1)= —————.

nk

K
De plus, P(Z =1) = (—) .

n
Ecrivons E(Z) dans le cas général sous forme d’une somme :

E(Z)=1xP(Z +Z _’X’_l)k.

Dans le cas k = 2, on a donc :

(1) e g

=1

n+1 z": n+1)(2n+1).

O lle : = ———~
n rappelle Zz 5

i=1 i=1

On en déduit : B(Z) = W
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Enfinsi k =3: E(Z) = <—> + Z ; = Z HZTZ, ce qui nous donne en
i=1
(n+1)(3n—1)
4n '

n (n+1)

rappelant la formule Z 3 = 1

i=1

cE(Z) =

B Approximations

) Méthode 16.5.— Comment utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Le mieux est de voir ’exemple.

Exemple : On réalise 400 fois la méme expérience, dont la probabilité de succés est 0,8 =

Ot

On suppose que les 400 expériences sont indépendantes. Soit X le nombre de succés obtenus.
Calculer E(X) puis donner un minorant de P(300 < X < 340).

»

4
X suit la loi binomiale & (400, 5)’ donc F(X) = 320.

(300 < X < 340) = (|X — E(X)]| < 20)

est I'événement contraire de (| X — E(X)| > 20).

V(X 64
D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, P(|X — E(X)| > 20) < 2(02) = 200 donc :
21
P(300 < X < 340) =1— P(|X — E(X)| > 20) > %"

Exemple : On utilise un dé équilibré. Cherchons le nombre de lancers qu’il faut effectuer pour
pouvoir affirmer avec un risque d’erreur inférieur a 0,05, que la fréquence d’apparition du numéro

1 1 1
1 au cours de ces n lancers sera dans Uintervalle | = — —, = + —| ?
6 100°6 100

X, variable aléatoire donnant le nombre d’as a ’issue de ces n lancers, suit la loi binomiale % (n, %)

X
La fréquence d’apparition du numéro 1 au cours de ces n lancers est —.

n
Xel 11+1 —(‘Xn<n)
n |6 100°6 100|) 61 =100
qui est I’événement contraire de ( ‘X — —‘ > 100) D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
on
101 —
plx-2s 2y <Y 56
61~ 100 n? n?

10*

Puis, on utilise la deuxieme remarque apres la proposition 16.7.
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n? 36n

n n 1045z 5% 104
P(‘Xf—‘ —) 136 _q_ .
6l <100/~

Dire que le risque d’erreur est inférieur & 0,05 (5 pour cent), c’est dire que la probabilité de
Iévé t Xel L 1+1 t éri a 0,95. P it 1 il suffit
événement | — — — —, =+ —| | est supérieure a . Pour que ce soit le cas, il su

n = |6 1006 ' 100 P ’ d ’
5 x 10% 95 6

10
que 1 — S6n2 2 100" ce qui donne n > 36 c’est-a-dire n > 167.
n

' Méthode 16.6.— Quand approcher une loi binomiale par une loi de Poisson
Une loi de Poisson étant la loi des événements rares, une loi binomiale sera d’autant
mieux approchée par une telle loi que le parametre p sera petit et que n sera grand. Dans
ce cas, on approchera le parametre A de la loi de Poisson par la valeur de np, a condition
qu’elle ne soit pas trop grande (& cause de la condition théorique : ngmoon Dn = A.)

Exemple : Soit une variable aléatoire X — 98(300,0,01). Est-il légitime de Uapprocher par une

loi de Poisson ? Quel est alors le parametre de cette loi ¢ Donner une approzimation de P(X > 3).

n = 300 > 50 et np = 3 < 15, donc on peut approcher la loi de X par £(3).
+00 k 00

3 3 9
~ -3 39 _ 3(3_q4_qa9_2\~
P(X >3)~ g e Or, E e =e (e 1-3 2> ~0,577.

! k!
k=3 k=3
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Enoncé des exercices
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Exercice 16.1 :
Exercice 16.2 :
Exercice 16.3 :
Exercice 16.4 :

Exercice 16.5 :

m???
Exercice 16.6 :

Exercice 16.7 :

m??7
Exercice 16.8 :
Exercice 16.9 :
Exercice 16.10 :
Exercice 16.11 :
Exercice 16.12 :
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Exercice 16.13 :
Exercice 16.14 :
Exercice 16.15 :
Exercice 16.16 :

Exercice 16.17 :
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Chapitre ]. 7

Isometries in euclidian space

293



B Objectifs

m Les incontournables :

>

v

v vyvyy

Se familiariser avec les isométries vectorielles (ou automorphismes orthogonaux) d’un
espace euclidien.

Savoir caractériser les matrices orthogonales.

Connaitre le théoreme fondamental sur la diagonalisabilité des endomorphismes et des
matrices symétriques.

Savoir classifier les endomorphismes orthogonaux de R?.
Savoir étudier une rotation dans R® et trouver en particulier son axe et son angle.
Connaitre analytiquement et géométriquement le produit vectoriel.

Connaitre le spectre d’une isométrie vectorielle et préciser les éléments ¢ de O(R?’) dans
le cas ou ¢ est diagonalisable dans R.

m  Et plus si affinités ...

>

Savoir écrire analytiquement une symétrie orthogonale par rapport au s.e.v F, a partir
d’un systeme d’équations de F' ou d’une base de F' dans le cas n < 3.

Savoir classifier les isométries vectorielles de R>.

Savoir faire un changement intelligent de base orthonormée dans R® pour par exemple
écrire analytiquement une rotation dans R®.
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Résumé de cours

(E,(,)) est un espace euclidien de dimension finie n de norme associée | .|.

B Isométries vectorielles d’'un espace euclidien

Définition : Isométries vectorielles (ou automorphismes orthogonaux)—. Un endomorphisme
u de E est une isométrie vectorielle lorsqu’il conserve le produit scalaire, c’est-a-dire lorsque :

V(f, 37) € E27 <u(f)7u(g)> = <i:737>

Proposition 17.1.— Conservation de la norme —. Un endomorphisme u de E est une isométrie
vectorielle si et seulement s’il conserve la norme, c’est-a-dire si et seulement si :
VieE, |u@] =z

Proposition 17.2.— Bijectivité —. Une isométrie vectorielle est un automorphisme de E.

Proposition 17.3.— Soit © un endomorphisme de F, les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) w est une isométrie vectorielle de F';

(i) w est un endomorphisme de E transformant toute base orthonormée de E en une base ortho-
normée de F ;

(iii) il existe une base orthonormée de E que I’endomorphisme u transforme en une base ortho-
normée de F ;

Définition : Groupe orthogonal —.
L’ensemble O(E) des automorphismes orthogonauz de E est appelé groupe orthogonal de E.

Proposition 17.4.— Stabilité des s.e.v —.
Si F est un s.e.v de E, stable par ¢ € O(E), alors F* est stable par ¢.

B Matrices orthogonales

Définition : Matrice orthogonale —. Une matrice de M, (R) est orthogonale lorsque l’endo-
morphisme de R" qui lui est canoniquement associé est une isométrie vectorielle.

Notation : L’ensemble des matrices orthogonales de My (R) est noté O(n) ou Oy (R).

Théoreme-Définition 17.5.— Matrices orthogonales —.
Soit M une matrice de M, (R), les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) M est une matrice orthogonale;

(ii) les colonnes de M forment une base orthonormée de R™ ;
(iii) M est inversible et M~1 = M7T ;

(iv) MTM =1, (ou M MT =1,,);

(v) les lignes de M forment une base orthonormée de R™.
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Remarques : 1. M est orthogonale si et seulement si M ! l'est d’une part, et si et seulement si
MT Test d’autre part, ce qui justifie 'équivalence (ii)<=(v).

2 1% e d cosf —sind cosf sind
P HVEISE Qe 6ing  cosd —sinf cosf /)°

3. Ecrire MTM = I,, est en effet équivalent & écrire MMT = I, car alors : M~' = MT.

) , 8 € R, qui est orthogonale, est (

Proposition 17.6.— La matrice de passage entre deux bases orthonormées est orthogonale.

Théoreme-Définition 17.7.— Caractérisation matricielle d’'une isométrie vectorielle —.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) w est une isométrie vectorielle;
(ii) dans toute base orthonormée, la matrice associée a u est orthogonale;

(iii) il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice associée & u est orthogonale.

Proposition 17.8.— Déterminant d’une matrice orthogonale —.
Le déterminant d’une matrice orthogonale (respectivement d’une isométrie vectorielle) vaut 41.

Définition : Groupe spécial orthogonal d’ordre n —. L’ensemble des matrices orthogonales de
déterminant égal a 1 est appelé groupe spécial orthogonal d’ordre n et noté SO(n) ou SO, (R).

Proposition 17.9.— Valeurs propres réelles d’une matrice orthogonale —.
Les valeurs propres réelles d’une matrice de O(n) appartiennent & { -1, 1}.

B Espace euclidien orienté de dimension 2 ou 3.

Théoreme-Définition 17.10.— Orientation-Produit mixte —. Ici n € {2,3}. Orienter R", c’est
choisir une base orthonormée B = {é1,...,€,} de R". Soit B’ = {¢&}, ..., €, } une autre base ortho-
normée de R™. On dit qu’elle est directe si Det g(B’) = 1 et indirecte si Det 5(B’) = —1.

Si @, ¥ sont deux vecteurs de R? (respectivement i, ¥ et w0 sont trois vecteurs de R?), le réel
Det (@, ¥), noté [@, 9] (respectivement Det (@, ¥/, @), noté [u, ¥, w]) est indépendant de la base
orthonormée directe B dans laquelle on le calcule. Ce nombre est appelé produit mixte des deux
vecteurs @ et ¥ (respectivement des trois vecteurs i, ¥, ).

Dans le plan R?, la base orthonormée directe de référence est telle que le second vecteur est obtenu
< en tournant > d’un angle droit le premier vecteur dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre
(appelé aussi sens trigonométrique).

Remarque : Ainsi, P§ € SO, (R) si B est directe et P§ € 0,(R)\ SO, (R) si B est indirecte.
Application : orientation dans le plan et I'espace d’une droite ou d’un plan

1. On oriente une droite D de R? ou R® par la donnée d’un vecteur 7 de norme 1, base de D.

2. Soit {1, 1>} une base orthonormée d’un plan P de R®. Orienter P c’est choisir un vecteur 3
orthogonal & P tel que {1, is, U3} soit directe.

Théoreme-Définition 17.11.— Produit vectoriel —. Si @ et 7 sont deux vecteurs de R?, il existe
un unique vecteur @ de R® tel que :

VX €R3, [a, 7, X‘} - <w)2'>

Ce vecteur W est appelé produit vectoriel de @ par U et noté « A v.
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Proposition 17.12.— Propriétés du produit vectoriel —.
1. L’application (&, ¥) — @A U est bilinéaire alternée, c’est-a-dire qu’elle est linéaire par rapport
a chacune des variables (’autre étant fixée) et que UA @ = —u A U.
2. % A U est orthogonal & @ et & ¥. De plus : @A U = Ogs < 4 et U colinéaires.

—

3. Si @ et ¥ sont non colinéaires, (#, ¥, A7) est une base directe de R?, ¢’est-a-dire : [@, 7, w] > 0.

Proposition 17.13.— Expression analytique du produit vectoriel —.
Si, dans une base orthonormée directe de R?®, @ et ¥ ont respectivement pour coordonnées (x,y,2)
et (2/,y,2’) alors @ A ¥ a, dans cette base, pour coordonnées : (yz' — y'z, za’ — xz’, xy’ — 2'y).

Définition : Angle de deux vecteurs de R® —. Soient @ et ¥ deux vecteurs non nuls de R,

la mesure de l’angle des vecteurs @ et U est l'unique réel 0 de lintervalle [0, 7] tel que :
(u]7)
gl

= = cosf. (Il s’agit d’un angle < géométrique >.
[l |
d|| ||v

Proposition 17.14.— Définition géométrique du produit vectoriel —. Soient @ et ¥ deux vecteurs
non liés et P le plan engendré par « et v. Soit @ un vecteur unitaire orientant P.

Alors : 4 A U = ||| x ||7]|(sin 0)w@.

Le réel 6 désigne une mesure de I’angle orienté de @ et ¥ selon @ dans le plan P.

Proposition 17.15.— Interprétation géométrique comme aire ou volume —.
1. ||@ A ¥]| est Paire du parallélogramme construit sur @ et .
2. |[@, U, ]| est le volume du parallélépipede construit sur o, ¥ et 0.

B Cas des symétries orthogonales en dimension 2 ou 3

Définition : Soit pr la projection orthogonale sur le s.e.v F' de E. Alors sp = 2pp — Idg est la
symétrie orthogonale par rapport a F.

Remarque : une symétrie orthogonale est un élément de O(E). Les symétries orthogonales per-
mettent de classifier O(E). C’est & connaitre si dim E = 2 et peut étre utile si dim E = 3 pour ceux
qui veulent approfondir. Dans le cas ot dim E > 3, cela est réservé a quelques sujets de concours.

Corollaire 17.16.— Caractérisation matricielle d’une symétrie orthogonale —.
Soit ¢ un endomorphisme de E représenté par une matrice M dans une base orthonormée de E.
¢ est une une symétrie orthogonale si et seulement si M2 = I,, et MT = M.

B Isométries vectorielles d’un plan euclidien
P

Proposition 17.17.— Matrices des automorphismes orthogonaux de R —.
La matrice, dans une base orthonormée quelconque, d’un automorphisme orthogonal de R? est de

I'une des deux formes suivantes : | o 6 —sing ou [ 6 sinb ,0€R.
sinf  cosf sinf —cosf

Donc : SO(2) = {R(e) — ( cosf - —sin@ ),9e R}.

sinf cosf
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Définition : Rotations vectorielles planes —.

Les éléments de SO(RQ) sont appelés rotations vectorielles planes.

Pour toute rotation vectorielle plane r, il existe un réel 0, unique a un multiple entier de 2w pres,
cosf —sinf

sinf®  cosf )

0 est une mesure de l’angle de cette rotation, qui est, alors, la rotation d’angle 0.

tel que, quelle que soit la base B orthonormée directe de R*, Mp(r) = R(0) =

Remarque : Le produit des rotations d’angles 6 et 6’ est la rotation d’angle 6 + 6'.

Proposition 17.18.— Si r est la rotation d’angle 0, alors, pour tout vecteur unitaire @ de R? :
cos @ = (d,r(a)) et sinf = [@,r(d)] .
(le déterminant étant calculé dans une base orthonormée directe).

Proposition 17.19.— Automorphismes orthogonaux négatifs du plan —. Les automorphismes
orthogonaux du plan qui ne sont pas dans SO(RQ) sont des symétries orthogonales.

B Isométries d’un espace euclidien de dimension trois

Proposition 17.20.— Matrices des automorphismes orthogonaux de SO(R3) —

f € SO(R?) si et seulement sil existe une base orthonormée directe (@, 7, @) de R* dans laquelle
1 0 0

la matrice de f est : 0 cosf —sinf
0 sinf cosf

f est la rotation de R® d’axe D = Vect (@) et d’angle 6, que I'on note r(D, 6).

Le choix de 7 oriente le plan @'. f est aussi bien T(D,0) dUe T (Vect (—u),—0)-

Remarque : La classification complete des éléments de O(R?) est plus complexe que dans O(R?).
En dehors des rotations (qui inclusent les symétries orthogonales par rapport & une droite) qui
sont des isométries positives, on a pour isométries négatives les symétries orthogonales par rapport
a des plans et aussi les composées de ces symétries et des rotations qui ne laissent aucun vecteur
invariant (& part le vecteur nul).

B Réduction des matrices symétriques réelles dans un espace euclidien

Soit n > 1. On suppose FE espace vectoriel euclidien de dimension n, muni de son produit scalaire
euclidien canonique.

Proposition 17.21.— Diagonalisabilité des matrices symétriques réelles—.
Si A € S,,(R)) alors les sous-espaces propres de A sont deux a deux orthogonaux.

Théoreme 17.22.— Théoreme spectral—.
Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable au moyen d’une matrice orthogonale. C’est-a-
dire que si A € S,(R), il existe une matrice P € O,,(R) et une matrice diagonale D telle que :

D =P AP = PTAP.
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Méthodes

B Isométries vectorielles et matrices orthogonales

( Méthode 17.1.— Comment montrer qu’une matrice est orthogonale
Soit A € M, (R), A € O(n) lorsque :
» Ses vecteurs colonnes (ou ses vecteurs lignes) forment une base orthonormée de
R™.
» ATA=1,.
» Elle est la matrice dans une base orthonormée d’un endomorphisme orthogonal.
Soit A € O(n), A appartient & SO(n) lorsque :
» Son déterminant est égal a 1.
» La base orthonormée de R" formée par ses vecteurs colonnes (ou ses vecteurs
lignes) est directe.
» Dans le cas particulier o n = 3, le produit vectoriel de ses deux premieres
colonnes (lignes) est égal & la troisieme.

0 —c b
Exemple : Soit A = ¢ 0 —a |, aveca, b et c réels non tous nuls.
—-b a O

1. Montrer que I3 + A est inversible. Que dire de I3 — A ?
2. Montrer que (I3 — A)(I3 + A)~! € SO(3).
1 —c b
1. Det(Iz+A)=| ¢ 1 —a|=1+a?+b*+2#0.
-b a 1
I3 + A est inversible, I3 — A aussi puisque Det (I3 — A) = 1 + a® + b + 2.
2. » Det [(Ig — A)(Ig + A)il} = Det (Ig - A)m =1.
» Remarquons que (Is + A)T = I3 — A, que (Is — A) (I3 + A) = I3 — A? = (I3 + A) (I3 — A) et
que, si M est inversible, M7T ’est aussi, avec (MT)f1 = (M’l)T.
((Iz = ATz + A7) (- AT (B+A)T) = ( )
= (= A)(Is - A)Is+4) " (Is+A4)
= (I3 — A)(I3 — A*)"Y(I3 + A)
(Is — A)((Is + A)(Is — A) "' (Is + A)
(Is — A)(I3 — A M I3+ A) Y I3 + A) =13

(I; — A)(I5 + A)~! € SO(3).
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1 Méthode 17.2.— Comment montrer que ¢ € L(E) est une isométrie vectorielle
(E, (, )) est un espace euclidien. Pour montrer que ¢ € O(E), on peut :
» Revenir a la définition en montrant qu’il conserve le produit scalaire :
V(Z,9) € E?, ((Z), 6(¥))) = (7,4), ou la norme : V7 € E, [|¢(Z)|| = [|7]].
» Montrer qu’il transforme une base orthonormée en une base orthonormée.
» Vérifier que sa matrice dans une base orthonormée donnée est orthogonale.

Exemple : Soit 4@ un vecteur unitaire de R"™. Montrer que ’application linéaire de R™ dans R"
définie par f(Z) =& — 2{(d,Z) 4 est une isométrie vectorielle de R™.

V(f, ?j) € (Rn)Qa <f(f)af(?j)> = <f_ 2<ﬁ’?7>ﬁ737_ 2@47)@

= <f7g’>72<ﬁag><ﬁvf>i2<ﬁaf> <ﬁa%+4<ﬁaf> <ﬁ,:17>||ﬁ”2: <f,]j>

(d Méthode 17.3.— Comment identifier un endomorphisme ¢, a partir de sa ma-

trice canoniquement associée dans un espace euclidien de dimension n = 3.

Soit M € M3(R) et ¢ 'endomorphisme de R™ canoniquement associé.

On commence par rechercher si M est orthogonale (en faisant par exemple M7 M).

» Siclest le cas (MTM = 1,,), on peut calculer Det M = +1.
1. Si Det M = 1 alors M € SO3(R). Si, de plus, M = M7, alors M est une
symétrie orthogonale. M est alors nécessairement la matrice d'une symétrie or-
thogonale par rapport a une droite. La recherche des vecteurs invariants donne
une équation de cette droite.
Si M # M7, on continue alors avec la méthode 17.6.
2. Si Det M = —1, si encore M = M7, alors ¢ est une symétrie orthogonale par
rapport & F' = {& € E, ¢(&) = @}. Obligatoirement : dim F' = 2, et alors ¢ est une
symétrie orthogonale par rapport a un plan.
Sinon, si MT # M, ¢ est une composée d’une symétrie orthogonale par rapport &
un plan et d’une rotation. C’est une antirotation. L’étude est alors guidée car on
sort du programme officiel.
» Sice n'est pas le cas (MTM # I,,), on peut tenter le calcul de M?2.

1. Si M? = M, ¢ est une projection. On sait alors que si M = M7, la projection
est orthogonale. Tout ceci est précisé dans la méthode 12.6.
2. Si M? = I,,, ¢ est une symétrie vectorielle (mais non orthogonale).
Allez voir la méthode 77.

3. Dans les autres cas, espérez de I’énoncé ou d’une aide de I'examinateur qui ne
saurait tarder !

Remarque : Cet algorithme a des « itinéraires bis ». En effet :
1. Si les colonnes de M sont C1,Cs et Cs alors montrer que C; A Co = +C4, dit que l'on a a faire
a une isométrie et si plus précisément, C; A Cy = (3, on est devant une belle rotation.
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2. Si M est une matrice de symétrie orthogonale, elle est semblable a une matrice du type
Diag(+1,+1,+1), et Tr(M) donne des renseignements sur le nombre de 1 et —1. On en déduit le
s.e.v F. Voir 'exemple ci-dessous.

Exemple : Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de lendomorphisme f de R®

1 2 =2
canoniquement associé a S = = 2 1 2
-2 2 1

» On vérifie que les colonnes de S forment une base orthonormée de R®, donc S € O(3).

» On constate par ailleurs que S est symétrique (son nom n’est pas un piege...), donc S est
une matrice de symétrie orthogonale; elle est donc diagonalisable et non diagonale, de spectre
inclus dans {—1,1}, donc elle est forcément semblable & une des matrices R = diag(—1,—1,1) ou
—R = diag(1,1,—1). Puisque TrS = 1, par élimination, S est semblable & —R, S est une symétrie
orthogonale par rapport a un plan.

» Reste a trouver le plan de cette symétrie qui est le sous-espace propre de S associé a la valeur
propre 1 : F1(S). Comme S — I3 est de rang 1, de lignes proportionnelles & (1,—1,1), f est la
symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation x —y + z = 0.

Remarque : Dans le cas n = 2, la méthode 17.3 est de 'artillerie trop lourde. En effet, la
proposition 17.17 permet de voir immédiatement sur la matrice de ¢ (qui est donnée dans la base
canonique de R? qui est une base orthonormée pour le produit scalaire canonique) s'il s’agit d’une
matrice de O(2) et méme de SO(2).

( Méthode 17.4.— Comment calculer le produit vectoriel 7 A ¥ dans R®.
» On peut calculer ses coordonnées avec la proposition 17.13.
» On peut le représenter géométriquement (apres avoir vérifié que i et ¥ ne sont
pas colinéaires car alors @A 7 = 0). Etant donné le plan IT = Vect (u,7), on place
i puis ¥ dans le sens trigonométrique sur II. Puis, @ AU est un vecteur orthogonal
a IT pointant du plan vers notre oeil lorsqu’on regarde le plan II “par dessus”.
Sa norme est donnée par la proposition 17.14.
» On peut appliquer aussi la bilinéarité ou 'antisymétrie de A. Allez voir la propo-
sition 17.12. Si {;,5, E} est une base orthonormée directe de ’espace et si u et U
sont exprimés dans cette base, on peut utiliser : i ; = E, j/\ k= ;, kAT = ;

Exemple : Soit {Zj, E} la base canonique orthonormée directe et les vecteurs :

Calculer le vecteur Z = (4 N\ 0) A .

On commence par simplifier t = kA j = —i, ¥ =

reste : 2= [(=7) A (=7)] A (<F) = F A (-F) =
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(d Méthode 17.5.— Dans quelles circonstances user du produit vectoriel dans R®.
» Le produit vectoriel sert a construire une base orthonormée directe. Si @ et U

sont de norme 1 et orthogonaux alors u A ¢’ est 'unique vecteur de I’espace tel que
{i, ¥, @ A U} soit une base orthonormée directe de I’espace.

|l A U|| est Vaire du parallélogramme construit sur 4 et .

Si C1, Cs et Cs sont les trois colonnes d’une matrice A de M3(R), si C1 ACy = Cs
alors A € SO3(R) et si C1 A Cy = —Cj5 alors A € O3(R) \ SO3(R).
» Le calcul de Det (@, ¥, W) = [@, U, W] est aussi celui de (@ A ¥).w.

vy

» Soit dans B orthonormée directe, une droite (D) d’équation
b = " "
{ Z;; 1 b;z 1 z;z _ 0 Les vecteurs fii(a1,b1,c1) et fia(ag,ba,c2) ne

sont pas colinéaires (sinon D ne serait pas une droite). Leur produit vectoriel
iy A Tlg est une base de (D).

» Le produit vectoriel permet de déterminer le signe de sin @, ou 6 est ’angle d’une
rotation de I’espace. Voir la méthode 17.6.

Remarque : Les applications du produit vectoriel sont innombrables dans les autres disciplines
scientifiques. Donnons en deux. En SI, le produit vectoriel est utilisé pour définir les torseurs et en
physique, il est utilisé entre-autre pour le calcul d’'un champ magnétostatique.

(d Méthode 17.6.— Comment déterminer les éléments caractéristiques de la ro-
tation de R® canoniquement associée a une matrice M € SO(3)
On note ¢ I'endomorphisme de R® canoniquement associé & M.
» Chercher les vecteurs invariants qui doivent former une droite vectorielle.
On choisit pour vecteur I un vecteur directeur unitaire de cette droite.
» Choisir J unitaire et orthogonal a I. On peut alors calculer INT=K.B=
(f, f, K ) est une base orthonormée directe, relativement a laquelle la matrice de
1 0 0
¢ est de la forme “réduite” : 0 cosf —sind
0 sinf cosd
» A laide de la matrice initiale, on calcule les coordonnées de qb(f ) dans la base
canonique.
Le produit scalaire de deux vecteurs étant indépendant de la base orthonormée
directe dans laquelle on le calcule :

<¢(f), f> — cosf et <¢(f), (T'A f)> - [f, f,¢(f)} — sin.
La formule 1 4 2 cos@ = Tr(M) permet de vérifier le calcul de cosé. Sisiné > 0,
¢ est la rotation d’axe Vect (f) orienté par I et d’angle 6; si sinf < 0, ¢ est la
rotation d’axe Vect (I) orienté par I et d’angle —6.
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Remarque : On peut < court-circuiter > certaines étapes. Le calcul de K nlest pas indispensable.
Il nous faut I par MX = X. Puis Tr(M) = 1 + 2 cos ) donne directement la valeur de cos 6.

On choisit alors un vecteur @ orthogonal & I’ (pas nécessairement unitaire) et Det (I, @, ¢(#)) donne
le signe de sin 6, ce qui nous suffit pour conclure.

Exemples : Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de l'endomorphisme ¢ de R®

1 2 =2
canoniquement associé a A = % -2 2 1
2 1 2
1 2 =2
» A= % -2 2 1 est une matrice orthogonale puisque ses vecteurs colonnes forment une
2 1 2

base orthonormée de R®. De plus, le produit vectoriel de ses deux premiers vecteurs colonnes est
égal & son troisieme vecteur colonne, donc cette base orthonormée est directe et A € SO(3).
» L’axe de ¢ est la droite vectorielle de ses vecteurs invariants :

T T
o((z,y,2)) = (,y,2) & Al y | =]y
z z

T+ 2y —2z=3x

& —2r+4+2y+ 2z =3y

20 +y+ 2z =3z

—r4+2y—22=0

< { —2r—-y+2=0
Lo+ Ly—2L, —x+2y—22=0 z=0
—Sy+52=0 Y=z

L’axe de la rotation vectorielle ¢ est A = Vect (0, 1,1).
» Posons | = \[(0’ 1,1); choisissons pour J un vecteur unitaire orthogonal a J par exemple,
J= (1,0,0) puis posons : K=IAJ= W(O’ 1,-1). (I, J,K) est une base orthonormée directe de

1 0 0
R? relativement & laquelle la matrice de ¢ est la matrice réduite : | 0 cosf —sind
0 sinf cosf

Puisque : ¢(J) = cos0.J + sin 0K donc cosf = <¢( _’)|Jﬁ> et sinf = <q§(f))|[?>

1 1 2 -2 1 1 1 B 1
2 1 2 0 2

cosd = (31, -2.2)/(1.0,0)) = 3
o=, ,f,,_‘}

1 - 1
donc 8 = —Arccos 3 En conclusion, ¢ est la rotation d’axe A orienté par I et d’angle —Arccos 3
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1
Remarque : la relation 1 4+ 2 cos # = TrA donne aussi cos = 3"

( Méthode 17.7.— Comment calculer I'image sp(Z) de & € R" par une symétrie
orthogonale par rapport a un sous-espace vectoriel F' de R" si n <3
» On peut utiliser la formule du projeté sur un espace de dimension finie, apres avoir

déterminé une base orthogonale (@1, us,...,u4,) de F': pp(Z) = Z %ﬁk
Uj;, Uk,
k=1

Puis on utilise &+ sp (%) = 2pp(T).

» SiF est un plan (cas oun = 3), il peut étre avantageux de passer par la projection
orthogonale sur F'*, et par la formule sp = —sp..

» On peut aussi faire un changement de base orthonormée vers une base adaptée
a F', mais les calculs sont en général fastidieux.

Exemple : Déterminer la matrice de la réflezion s de R® par rapport au plan P d’équation
cartésienne x +y + z = 0.

Un vecteur normal & P est @ = (1,1,1). Le projeté orthogonal de ¢ = (z,y, z) sur Vect (77) est
7] 3

Le symétrique s(¢) de ¢ par rapport a P vérifie s(¥) = 7 — 2 i_i, donc

1
5(17):g(Jc—2y—2z,—2m+y—2z,—2m—2y+z)

1 -2 -2
et la matricede sest : S=-[ -2 1 -2
-2 =2 1

U Méthode 17.8.— Comment déterminer la matrice (dans B = {i,j,k} ortho-
normée directe) d’une rotation vectorielle de R? définie par ses éléments géométriques
Soit 7 la rotation d’axe Vect (@), orienté par @, et d’angle §. Pour obtenir la matrice de
r dans la base canonique B, on peut :

» Poser [ = ﬁd’, choisir J unitaire et orthogonal & @, puis poser K=1InJ.

La famille B’ = (f, J. K ) est une base orthonormée directe, relativement & laquelle
1 0 0
la matrice de r est de la forme “réduite” R=| 0 cosf —sinf
0 sinf cos@
» Si Pg/ est la matrice de passage de B a B/, Pg/ est orthogonale.
Donc : (PE)~' = (P§)7. Ainsi M = PE R(PE')T est la matrice cherchée.

H N 304 CHAPITRE 17



™

Exemple : Déterminer la matrice dans la base canonique B de la rotation v d’angle % autour de

Vaxe dirigé et orienté par @ = (1,1,1).

Posons [ = J=(1,1,1), J = 25(1,0, 1), puis K = [ A J = Z5(-1,2,-1). B' = (I,J,K) est une

base orthonormée directe, relativement a laquelle la matrice de r est de la forme <« réduite >

1 1 1
1 0 0 1 0 0 / ?g 5 0
R = 0 cosg —sing = 0 % —@ et P8 = 7 0 \/lg
in ™ s V3 1 4 1 1
0 sinf cos3 0 2 i 7 7 75
1 4 1 1 0 0 1 1 1
B’ B\T \{g V2 3/6 1 V3 \{g V3 \/§1
M=PERPEY =| &% 0 Z 0 1 - o0 L
RS WS G 0 V3 1 12
1 \{g \/? Ve 1 1 2 1 $ Ve Ve Vo
BV e B Vi i -3 3
- r o Z SRS O
wo_. % e BT
V3 V2 NG V6 V6 V6 33 3
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Chapitre ]. 8

Vector functions and
parameterized curves

307



B Objectifs

m Les incontournables

>

>
|

Savoir montrer qu'une fonction vectorielle est (ou n’est pas) dérivable, de classe €1 ou
c*.

Savoir faire un développement limité d’ordre 1 autour d’un point d’une fonction vecto-
rielle si cette fonction est dérivable en ce point.

Savoir dériver des applications bilinéaires, des applications composées avec des applica-
tions bilinéaires.

Savoir étudier une courbe paramétrée plane, en commencant par la diminution de I'in-
tervalle d’étude.

Savoir déterminer les tangentes éventuelles en un point régulier d’une courbe paramétrée
plane.

Savoir étudier la position d’une courbe paramétrée par rapport a une asymptote oblique.

Savoir calculer la longueur d’une courbe.

m  Et plus si affinités ...

>

Savoir déterminer les tangentes éventuelles et la position du support de I’arc par rapport
a cette tangente en un point non régulier d’'une courbe paramétrée plane.

Savoir dériver un produit vectoriel ou un déterminant.

Faire le lien entre les notions mathématiques d’arc et de courbe, et leurs pendants
cinématiques.

Savoir appliquer la formule de Leibniz pour les fonctions vectorielles.
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Résumé de cours

Ici n > 1. Les fonctions étudiées dans ce chapitre sont des applications d’un intervalle I de R,
non vide et non réduit & un point, & valeurs dans R™. On les appelle des fonctions vectorielles
(dans le cas particulier n = 1, on parle alors aussi de fonctions numériques). Les résultats du
chapitre Espaces vectoriels normés de dimension finie sur les limites et la continuité des fonctions
de I dans R" s’appliquent évidemment ici.

f et g désignent dans tout le résumé de cours, sauf précision, des fonctions de I dans R" et a € I.

B Dérivée en un point, fonctions de classe ¢*

Définition : Dérivabilité en un point —. f est dérivable en a si, et seulement si, l'application
définie sur I\ {a} par :

t (f(t) = f(a))

t—a
admet un vecteur A de R" pour limite en a.
» o, , , d
A est la dérivée de [ au point a et ce vecteur est noté f'(a), Df(a), ou encore %(a).

On définit de méme les dérivées a droite et a gauche de f en a par les limites a droite et a gauche,

d
si elles existent, de la méme application. Elles sont notées fi(a) ou Df(a™) ou encore Tf(a*‘).

(Notations analogues & gauche).

Remarque : Soit a € I qui n’est pas une de ses extrémités (un point intérieur a I), f est dérivable

en a si, et seulement si, f est dérivable & droite en a, dérivable & gauche en a et fj(a) = f;(a).

Proposition 18.1.— Caractérisation par la dérivabilité des applications composantes —.
Soit B = (€1, €, ..., ¢ey,) une base de R™ et (fi)ie[[l . les applications composantes de f relative-

n
ment & cette base : pour tout t € I, f(t) = Zfz(t)é;
=l
f est dérivable en a si, et seulement si, ses applications composantes sont dérivables en a.

Dans ce cas, on a : f'(a) = Z fl(a)e;.
i=1

Proposition 18.2.— Dérivabilité et existence d’un développement limité a I'ordre 1 —.
f est dérivable en a si, et seulement s’il existe un élément A de R™ et une fonction vectorielle €]
tels que 'on ait, au voisinage de a :

F(t) = f(a) + (t — a)A + (¢ — a)é(t),

ot }gn £(t) = 0. Dans ce cas, f'(a) = A.

Corollaire 18.3.— Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.
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Remarque : La réciproque est fausse, comme le montre l'exemple de la fonction z — |z| (ici
n = 1) qui est continue en 0 sans étre dérivable en ce point.

Interprétation cinématique : Si 'on interprete le parametre ¢ comme le temps, le vocabulaire
change. T' = f(I) est la trajectoire du point mobile f(t). La fonction f est la loi horaire du
mouvement.

f'(a) est le vecteur vitesse du point mobile a ’instant a.

Définition : Dérivabilité sur un intervalle, application dérivée —. Une fonction f est dérivable
sur un intervalle lorsqu’elle est dérivable en tout point de cet intervalle.

L’application associant a chaque point de cet intervalle la dérivée de la fonction en ce point est

d
Papplication dérivée ou dérivée de cette fonction. On la note : f' ou Df ou 7‘:
De plus, f est de classe €' sur I lorsqu’elle est dérivable sur I et lorsque f' est continue sur I.
L’ensemble de ces applications est noté €1(I,R™).

Remarque : La dérivabilité et le caractere €', au méme titre que la continuité, sont des propriétés
locales d’une application, dans le sens ot elles sont d’abord définies en un point, pour étre ensuite
étendues a un intervalle en disant qu’elles sont vraies en tout point de cet intervalle.

Proposition 18.4.— Caractérisation par le caractére %' des applications composantes —.
Soit B = (€1,€5,- -+ ,&,) une base de R et ( fi) les applications composantes de f relative-
ment a cette base.

f est une application de classe ¢! de I dans R” si, et seulement si, chaque application composante

i€[1,n]

de f est une application de classe €% de I dans R. Dans ce cas,on a : Vt € I, f'(t) = Zf{(t)é;
i=1

On sait qu'un repére orthonormé du plan étant fixé, on peut < assimiler > R? et C.

Corollaire 18.5.— Cas particulier d’une fonction a valeurs dans C —.
Soit f € F(I,C). Les propositions suivantes sont équivalentes :

» [ est de classe € sur I ;

> PRef et Jm f sont de classe €' sur I;

» [ est de classe €' sur I.

Dans ces conditions, f' = (Re f)" +i (Im f) et (f)' = f.

Proposition 18.6.— Linéarité de la dérivation —. Si f et g sont dérivables sur un intervalle [
et si A et p sont deux éléments quelconques de R, alors la fonction A f + p g est dérivable sur I et

Af+pg) =Af+ng.

Proposition 18.7.— Espace vectoriel €*(I,R") —. €*(I,R") est un espace vectoriel sur R.

Proposition 18.8.— Si [ et J sont deux intervalles de R, ¢ une application dérivable de J dans
R, et f une fonction vectorielle dérivable de I dans R™ alors I’application f o ¢ est dérivable sur J

et : Vi € J, (fod)(t) = ¢'(t) x (f' 0 9) (D).
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B Applications linéaires, applications bilinéaires et dérivabilité

Proposition 18.9.— Composée d’une application linéaire et d’une application dérivable —.
Soit p € N* et L une application linéaire de R™ dans RP.

» Si f est dérivable en a, alors Papplication L o f est dérivable en a et (Lo f)'(a) = (Lo f')(a).
» Si f est de classe ¢! sur I, alors Papplication Lo f I'est aussi et (Lo f)' = Lo f’ sur I.

Proposition 18.10.— Composée d’une application bilinéaire et d’applications dérivables —.
Soit (p,q) € [N*]2 et B une application bilinéaire de R? x R? dans R™, f une fonction vectorielle
de I dans R? et g une fonction vectorielle de T dans R?. On définit Papplication B(f,g) en posant :
pour tout ¢ de I, B (f,g) (t) = B (f(t),9(t)).

» Si f et g sont dérivables en a, alors 'application B(f, g) est dérivable en a et

B(£,9)(a) = B(f'(a), 9(a)) + B (f(a), ¢ (a).

'9)
B(f
» Si f et gsont de classe ¢! sur I, alors 'application B( g) Dest aussi et

B(f,9) = B(f'.g) + B(£,9).

Applications
1. Dérivée du produit de deux fonctions numériques dérivables
. . - . RxR — R e
Si f et g sont deux fonctions dérivables de I dans R, puisque { (;y) L est bilinéaire, on

obtient : fg est dérivable sur I et (fg)' = f'g+ f¢'.

2. Dérivée du produit d’une fonction numérique dérivable par une fonction vectorielle
dérivable

Si ¢ est une fonction dérivable sur I a valeurs dans R et f une fonction dérivable sur I a valeurs
RxR" — R"

(ha) = Az est bilinéaire,

dans R", K-espace vectoriel normé de dimension finie, puisque {

on obtient : ¢ f est dérivable sur I et (¢ f) = ¢'f + ¢f.
3. Dérivée du produit ou du carré scalaire de fonctions vectorielles & valeurs dans R"
Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I & valeurs dans R™ puisque
{ R"<R" — R est bilinéaire, on obtient que < f, g > est dérivable et
(@.5) = (&9 res g
: o Wl = 004150
De plus, [|f]|* = (f, f) donc (|| f]I*)" = 2{f, f").

Corollaire 18.11.— f est de norme constante (déplacement sur une sphere) si et seulement si f
et f’ sont orthogonaux.

4. Dérivée du déterminant de fonctions vectorielles a valeurs dans R>
2 2

xR — R

(@, 9) +— Det(Z,9)
bilinéaire, Det(f, g) est dérivable et [Det(f, g)]" = Det(f’, g) + Det(f,g’).

Si f et g sont dérivables sur I & valeurs dans R? alors puisque est

B Fonctions de classe ©*

Définition : Fonctions de classe €% —. Soit k un entier naturel. f est dite de classe :
» €0 sur I sielle est continue sur I,

> CFTL sur I sielle est dérivable sur I et si sa dérivée f' est de classe €% sur I,

> > sur I sielle est de classe € sur I, pour tout entier naturel k.
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Notation : €% (I,R"™) désigne l’ensemble des fonctions de classe €* sur I, a valeurs dans R™.
Il est clair que : Yk € N, €%(I,R™) D €**+1(I,R") D €><(I,R"™).

Définition : Dérivées successives —. Si f € €*(I,R"™), avec k > 2, la dérivée k*™e de f sur I est
Vapplication f*) définie par : O = f et Vi e [1,k], f® = (fE-DY.

Proposition 18.12.— Espace vectoriel *(I,R") —.
Pour 0 < k < 400, (¢%(1,R"),+,.) est un R-espace vectoriel.

Proposition 18.13.— Caractérisation par le caractere ¥ des applications composantes —.
Soit b = (€1,€2,- - ,€,) une base de R™ et (fi)ie[[1 n] les applications composantes de f relative-

n
ment & cette base : pour tout ¢t € I, f(t) = Zfi(t)é;-.
i=1

f est une application de classe €% de I dans R" si, et seulement si, chaque application composante

de f est une application de classe €% de I dans R™. Dans ce cas, on a :
n

¥pe [Lkl, vtel, P =Y P e

=1

Proposition 18.14.— Composition d’applications de classe €% —.
Soient I et J deux intervalles de R, ¢ une fonction de classe €* de .J dans I et f une application
de classe €* de I dans R™ alors 'application f o ¢ est de classe €% sur J.

Proposition 18.15.— Prolongement en un point du caractére ¥ —. Soit f € F([a, ], R") une
fonction vectorielle. Si f est continue sur [a,b], de classe €* sur ]a, b] et telle que :
¥p € [1, 4], lim fP@t) =1, cR"
—a

alors f est de classe €% sur [a,b] et Vp € [1, k], f® (a) = I,

B Arcs paramétrés de classe €. Etude locale

L’objectif et Papplication principale est I'étude de courbes dans le plan euclidien orienté R?. Ceci
dit, les notions de ce paragraphe sont valables dans le cas ou n > 3. Sauf mention contraire,
si n = 2, on le suppose muni du repére orthonormal (O;7,7), et si n = 3, on se place dans le
repere orthonormal (O; 0,7, E) Si n = 3, on parle de courbe gauche; si n = 2, on parle de courbe
plane. Néanmoins, une courbe définie dans R® peut étre incluse dans un plan et donc devenir plane !

Définition : Si k € N* U {+00}, un arc paramétré I' de classe €* est la donnée d’un intervalle
I de R et d’une fonction vectorielle 7 : I — R" de classe €.
On appelle courbe associée a Uarc ' l'image de [’application 7, c’est-a-dire l’ensemble des

—
points M de R"™ pour lesquels il existe t € I tel que OM(t) = 7 (t).

Donc si n = 2, Oz@ (t) = ac(t)f—i— y(t)j, oll z et y sont des fonctions de classe €% et si n = 3, alors
—~ - = R . &

OM(t) = x(t)i +y(t)y + z(t)k, ou z, y et z sont des fonctions de classe €.

Par exemple, les cercles et les droites se paramétrent tres bien, le faire!
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Définition : On considére un arc paramétré T, défini par un intervalle I et une fonction vectorielle
F:1 — R"™ de classe €% et un élément to de I.

Un point de paramétre to € I est dit régulier si 7 (to) # 0

En un tel point, la droite dirigée par 7 (to) et passant par le point M(ty) s’appelle la tangente a
Uarc T au point de paramétre M (to).

Définition : Un point de parametre tg est dit singulier ou stationnaire si 7'(150) =0.

Voir la méthode 18.4 pour I’étude locale autour d’un point non régulier.

B Etude des branches infinies d’une courbe plane

Définition : Soit tg € R une extrémité de Uintervalle I. On dit que Uarc T présente en to une
branche infinie si tlir? | OM(t) ||= +oc. On pose OM(t) = f(t) = x(t)i + y(t)j].
—to

Si lim z(t) = « et tlir? y(t) = +oo, on dit que la droite £ = « est asymptote a la courbe.
—to

t—to
Si lim x(t) = +o00 et lim y(¢) = S, la droite y = 8 est asymptote a la courbe.
t—to t—to
. . y(®)
» Sil t)==+ tl t) ==+ f 1 t f(t) = —=.
1ﬁﬁn;)x() oo et lim y(t) 00, on forme le rapport f(¢) o)
> Si thm f(t) n’existe pas, I‘ admet une branche infinie.
—to
> Si hm f(t) = oo, T présente une branche parabolique de direction (Oy).
> Si thr? f(t) =0, T présente une branche parabolique de direction (Ox).
—to
> Si thr? f(t) = a # 0, on forme alors la différence g(t) = y(t) — ax(t).
—

Si 1thn? g(t) n’existe pas, I' présente une branche asymptotique de pente a.
—to
m Si tlir? g(t) = too, T présente une branche parabolique de pente a.
—to
m Si 1tlin;l g(t) = b, la droite d’équation y = ax + b est asymptote a arc T'.
—to

B Longueur d’un arc paramétré de classe %

Soit un arc de classe €' paramétré par :
¥ I — R? v I — R?
ou .
t — OM(t;:x(t)T—i—y(t)j’ t — OMt;:$t7+yt)f+z()k
)

Définition : Soit (t1,t2) € 1. La longueur de 'arc M (t1)M (t2) que décrit le point M(t) lorsque
t

2
t parcourt le segment [t1,ta] est le réel : / | 7'(t) || dt.
¢
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Méthodes

B Dérivabilité des fonctions vectorielles

Commencer par revoir la méthode 7?7 et la méthode 7?7, vues dans le paragraphe
consacré aux fonctions vectorielles du chapitre sur les espaces vectoriels normés de
dimension finie.

(] Méthode 18.1.— Comment montrer la dérivabilité et calculer la dérivée d’une
fonction vectorielle f de I dans R"

» Silon connait ou l'on “soupconne” [ = f/(t0), on peut utiliser la définition de la
dérivée, ol || .|| est une norme bien choisie sur R™ :
t)— f(t

CENGE

Ve > 0,dn >0, Vt € INjt —n,t + 7], —
—to

» On peut montrer la dérivabilité de chaque fonction composante ¢ — x;(t) si I'on
pose f(t) = (z1(t),...,zn(t)). Et alors : f'(t) = (2} (t),...,x},(t)). Ainsi, f est
dérivable en ¢y € I si, et seulement si, chaque fonction composante 1’est en tg.

» On peut aussi utiliser un développement limité d’ordre 1 en s’aidant de la propo-
sition 18.2. Voir les exemples de la méthode 18.2, ou on 'applique.

» Sil’expression de f est “costaud” on peut utiliser la proposition 18.10.

(0,0) si —1<t<0
tQSiD%,ﬁQCOS%) St O0<t<l1
a. Montrer que f est dérivable sur] —1,1[. f est-elle deuz fois dérivable ?
b. Montrer que f(] — 1,1[) est la réunion de (0,0) et d'une partie bornée de R® située en dehors

de la boule B(O,1).

a. Comme ¢ — t?sin 1 et t — t% cos  sont dérivables sur | — 1,1[\{0}, il en est de méme de f. On

peut méme ajouter que, les fonctions composantes étant de classe € sur | — 1,1[\{0}, il en est

ft) = f(0) 1

r— = | tsin e t cos 7 Comme chaque composante

tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, f est dérivable en 0 avec f/(0) = (0,0). On peut remarquer que

’ Y
par contre lim M
t—0 t—0

b. Vi €] — 1, 10\{0}, | f/(1)]|2 = (2tsin L — cos 1) + (2t cos L +sin1)* = 412 +1 €]1, 5.

T

Exemples : 1. Soit f ] —1,1[— R? t — { (

de méme de f. Maintenant, si ¢t # 0,

n’existe pas! Donc f n’est pas deux fois dérivable en 0.

2. Soit f: [a,b] — R™ continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Montrer que f est constante sur
[a,b] si et seulement si : Vt €]a,b], f'(t) =0.

Les n applications composantes ¢ — x;(t) de f sont continues sur [a,b] et dérivables sur |a,b[.
f est constante si, et seulement si, chacune des fonctions composantes est constante. D’apres le
cours de premiere année sur la dérivation des fonctions numériques, cela équivaut a écrire que les
n fonctions composantes ont toutes leur dérivée nulle sur |a, b[. On peut conclure.
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 Méthode 18.2.— Comment exprimer et utiliser la dérivée d’une application
bilinéaire ou d’un déterminant de fonctions vectorielles

» Dans le cas d’'une application bilinéaire B de R” x R? dans R", on applique tout
simplement la formule de la proposition 18.10. La premiere difficulté est parfois
d’identifier ’application bilinéaire.

» Dans le cas particulier d’un produit scalaire de deux fonctions vectorielles f et g
dérivables de I dans R™ : T'application ¢t — (f(t),g(t)) est dérivable sur I et on
peut appliquer sur I : [(f,9)]" = (f',9) + (f,9)-

» Dans le cas particulier d’'un déterminant de deux fonctions vectorielles f et
g dérivables de I dans R? (ce qui découle du précédent par composition):
Papplication t — Detg(f(t), g(t)) est dérivable sur I et on encore peut appliquer
sur I la formule de la proposition 18.10 : [Dets(f, g)]’ = Dets(f’, g)+Dets(f,g').

» On peut aussi utiliser I'outil des développements limités. Ainsi par exemple si f
est une fonction de classe C' de I C R dans R?, et si f(t) = (z1(t), ..., xp(t)) pour
tout t € I alors : x;(t + h) = x;(t) + hai(h) + heg, (h) pour tout ¢ € [1,p], ou
lim e, (h) = 0. Bt : f(t+h) = f(t) + hf'(h) + hé(h), ot lim €(h) = 0, en posant

le vecteur €= (€, ..., €z, ). C’est Papplication directe de la la proposition 13.2.
On généralisera cette formule & la méthode 18.4 si f € C*(I,R?).

Exemple : Montrer que, R® étant orienté par B et f et g étant deuz fonctions vectorielles,
dérivables de I dans R® alors f A g est dérivable sur I et on a sur I : [f A g]/ =f'"Ng+[fNg.

» On peut utiliser le fait que t — f(t) A g(t) est bilinéaire et donc utiliser directement la formule
de la proposition 18.10.
» On peut aussi faire une preuve directe en utilisant des développements limités d’ordre 1 :

Vet e I, Vh, f(t+h) = f(t) + hf'(t) + hé1(h) et gt + h) = g(t) + hg'(t) + héa(h),

ou &1 et & sont deux fonctions vectorielles définies dans un voisinage de 0 et tendant toutes les
deux vers 0 quand kA — 0.

f(t+h) Ag(t—+ h) se développe en la somme de f(t) A g(t), de h[f'(t) Ag(t) + f(t) Ag'(t)], de
h(f(#) A&x(h) +Er(h) A gr(t)] et h? [f'() A g'(t) +E1(t) A Ea(t)] -

Et les produits vectoriels : f(t) A €a(h) 4+ &1(h) A g1(t) et A (f'(t) A g'(t) + E1(t) A £2(t)) tendent
vers 0 quand h tend vers 0, (pour ¢ fixé). On utilise pour montrer cela les résultats du chapitre 7.
Ceci fait :

fE+h) Ng(t+h) = f(E) Ag(t) +h[f' () Ag(t) + f(t) Ag'(#)] + he(h),
oll }1L1_>H105"(h) =0.
D’apres la proposition 18.2, la dérivée de t — f(t) A g(t) est t — f'(t) A g(t) + f(t) A g'(t).

2. a. Soit n fonctions vectorielles f1, ..., fn, dérivables de I dans R".
Montrer que Uapplication t — Detg(f1(t), ..., fn(t)) est dérivable sur I.

Montrer alors que sur I : [Detg(fi(t), ..., fn(t))] = ZDetB(fl(t), B M ()}
j=1
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B Etude et construction d’un arc plan

x = z(t)
y =y(t)
» Si les fonctions x et y sont T-périodiques, il suffit d’étudier I' sur un intervalle
d’amplitude T', du type [o,a + T[NI ol & € R pour avoir toute la courbe.
» Si les fonctions = et y sont T-antipériodiques, c’est-a-dire :
{ z(t+T) = —x(t)
yE+T) = —y()
on étudie sur [, + T[NI puis on fait une symétrie de centre O pour avoir
toute la courbe.
» Si les fonctions x ou y sont T'-pseudopériodiques, c’est-a-dire, par exemple,
1K { 2(t+T) = z(t)+ K
A yt+T) = oy
on étudie sur [o, @ + T[N puis le reste de la courbe se déduit par une succession
de translations de vecteurs Ki.

) Méthode 18.3.— Comment réduire I'intervalle I de T : ,tel

Dans la suite de la méthode, on suppose que I est centré en a € R.

. z(2a—t) = x(t) o .
» Silona: alors on étudie I' pour t € |a, +oo|NI puis le
L s = S pour £ € e, ocllp
reste de la courbe se déduit par symétrie orthogonale par rapport a (Ox).
. x(2a—t) = —=z(t) - .
» Silona: alors on étudie I' pour t € [a, +o0[N] puis
L van pour # € [a, +oo[1l B
le reste de la courbe se déduit par symétrie orthogonale par rapport a (Oy).
. z(2a—t) = —x(t) o .
» Silon a: alors on étudie I' pour ¢ € |a, +oo|N] puis
{7 pour t € la oclnfp
le reste de la courbe se déduit par symétrie par rapport a O.
o wa—t) = oyl N
» Silona: { y2a—1t) = (1) alors on étudie I" pour ¢ € [a, +oo[N] puis le
reste de la courbe se déduit par symétrie orthogonale par rapport a y = x.
. z(2a—t) = z(t)+a« 1 .
» Silona: alors on étudie I" pour t € |a, +00[N[ puis
{y@a—t) = () +5 pour € [a, +ooll p
le reste de la courbe se déduit par translation de vecteur ai+ 3j.
. x(2a—t) = —z(t)+« o
» Silon a: alors on étudie I' pour t € |a, +o0[N]
ot R pour £ € g, +oo]
puis le reste de la courbe se déduit par symétrie orthogonale par rapport a
e ®
. z(2a —t) = x(t s
» Silona: alors on étudie I' pour t € [a,+oo[N]
U3t T e pour & la, +ool
puis le reste de la courbe se déduit par symétrie orthogonale par rapport a
_ B
y=s5.

Le cas le plus fréquent est celui ot a =0 (alors I est centré ent=0).
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1
Remarques : 1. On a le méme type de résultat en remplagant a — ¢t par 7

2. Le cas a = 0 correspond a z et y paires ou impaires.
3. Quelquefois (on peut le voir dans les exemples développés), on a & composer plusieurs réductions.

Il faut alors faire attention a la réduction de l'intervalle d’étude a chaque étape.

Exemples : Déterminer lintervalle minimal d’étude et les symétries éventuelles des arcs :

t
zt) = 14143 z(@) = 6 —sinf x(t) cos®t +sint
1.F12 2.F22 3.F3:
_ t? y(#) = cosf—1 y(t) sin®t + cost
vi) = 15
z(t) = cosdt z(t) = sin2t z(t) cost
4.1, : 5.15: 6. I's:
y(t) = sin®t y(t) = sin3t y(t) sin (%)

1. Ici I = R\ {—1}. Aucune période ou de parité n’apparait. On constate que x (%) = y(t) et que
y (3) = z(t). On en déduit que la partie de I'y décrite lorsque ¢ décrit I; =10, 1] [respectivement
I, = ]—1,0[ ] est symétrique par rapport & la premiere bissectrice (droite d’équation y = x) de la
partie correspondant a Jy = |1, 4+o00[ (respectivement Jo = |—o00, —1[).

Bilan : I'intervalle minimal d’étude est I; U I, on trace la partie du support de I' correspondante a

I, U I et on effectue la symétrie orthogonale par rapport a y = x pour avoir le support complet.

2. Ici pour tromper 'ennemi, la variable est 6 et non plus ¢.

z(@+27) = =z(0)+27 o . .
On a: , donc on étudie sur un intervalle du type o, a 4 27] puis le
i R vee Ip
reste de la courbe se déduit par une succession de translations de vecteurs 27i.
Comme z est impaire et y est paire, on prend o = —m, ce qui permet de considérer [—m, 7]. Ainsi

on réduit Uintervalle d’étude a [0, 7].

Bilan : lintervalle d’étude minimal est J = [0, 7], on trace la partie du support de 'y correspon-
dante & J puis on effectue une symétrie orthogonale par rapport & (Oy) et enfin une succession de
translations de vecteurs 27 pour avoir le support complet.

x(2r —0) = 27 —x(0)
y@r—0) = y(0)
chemin suivant : étude sur J = [0, 7] puis on trace la partie du support de I'y correspondante. En-
suite, on effectue la symétrie orthogonale d’axe x = 7. Il reste a faire la succession de translations
de vecteurs 27i. 11 n’y a donc pas unicité des chemins possibles pour obtenir tout I'arc.

Remarque : Le lecteur un peu doué verra que { , et il pourra faire le

3. Le domaine de définition est R. Puis 27 est une période commune a x et & y. On étudie donc I's
sur [o, @+ 27|, ol « sera choisi par les autres symétries. Puis, 7 est une antipériode pour x et y, et
on étudie donc I's sur [, a 4 7], et on complétera par une symétrie centrale de centre O. De plus,
L) -
y(z—t) = )
Bilan : on étudie puis on trace la partie de I's correspondante a J puis on effectue une symétrie
orthogonale par rapport a y = x, puis une symétrie de centre O. On obtient alors I's complet.

, et donc on centre [, a + 7] en T et on ramene étude a J = [—Z, Z].

4. Comme z et y sont 2m-périodiques, il suffit d’étudier ’arc sur un intervalle d’amplitude 2.
On remarque ensuite que 7 est une antipériode pour x et y, on étudie sur [«, a+ 7| puis on effectue
une symétrie par rapport a O. Puis on exploite le fait que = est paire et y est impaire et donc on
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m
PSSR . - X 5—t) =
réduit a [0, g] puis on effectue une symétrie par rapport a (Oz). Enfin : { Zg?, tg — ()
T - =
et on réduit encore & [0, 7/4] puis on effectue une symétrie par rapport a y = .
Bilan : on étudie puis on trace la partie de T'y correspondante & J = [0,7/4] puis on fait une
symétrie orthogonale par rapport a y = x puis une symétrie orthogonale par rapport a Oz et enfin

une symétrie par rapport a O, ce qui fournit enfin le support de I'y complet.

5. z et y sont définies dans R. L’arc T'5 fait partie des courbes de Lissajous (quand vous tracerez le
support, vous penserez au tracé qu’on a avec un oscilloscope!) On commence par remarquer que 27
est une période commune & z et & y. On obtient donc toute la courbe I's quand ¢ décrit [a, o+ 27],

ol v va étre précisé. Comme x et y sont impaires, on prend o« = —7 et on se ramene a [0, 7]. Il reste

N s . —t) = —x(

a faire une symétrie de centre O pour obtenir l'arc sur [—m, 7]. Enfin, { z(r —1) z(t) et
ym—t) = y(t)

donc lintervalle minimal d’étude est [0, 7/2]. 11 reste une symétrie d’axe Oy pour revenir & [0, 7).
Bilan : on étudie puis on trace la partie de 'arc I's correspondant & J = [0, 7/2] puis on effectue
successivement une symétrie orthogonale par rapport a Oy puis une symétrie centrale de centre
O. On a alors 'arc I's complet.

6. La plus petite période commune de x et y est 67 : 'arc est entierement décrit lorsque ¢ décrit un
intervalle d’amplitude 67, [—3m, 37] est choisi, vu la suite. x est paire et y impaire : M (—t) est le
symétrique de M (t) par rapport a ’axe des abscisses. Il suffit de tracer ’arc pour ¢ décrivant [0, 37],
puis de symétriser la portion obtenue par rapport a ’axe des abscisses pour obtenir la totalité de
Parc. Puis, V¢ € [0,37], x(37 —t) = —x(t) et y(3m —t) = y(t) : M (371 — t) est le symétrique de
M (t) par rapport & 1’axe des ordonnées. 1l suffit de tracer I’arc pour ¢ décrivant [0, %’T}, puis de
symétriser la portion obtenue par rapport a ’axe des ordonnées pour obtenir la portion de 'arc
obtenu lorsque ¢ décrit [0, 37].

Bilan : on étudie puis on trace la partie de I'g correspondant a J = [0, %’T} puis on fait successive-
ment la symétrie orthogonale par rapport & (Oy) puis la symétrie orthogonale par rapport & (Ox).
On a alors le tracé de I'g complet.

( Méthode 18.4.— Comment déterminer la tangente en un point ¢ty € I du
support d’un arc paramétré plan I' = (I, f) de classe ¢, ou f(t) = (x(t),y(t)) et
connaitre la position de ce support par rapport a sa tangente D
> Sia'(to) # 0ety'(to) # 0, M(to) est régulier et la tangente est portée par f(to).
» Sia/(tg) =0 et y'(to) # 0, M(tg) est régulier et la tangente est verticale.

» Sia/(tg) #0 et y'(to) =0, M(to) est régulier et la tangente est horizontale.
» Siz (to) =0et y'(tg) =0, M(to) n'est pas régulier. La pente de la tangente est
)

y'(t

si cette limite existe. On peut alors en déduire une équation de D.

a0
Par ailleurs, les symétries du support de ’arc permettent d’obtenir généralement
le comportement de la courbe par rapport a sa tangente. S’il faut aller plus loin,
on effectue un développement limité de x et de y, au voisinage de tg, & un ordre
suffisamment élevé (en général 3 ou 4), ce qui permet d’avoir I'allure autour de
M (tp) et la position de T' par rapport & D. Pour cela, on peut se placer dans un
repere local de centre M (tg). Voir les exemples des courbes C3 & Cs qui suivent.
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Remarques : 1. Dans le cas d’un point régulier, un développement limité de la fonction vectorielle
f au voisinage de ty peut donner expression de f'(to). De plus, on peut obtenir une équation (de
la forme y = ax + b) de cette tangente D connaissant M (tp) € D et sa direction f’(to).

2. On se retrouve obligatoirement dans une des quatre situations suivantes.

Planche 1. Point or-
dinaire, la courbe T’
reste du méme coté par
rapport a la tangente.

Planche 3. Point de
rebroussement de
premiere espece, I

Planche 2. Point
d’inflexion, la courbe

I" traverse la tangente
en O.

Planche 4. Point de
rebroussement de
deuxieéme espece, I'

reste du méme coté de
la tangente.

est de part et d’autre
de la tangente.

(Pour simplifier, la tangente est porté par ’axe horizontal, le lecteur effectuera la rotation nécessaire
dans la pratique de I’arc étudié.) Les cas de la planche 1 et de la planche 2 correspondent aux points
réguliers et la planche 1 est de loin la plus fréquente. Le cas de la planche 3 se rencontre souvent
des que M (t = tp) n’est pas régulier. Les symétries de arc permettent en général de le détecter.
Le cas de la planche 4 est plus marginal et c’est souvent 1’étude complete de I’arc ou une étude
locale soignée qui permet de le différencier de la planche 3.

Exemples : Etudier la tangente a l’arc paramétré plan au point to pour les cas suivants :

z(t) = 7 2(t) = sin’t z(t) = 2t + t*
1. C : y(t) = g 2.Cy: y(t) = cost —cos*t 3. C3: y(t) =2t — %2 ,
to:% to = 0. to = —1
z(t)=e"t -t x(t) = 3(sint — t)
4.Cy: ¢ y(t)=t3—3t+2 5.Cs: y(t) =3+t
to=1 to = 0.
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(d Méthode 18.5.— Comment connaitre la position d’une courbe par rapport a
son asymptote oblique (quand ¢ tend vers ¢, appartenant a I'adhérence de ).
» Il faut au préalable que |z(t)| et |y(t)| tendent simultanément vers +o0o quand
t — tg. Sinon, voir le résumé de cours.

t
» On détermine tlintl % Si cette limite est nulle ou infini, on est en présence
—to T
d’une branche parabolique. Si cette limite est [ £ 0, on continue.

» On détermine tlir? y(t) — lz(t). Si cette limite est infinie, on a une direction
—to

asymptotique (y = lx). Si cette limite est p finie, on continue.
» La droite A : y = Iz + p est alors asymptote oblique au support de I’arc I'. On
étudie alors le signe de y(t) — lz(t) — p.

ﬁ2
t—1
» Lorsque t — £oo, |y(t)| tend vers +oo et |x(t)| tend vers 0. Donc la droite d’équation = 0
pour asymptote verticale.

. t
Exemple : Ftudier les branches infinies de ’arc paramétré C : z(t) = 2T y(t) =

1
» Lorsque t tend vers —1, |z(¢)| tend vers +oo et y(t) tend vers -t La courbe C admet la droite

1
d’équation y = —5 comme asymptote horizontale.
» Lorsque t tend vers 1, z(t) et y(¢) tendent simultanément vers co.
On écrit alors : % = % X tzT_l =t(t + 1), quantité qui tend vers 2 quand ¢ tend vers 1.

Puis : y(t) —22(t) = t(ttjf), quantité qui tend vers 3 quand ¢ tend vers 1. Donc I' admet la droite

A : y = 2x + 3/2 pour asymptote oblique. Pour la position de A par rapport & C, on écrit :
£) — 2p(¢) — 3 — 42 3 (t=1)(2t+3)
y(t) — 2x(t) — 3 :

t+1 2 2(t+1)
C est donc en dessous de son asymptote quand t tend vers 1 par valeurs inférieures et au dessus

quand ¢ tend vers 1 par valeurs supérieures.

( Méthode 18.6.— Comment étudier puis tracer le support (dans un plan) d’un
arc paramétré

» On commence par réduire au maximum l’intervalle d’étude. Voir la méthode
18.3.

» On calcule les dérivées =’ et 3’ et on dresse le tableau de variation de z et de y
I'un en dessous de l'autre.

» On cherche les tangentes horizontales ou verticales éventuelles. On étudie la
pente de la tangente en un point non régulier avec la méthode 18.4.

» On étudie les branches infinies et notamment on recherche les équations des
asymptotes (s’il y en a). Voir la méthode 18.5.

» On peut chercher les points doubles, c’est-a-dire des valeurs t; # to telles que
M(t1) = M(t2). Les symétries suffisent parfois pour les trouver. Sinon, on
les détermine. Ceci n’est en général possible que si = et y sont des fonctions
trigonométriques simples ou des fonctions polynomiales de degré assez bas.

» On trace le support sur Uintervalle réduit (en dessinant les asymptotes et les
tangentes particulieres) puis on effectue les symétries (en respectant le bon ordre).
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x(t) = cost
y(t) = sin (%
» 2 et y sont définis sur R et on a déja développé les réductions éventuelles de ’étude. C’est
le dernier exemple qui suit la méthode 18.3. On a vu qu’il suffit de tracer 'arc pour ¢ décrivant
[0, 37”], puis de symétriser la portion obtenue par rapport a I’axe des ordonnées pour obtenir la
portion de I’arc obtenu lorsque ¢ décrit [0, 37].

Exemple : Etudier et tracer la courbe paramétrée Cg : { ) ,teR.

» On dresse le tableau de variation sur J = [0, 37“} . t 0 ™ 377r
Les fonctions = et y sont dérivables sur J. ,
Alors : Vt € J, 2/(t) = —sint et y/(t) = £ cos (%), dott le | () 0 - 0 4+ 1

tableau de variation conjoint de x et y a droite.
» Comme 2’ s’annule en t = 0 et t = 7, Cg présente une
tangente verticale en M(0) = (1,0) et M(w) = (-1, @) ; 1
. T 7 y( ) 0 /
Comme g’ s’annule en ¢t = =¢, I's présente une tangente
. 3 3
horizontale en M () et M(5) = (0,1). Y (t) L + 0

» Ici pas de branches infinies. La courbe est contenue dans un carré.

» La partie de I'arc obtenue lorsque t décrit [0, 37’7} figure
en trait fort. Pour la tracer, on part de M (0) avec une tan- ceee
gente verticale. Comme = décroit et y croit, on va vers la <
gauche tout en montant vers M (7). On arrive en ce point 1
avec une tangente verticale. Puis x et y croissent. On va T

vers la droite tout en montant jusqu’a M(%’T), ou la tan- |

gente est horizontale. Par symétrie par rapport a l’axe des 0|
ordonnées, on obtient, en pointillé, la partie de ’arc obte-
nue lorsque ¢ décrit [37“, 37r] ; par symétrie par rapport a
I’axe des abscisses, on obtient, en trait plein, la partie de

Parc obtenue lorsque ¢ décrit [—3m,0]. Au total, on bien la —1

totalité de I'arc qui est une courbe de Lissajous.
» Il y a des points doubles mais les symétries les fournissent immédiatement car en ces points, on

traverse les axes. Il s’agit d’abord du point M (7w/2) = M (37/2) = (0,1/2) et ensuite (par symétrie)
du point M (—n/2) = M(—3n/2) = (0,—-1/2).

( Méthode 18.7.— Comment déterminer la longueur d’une courbe
I — R"

Soit ’arc de classe €' paramétré par : . .
t — OM(t; =2z1(t)e1 + ... + Tp(t)én

ta
La longueur entre M (t1) et M (t2) est donnée par : /

ty

n
La longueur totale est donnée par : / Z(xﬁcf(t) dt.
I\ k=1
Il est conseillé de faire I’étude et le tracé de ’arc avant pour éventuellement utiliser les
symétries pour réduire les bornes d’intégration.
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Exercice 18.1 :
Exercice 18.2 :
Exercice 18.3 :
Exercice 18.4 :
Exercice 18.5 :
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Exercice 18.6 :
Exercice 18.7 :
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Exercice 18.8 :

Exercice 18.9 :

Exercice 18.10 :

Exercice 18.11 :

Exercice 18.12 :

m???

Exercice 18.13 :

— Ex.18.1

Enoncé des exercices

Indications

— Ex. 18.2

Ex. 18.3

_ Ex. 18.4

Ex. 18.5

Ex. 18.6

H N 322

CHAPITRE 18



Ex. 18.7

Ex. 18.8

Ex. 18.9

— Ex. 18.10

— Ex. 18.11

— Ex. 18.12

_ Ex. 18.13
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Corrigé des vrai/faux

1123|456 |7|8|9|10]|11]12| 13| 14
F|F|F|F|F|V|F|V|F|F |F |V |F|F

1. Attention, une partie imaginaire est un réel!

3. Soit S la somme de deux complexes z1 et zo et P son produit. Les deux complexes sont solutions
de I’équation z2 — Sz + P = 0, on peut le voir en développant (z — 21)(x — 22). On a le résultat. Il
suffit de considérer I’équation x? + = + 1 = 0 dont les racines sont j et j2. Ona S = —let P = 1.
Pourtant j et j2 ne sont pas réels.

4. Prendre a =1 et b = i. L’assertion est donc fausse. Pourtant si on impose a a et b d’étre réels,
elle serait vraie!

5. 0 n’a pas d’argument, devons-nous I’écrire 7 Ben oui, on I’a écrit !

6. Des que la différence des arguments est un multiple de 27, si leurs modules sont les mémes, ils
sont, égaux. L’assertion est vraie.

9. Par exemple, e™ € U et il n'existe pas (k,n) € Z? tel que €27/ = e,

10. Ne jamais écrire v/i. L’assertion n’a donc pas de sens. Elle est considérée comme fausse.

11. Attention, j = e?27/3.

13. C’est faux sauf si a, b et ¢ sont réels.

14. 1l y a une infinité de solutions! En effet, si on pose z = = + iy avec (z,7) € R?, on peut écrire
et = e = —1 = '™ et cela donne x = 0 et y = 7 + 2km. Les solutions de I’équation sont
tous les complexes de la forme z = i(7w + 2km), k € Z.

B Quelques piéges a éviter

W Erreurs classiques

— Oublier d’écrire (ou de vérifier) que z doit étre non nul avant de considérer Arg (z).

— Prendre la partie imaginaire d’'un complexe en gardant i en facteur.

— Ecrire |z| = 2z & la place de |z|2 = 2z

— Oublier que |z+2'| = |z|+]7'| est équivalent & lexistence de A > 0 tel que 2’ = Az.

— Donner I'impression de découvrir j = 5 pour la premiere fois et ne pas avoir le
réflexe d’écrire que j = j2 et 1 +j + j2 = 0.

— Ecrire \/z pour désigner la racine carrée de z, ce qui ne veut strictement rien dire
car il y a en général deux racines carrées distinctes.

— Oublier, quand on calcule les racines 7™ d’un complexe non nul, d’ajouter 2km
a l’argument de ce dernier avant de diviser par n.

— Oublier que si les trois quantités a, b, ¢ sont réelles, ’équation az? + bz 4+ ¢ =0
dans le cas ou A < 0, admet deux solutions complexes conjuguées.

— Dire par contre que I’équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions complexes
conjuguées dans le cas ot 'une au moins des trois quantités a, b, c n’est pas réelle.
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Corrigé des exercices

__ Exercice 18.1

__ Exercice 18.2

__ Exercice 18.3

__ Exercice 18.4

__ Exercice 18.5

__ Exercice 18.6

__ Exercice 18.7

__ Exercice 18.8

— Exercice 18.9
— Exercice 18.10
— Exercice 18.11
— Exercice 18.12
— Exercice 18.13
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