EXERCICES. 2TSI
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Révision : algebre linéaire

B Opérations sur les matrices. Systémes linéaires

. . i -1 1 —1i
1. Calculer le produit matriciel de A = < 1 > par B = ( 1—i 14 > .

2. Calculer le produit matriciel :

1 0 1 -2 1
(11)(02 31 _1> -1 1 =2 10 (_31)
0 2 1 0 2

Résoudre les systemes suivants en utilisant les opérations élementaires sur les lignes :

[\)

r+2y—3z = -1 2r+y—2z = 10 r—3y+7z = —4
3r—y+2z = T r+y+4z = -9 | r+2y—3z = 6
S8r+2y—2z = 9 Tr+by+z = 14 Tr+4dy—z = 22

Résoudre le systéme suivant en utilisant les opérations élementaires sur les lignes, ot (a,b) € R?

r+y+4z4+4t = a
3xr+y—4z+6t = 0
r—4z+t =0

Exercice 04

Calculer A™ pour tout n € N avec A = (

[N R

2
0
binéme de Newton).

Exercice 05

Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n antisymétriques.
Les matricesAB — BA et (AB — BA)? sont-elles symétriques ou antisymétriques ?

W

5
4 —

w

Calculer A™ pour tout n € N avec A = (

0 1
Soit A = 1 1 | . Calculer A? et vérifier que A2 = A + 215, ou I3 est la matrice identité.
1 0

o= O

En déduire que A est inversible et calculer A1,

) de deux manieres (par récurrence et par la formule du
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Exercice 08

2v4+2y+32z = 1 2 2 3
On consideére le systéme : (.5) x+y+4z = —1 .Inverser lamatrice A=| 1 1 4 | par
r—2y+z = 0 1 -2 1
la méthode de Gaug-Jordan et en déduire la solution de ().
2 2 3
Soit de nouveau A = 1 1 4 |. On rappelle que Det A est le produit mixte des trois vecteurs
1 -2 1

colonnes de A et Tr(A) désigne la trace de A, c’est-a-dire la somme des éléments de sa diagonale principale.
Trouver « € R tel que : A% — Tr(A) A2 + a A — Det (A) I3 = 03, ot1 03 est la matrice nulle.
Retrouver l’expression de A~!.

Exercice 10

On suppose A € M,,(K) tel que A? soit une combinaison linéaire de A et de I,,.

1. Montrer que AP, pour tout entier p, est également une combinaison linéaire de A et de I,,.

2. Application : soit A = J,, — I, avec J,, la matrice Attila (habitée par les uns) avec n > 2.
Montrer que A? = (n — 2)A + (n — 1)1I,,. Calculer A3 en fonction de A et de I,,.
Montrer que A est inversible et expliciter A™1.

B Espaces et sous-espaces vectoriels, somme de deux sous-espaces vectoriels

Exercice 11

G={fecAR,R), f(1) = 1} et H = {f € AR, R), f(1
R?

~—

= 0} sont-ils des sous-espaces vectoriels sur

Exercice 12
Les sous-ensembles de R3 suivant sont-ils des sous-espaces vectoriels de ’espace vectoriel réel R? :
p 1%

By ={(z,y,2) € R®, 24+2y+3z = 0}, Es = {(z,y,2) € R, |z| = |y|}, B3 = {(x,y, 2) € R?, z4y+2z > 0}.

Exercice 13

Soit L = {f € C°([a,b], R), FA > 0, Vz € [a,b], |f(z)| < A|z|}.
Montrer que L est un espace vectoriel sur R.

Exercice 14

F = {(z1, 22) € C?% 23 = 21} est-il un sous-espace vectoriel de C? espace vectoriel sur C? Est-il un
sous-espace vectoriel de C? espace vectoriel sur R ?

Exercice 15

Soit A= {f € A(R,R), f(0) =0} et B={f € AR,R), f est constante sur R}.
En remarquant que pour tout z € R, f(z) = f(x) — f(0) + f(0), montrer que A et B forment deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires de A(R,R).

I

Exercice 16

A est un polynéme non nul fixé de R, [X] et F' = {P € R,[X], A divise P}.
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R, [X] et en trouver un supplémentaire.
Indication : on pourra penser & la division euclidienne de P € R, [X] par A.



3sur 6

Exercice 17

|

Dans E espace vectoriel sur K, on considere F', G, H trois s.e.v de E.
Montrer 'implication : F C G = F+ H C G+ H.

B Familles libres, génératrices, bases

Exercice 18

Dans K*, espace vectoriel sur K, on consideére :

wl = (152? 170)v U_jQ = (_15 1a 17 1)a U_j?) =

—~

2,-1,0,1), @y = (2,2,2,2).
Montrer que la famille {;, Ws, Ws) est libre. La famille {1, Wy, W3, Wy) est-elle libre ?

Exercice 19

Dans R?, espace vectoriel sur R, soit @ = (1,—1,1), ¥ = (0,—1,2), & = (1,-2,3) et F = (4, ¥, @}.
1. La famille F est-elle liée ?
2. Déterminer une base de Vect(F).

Exercice 20

Trouver une base de F = {(z,y,2,t) ER* 2 +2y —z=2—y =t =0}.

Exercice 21

Montrer que {(u,) € RN, ¥n € N, up 19 = 3uni1 + 2u,} est un espace vectoriel sur R.
Trouver une base de cet espace vectoriel.

B Dimension d’un espace vectoriel

Exercice 22

Soit G = {(z,y,2) € R3, z + 2y + 2 =0}.
1. Trouver une base de G.

2. On reprend les notations de I'exercice 20. Montrer que G = Vect(F).

Exercice 23

La famille {QO) Qla QQ? Q?ﬂ Q4} de R?)[X] .
Qo=3Q1=2X,Q:=X"+X,Q3=X Qi=X>+1
est-elle une famille libre, une famille génératrice, une base de R3[X]?

Exercice 24

Soit E = {P € Ry[X], I (a,b,c) € R3, P=a+ (2a — 3b) X + cX?}.
Montrer que E est un espace vectoriel et en donner une base. A t-on E = Ro[X]?

Exercice 25
Dans R%, on considere la famille de vecteurs :

171 = (17 17 1a 1)7 172 = (07 1a2a _1)7 63 = (1707_27

W

), U4 = (2,1,0,—1), U5 = (4,3,2,1).

Ces vecteurs forment-ils :

e Une famille libre ? Sinon, donner des relations de dépendance entre eux et extraire de cette famille au
moins une famille libre et éventuellement une base de R*.

e Une famille génératrice de R* ? Si oui, extraire au moins une base de R*.

T.S.V.P —
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Exercice 26

On rappelle que S3(K) (resp. A3(K)) est ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de
M3 (K). Trouver dim S3(K) et dim A;3(K).

{(1,2), (=1,1)} est-elle une base de R? ? Si oui, trouver les composantes de (1,1) dans cette base.

1. Montrer que P = X3 + X2 — 2 posseéde une unique racine réelle. On note a et b les deux racines
non réelles de P.

2. 0npose:L,=(X-1)(X-b),L,=(X—-a)(X—-1), L1 = (X —a)(X —D).
Montrer que la famille (L,, Ly, L) est une base de Co[X].

3. Trouver R € C3[X] tel que : R(1) =1, R(a) =b et R(b) = a.

Dans R3, on considere la famille @ = (1,1,2), % = (1,2,a), 13 = (—1,a,2), 74 = (1,2,3).
Etudier si cette famille est libre ou génératrice de R3 en étudiant le rang de la matrice des vecteurs
colonnes associé.

Dans M3(R), on consideére F' I'ensemble des matrices de la forme ( .

. 2
b —a ),ou(a,b)eR et G

a  3d+V .
_b/ _2a/ + b/ > , ou (alvb/) € Rz'
Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de Ms(R). Puis que M2(R) = F & G.

Trouver un supplémentaire dans R* de G = {(z,y,2,t) ER*, v +y — 2+t =2 — 3y — 22 = 0}.

Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R3 engendrés respectivement part, d’une part les vecteurs
(2,3,-1), (1,-1,-2) et (3,7,0), (5,0, —7) d’autre part.

1. Déterminer une base de F' et de G

I’ensemble des matrices de la forme (

2. Déterminer une équation qui caractérise F.
3. Montrer que F' = G.

B Applications linéaires. Lien avec les matrices

Parmi les applications suivantes, lesquelles sont linéaires :
fi1:R2 =R, (v,y) =22 —3y. fo:R> > R2 (z,y,2) =~ (v +2y — 2, 2 +y— 32).

f3:R2 = R% (z,y) = (22 +2y, 2 —y). f1:R3 = R% (2,9,2) = (z+y+z,2+y—2z+1).



5 sur 6

Dans chacun des cas suivants, a t-on un endomorphisme de C2(R) ?

¢ [r = y()] = [z =y (2) + 2y (2) + 2021y(2)], ¢ : [x — y(z)] = [z — ¢/ (z) + 2021y3(2)].

On pose E = Vect(x — 1, z — sinz, z — cosz).
1. La famille (1,sin, cos) est-elle une base de E 7
2. On pose d(f) = f'. Montrer que lapplication d est un endomorphisme de E.
3. Montrer que d* + d = o.

4. Ecrire la matrice M de d dans la base (1, sin, cos). Retrouver d® + d = o en usant de M.

On pose f(P) = (2X +1)P — (X2 —1)P’ avec P € R[X].
1. Montrer que f est linéaire de R[X] dans R[X].

2. Calculer f(1), f(X) et f(X?). Montrer que f est un endomorphisme de Ry[X].
Ecrire la matrice de f dans la base canonique de (1, X, X?).

Dans E = R? rapporté & une base B = (ey, €2, €3), déterminer le noyau et I'image de 'endomorphisme ¢

1 -2 2
dont la matrice Mp(¢)est: [ 1 —1 3
5 —8 12

Soit A € M, (R) et f définie sur M, (R) par: f: X — —X + (Tr(X)) A.
1. Vérifier que f est une application linéaire.
2. Montrer que si Tr(A) # 1 alors f est bijective.
3. On suppose Tr(A) = 1. Montrer que Ker f = Vect (A) et Im f = {X € M,,(R), Tr(X) = 0}.

FE et F étant deux espaces vectoriels sur K, on considere ¢ et 1) deux applications linéaires de E dans F.
Montrer les inclusions : Im (¢ + 1) C Im ¢ + Im ¢ et Ker ¢ N Kerp C Ker (¢ + ).

Dans FE, espace vectoriel sur K, on considére deux endomorphismes ¢ et 1) qui commutent : ¢ o) = 1 0 ¢.
Montrer que Im ¢ et Ker ¢ sont stables par ¢, c’est-a-dire : ¥)(Im @) C Im ¢ et (Ker ¢) C Ker ¢.

Dans FE, espace vectoriel sur K, on considére deux endomorphismes ¢ et 1) qui commutent : ¢ o1 = 1 0 ¢.
Montrer 'implication : E = Ker ¢ & Kert) = [Im ¢ C Kerv et Im C Ker ¢].

T.S.V.P —
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Soient f € L(R? R3) et g € L(R? R?) définies par leurs matrices respectives A et B par rapport aux

2 1
bases canoniques de RZ et de R®. Onpose A= 1 1 et B= ( 1 _11 } ) .
1 -1

1. Déterminer une base de Ker f et une base de Ker g.
2. Etudier 'injectivité et la surjectivité de f et de g.

3. Déterminer la matrice de h = f 0 g dans la base canonique. h est-elle bijective 7

Dans E = R? rapporté & une base B = (e, ea,e3), déterminer avec des opérations élémentaires une

-2 3 1
équation de I'image de I’endomorphisme ¢ dont la matrice Mg(¢) est : 5 1 0
4 11 3

Existe t-il des applications linéaires injectives de R? dans R ou surjectives de R sur R??

On fixe a et b deux réels distincts. Et soit F' = {P € R,[X], P(a) = P(b) = 0} et ¢ l'application de
R, [X] dans R, [X], qui & P associe P(a) X + P(b).

1. Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel de R,,[X], donner sa dimension.
2. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de R,,[X]. Trouver Ker ¢ et Rg (¢).

-2 6 -3
1
Soit ¢ € L(R3) de matrice Mp(¢) = - 6 3 2 dans B = (e1, e, €3).
-3 2 6
Et on pose la base B’ = (e} = e; — 3es, e = ea + 2e3, e5 = —3e1 + 2e3 — e3).

1. Calculer ¢(e}), ¢(eh),¢(es) en fonction de €}, b, e5. En déduire la matrice Mp:(¢) de ¢ dans B’.
2. Ecrire la matrice de passage P de B & B’ et calculer son inverse P~. Retrouver Mp ().

3. Calculer pour tout n € N, [Mg/(¢)]" puis écrire [Mp(¢)]" sous forme du produit de trois matrices.

Ecrire la matrice P de la projection sur F = {(z,y,2) € R®, 2 = y = 2z} dans la direction de
G ={(x,y,2) €ER®, z+y+2=0} et celle Q de la projection sur G dans la direction sur F.

Vérifier ensuite que P + Q = I3.

2 -1 0 1
, . 1 -1 2 01 . 4
Montrer que I’endomorphisme p de matrice 3 0 0 0 0 dans la base canonique de R* est une
1 1 0 2

projection vectorielle dont on donnera les éléments caractéristiques.

Ecrire la matrice de la symétrie vectorielle par rapport & F = {(x,y,2) € R®, x = y = 2z} dans la direction

de G = {(z,y,2) e R®, 2 +y+ 2 =0}.

1 -2 -2

Montrer que I’endomorphisme s de matrice - | —2 1 =2 dans la base canonique de R? est une
-2 -2 1

symétrie vectorielle dont on donnera les éléments caractéristiques.



