EXERCICES. 2TSI e

Séries numériques

B Etude de convergence de séries par calcul de leur somme

1
Soit la série de terme général u,, =In |1 — 2) définie pour n > 2.
n

Montrer que u,, peut s’écrire sous la forme u,, = ¢(n) — ¢(n — 1), olt ¢ est & déterminer.
n —+oo

En déduire la somme Z uy, puis la somme de la série Z Up,-

k=2 n=2

+o00 _
Montrer enfin que R, = Z Up ~ o quand n tend vers +oco.
k=n+1
(n—1)(n+1)

1
Starter : on commencera par écrire 1 — — sous la forme —.
n n

1 1

Soit a un réel strictement supérieur a 1 et on pose : u,, = = 1) + 1" e pour tout n > 2.

- 1 1
1. Calculer 1;2 <(k’—1)0‘ — k:a> et montrer que :

n
1 1 1
S, = =l —
2,0 =1 e e

En déduire que la série de terme général u,, converge en calculant sa somme.

2. Déterminer un équivalent simple de S — S, en factorisant par —.
n

B Etude de séries alternées

Etudier la convergence de

puis trouver une valeur approchée de sa somme & 1073 pres.

Starter. Eh oui, il faut vous munir d’une calculette !

—-1)"1
Nature de la série Z ()711”

n>1
Starter. Faire un développement limité ou tenter le théoreme spécial des séries alternées ? La est la ques-
tion (dirait un dramaturge anglais célebre). On penchera pour la deuxiéme piste. La série est clairement
alternée. On tente d’appliquer alors le théoreme spécial des séries alternées. Le point délicat de ’exercice
Inn

—Inn

n—1Inn

est le caractere décroissant de ( ) (qui est clairement positive et de limite nulle).
n

T.S.V.P —
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B Etude de séries 3 termes positifs

Etudier la convergence des séries (o € R) :

+n+l . ) s
S D Lo Bo0-3) Bt

n>2 n>0 n>1 n>1

DL S EAEERLE wy VNS o] (ERSTVERENEIE B o

n=1 n=1 nz1 n>0 n>1

Starter : On peut trouver des équivalents ou des majorations. Pour la cinquiéme série, utiliser sinz < x.
Pour la neuviéme série, on fera un DL en 1/n.

Etudier la convergence et trouver la somme éventuelle de la série g n3~".

n=0
+oo —+oo

Starter : Pour le calcul de la somme, remarquer que Z n3~ " = Z(n +1)37" L,
n=0 n=0

= arctan a — arctanb.

Vérifier que V(a,b) € RZ, ol b < a : arctan 1a+ "

- . . 2
Etudier la convergence puis trouver la somme éventuelle de la série E arctan (2 .
n

n>1
Starter : On cherchera a et b tels que a — b =2 et 1 + ab = n?.
- . - 1
Etudier la convergence et la somme éventuelle de la série Z T
n>2
Starter : O tat ! ! ! !
rter : On pourra constater que =—|——- .
P M1 2\n-1 n+t1

On pose : Vn €N, g, : t = Int — arctant — nw. Montrer : Vn,3!z, € R gn(xn) =0.

Montrer alors : Vn € N, z,, > ™. En déduire la nature de la série Z —
n>=0 Tn

—nm

Starter : On utilise le T.V.I au départ puis on remarquera que Z e est une série géométrique.

Soit n € N* et p[n] le nombre de chiffres de n dans son écriture en base 10.
p[n]

, calculer sa somme.
+1)

Apres avoir vérifié la convergence de Z
n(

n>=1
Starter : Si n = ay...app, alors n = a;10PM=1 + .+ a,,110°. Les chiffres ay, ..., ap[, sont dans [0, 9]

avec a; # 0. On remarquera alors que : 10°P"-1 < n < 10717,
1

n(n+1) T n on+l
télescopage la somme partielle d’ordre 10™ — 1, puis la limite de la suite de ces sommes partielles. En
chemin, il faudra calculer p[n] — p[n — 1] qui vaut 0 sauf si ... ?

Pour le calcul de la somme, on utilisera la (classique) égalité : pour calculer par
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B Etude de séries a termes quelconques

Préciser pour quelles valeurs de x, les séries de termes généraux :

z" sin(nx
Up = ——=, Uy = %, wy, = ™ cos(nd)
vn n
sont absolument convergentes.
. iy » n(2+i)"
Etudier la convergence de la série de terme général u,, = ———, n > 1.
2n

1. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a et b réels pour que la série de terme général

Up = /N + av/n+ 1+ by/n + 2 converge.
Indication : Il s’agit de faire un développement limité du terme général u,, quand n tend vers +oo.
On fait < apparaitre > la quantité % C’est very classique! Pousser le DL a l'ordre 2.

2. Pour les valeurs de a et de b obtenues, calculer la somme de cette série.

Indication : On remarquera que u,, s’écrit comme la somme de deux différences consécutives.
n

Plus précisement, S,, = Z (\/E —Vk+ 1) + Z (\/k +2—Vk+ 1) )
k=0 k=0
3. Trouver un équivalent simple du reste d’indice n.

a > 0, étudier la convergence de la série de terme général u,, =

Starter : On pourra faire un développement limité en 1/n.

Par ailleurs, on rappelle que E (=1)"|vy,| est une série convergente si |v,,| décroit vers 0.
n>1



