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MATHEMATIQUES

| EXERCICE 01 |

1. Montrons par récurrence que pour tout n € N, u,, €]0, 1].
Initialisation g €]0, 1] et u; €]0, 1].

(/1 + /) et

0<u, <1=0</up <let0<up1 <1=0< /Uit <1 =0< JfUnit+un <2

N |

Transmission Supposons n = 0 et u, €]0, 1] et uyp11 €]0,1[. Alors uy4o =

= Up42 E]O, 1[

2. Pour tout z €]0,1[, vz > r o r >’ sr—22 >0 2(1 —2) > 0.
Comme z et 1 — = sont positifs, on a bien le résultat.

3-a Supposons u, < Upi1. Alors v, = min (uy, Unyr1) = Uy,. De plus,

(Up, + Up) = Up.

| =

(V1 + Vn) >

(un+1 + un) 2

DN | =

Unp42 =

1
2
Donc vy,+1 = min(tp41, Un+2) qui vaut soit tp41 = Uy, SOit Upto > U, et dans tous les cas, vp41 = Uy, =
Up-
3-b Supposons U, 11 < Uy. Alors v, = min (U, Upi41) = Upt1-
De plus,

1

1
(\/ Un+1 + vV un) P> 5 (unJrl + un) P> 5 ( n+1 + un+1) = Un+1-

DN | =

Up+2 =

Donc vy41 = min(Upy41, Upt2) = Untr1 = Up.
3-c Conclusion : la suite (v,,), est croissante car dans tous les cas, pour tout n € N, v, 11 = vy,.

4. La suite (vy,), est bornée car appartient a ]0, 1.
De plus, elle est croissante donc convergente vers [ €]0, 1].

5-a Supposons u, < Upy1. Alors /v, = /u,. Or,

\/ Un < Un+1l = Un42 = (\/ Un+1 + vV un) P

Et donc /v, < upta.
De méme, comme 42 > u, et donc /un12 = \/Un, 0N a :

(2v/t) = v/t

N | =
N | =

1
\/Un < Vv Un+1 = Upy3 = 5 (\/un+2 + iV unJrl) = (\/ Up, + RV un) =V Un-

Donc upt3 = /Un = /Un. Enfin, v, 10 = min(u,43, Unt2) qui vaut soit w13 = /Un SOit Uppo = \/Un.
Donc dans tous les cas, vy 11 = /Un.-

5-b Supposons u, = Un41. Alors /v, = \/unpt1. Or,

N

(2y/nt1) = i,

N | =

1
Unt2 = 5 (VU1 + Vun) >

Et donc /v, < upta.
De méme, comme 42 = Unp41 €t donc /upya = /Unt1, O a :

(Vs + virt) > 3 (e + vimeD) = Vil

N =

Up43 =

Donc upn+3 = /Un. Enfin, v,19 = min(u,43, Unt2) = /Un-
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6. Partons de pour tout n € N, v, 12 > /v, et comme (v,,) tend vers [, par continuité de V5

I>Vi=1>1.

Comme [ < 1,1 =1.

7. On a pour tout n € N, v,, < u,, <1 et d’apres le théoreme des Gendarmes, comme lirf v, = 1, on
n—-+0oo
a bien: lim wu, =1.
n—-+oo

| EXERCICE 02 |

1
1. Ona: f(1) =arcsinl + 2arctan0 = g et f (2) = arcsin 0 + 2arctan 1 = %

2. e f; est définie si et seulement si 2z — 1 € [—1,1] donc pour z € [0, 1]. C’est le domaine de définition

de fl-

1-2z
e f5 est définie si et seulement si

>0etx#0.

x
ler cas : > 0 et alors 1 — z > 0 ce qui donne z €]0, 1].
2ccas:x < 0etalorsl —z<0etdonczx>1. Alors x € (.
Ainsi le domaine de définition de fs est ]0,1].
e Le domaine de définition de f est I = [0,1]N]0, 1] =]0, 1].
v/ (x)

3-a Comme (arcsinu(z)) = ——=— avec u(z) =2z — 1, on a:
1 —u?(x)

2 1

vz €]0,1], fi(z) = V(12 Vi-a2

/
1—
De méme, (arctanv(x)) = 1:1(;2:3) avec v(z) = . .
1 z 1—a\ 1
Et o'(z) = - =— . Alors :
v'(x) 5 X 1mx( - ) PP g ors
1 1 1 -1
vz €]0,1], fi(z) = —2 x — 9 - .
10,1, f2(@) 20V — 22 14 -z 20V — 22 VT — 22
x

Donc f/(z) = 0 pour tout = €]0,1[ et donc f est constante sur |0, 1[. Par continuité, elle I'est aussi sur I
et d’apres 1, cette constante est 7.
3-b Comme z €]0, 1], z peut s’écrire cos? a.

De plus, pour a € [O, g , on a bien cos? « € [0, 1[. Alors :

fi1(cos? a) = arcsin(2 cos? a — 1) = arcsin(cos 2a) = % — arccos(cos(2a)) = g -2«

car 2a € [0, 7]. Puis :

2
1 —cos?a sin” a
f2(cos® a) = 2arctan |/ ————— = 2arctan -— = 2arctan Vtan® a = 2arctan | tan a| = 2a
cos? o cos? a

car tana > 0 et a € [07 g{
Il reste & écrire f(x) = fi(cos? @) + fa(cos? a) = g — 20+ 20 = g




