Correction DS N°01 Lsur 3

MATHEMATIQUES
| EXERCICE 01 |

1. o Comme 1+iV3 =2¢€'5 et 1 —i/3 =2e7'5,
C14i0V3 268 2

u = = _ — T
1—iv3  2e's
e Commel—i=+12e¢% et 1+iV3 = 2¢'%
1—i V2e tE 1
v = = — = 2 2e 12,
1+iv3  2e's
2. o Posons z =re', alors 26 = r0¢? = ¢ = et +i2kT  (ela entraine :
2 3k
r=1et 66:§+2kwér:1et0:g+7ﬁ,ke [0,5]
Cela donne :
S = {ezg, € el ezlgﬂ,ellgw,ell%ﬂ}
e Posons z = et alors 24 = r4 el = 272¢7i15 = 273115 +i2k7_(ela entraine :
T 1 —Tr  kw
=2 Fetd= —— +2%kn=>r=2"Set=——+—, kec[0,3
rmere T ¢ B 2 10,3]
Cela donne :

| EXERCICE 02 |

-1 3 -
1. On a: A = =3 < 0 et les solutions sont - + zg On reconnait j et j.

2. Doncl+j+j=1+j+42=0.Deplus, j=j2etj=—-1—jet —1—j=j.
3. Powr P=X?+X+1,P(X>)=X*+X%2+1et
PX)PX-1)=(X?+X+1)(X-1)?+X-14+41)=(X’4+X+1)X>-X+1) =X+ X2 +1.
4. Déja le poynome nul vérifie (E). Puis si P = ag # 0, P(X?) = ag et P(X)P(X — 1) = a. Alors :
a% =ayg=ag=1.
En conclusion, seuls les polynémes constants égaux & 0 ou 1 sont solutions de (E).
5. Si P est de degré 0, alors P = 1. C’est réglé.
Supposons n > 1 et posons P = a, X™ + Q,, avec @,, de degré inférieur ou égal & n — 1 et a,, # 0. Alors
P(X?) = a, X?" + Q,(X?). Et Q,(X?) est de degré au plus 2n — 2. Puis
P(X)P(X —1) = (an X" + Qn(X))(an(X — 1)" + Qn(X — 1)) = a2 X?" + Z,,(X),
ou Z, est de degré au plus 2n — 1. En identifiant, a, = a% et donc a,, = 1.

6. Supposons « une racine de P avec deg P > 1. Comme P(a) = 0, on a P(a?) = 0 et donc o? est une
racine de P.

A n n+1
Si I'on suppose que o a?

aussi. D’ou le résultat.
27’1

. ny 2
est une racine de P, alors (a2 ) =

7. Si « est une racine de P de module différent de 0 et de 1, comme o est une racine de P, pour tout
n, nécessairement ce nombre de racines est fini (au plus le degré de P.) Or les modules des complexes
a?" sont alors tous différents, ce qui est absurde. Dons soit o = 0 soit a est de module 1.

Par contre si P est nul, tous les complexes sont alors racines.

8. Sil'on pose z = 1+ a, P(z?) = P((1+ a)?) = P(1+ a)P(a) = 0 donc (1 + )? est encore une racine
de P. Donc, 1 + @ =0 ou |1 4+ a| = 1. Alors soit o = 1, soit :

N+af?=0+a)1+a)’=1+a+a+|af?=1=a+a=-1

1 3 -
si|a)? =1. Alors a = —3 ii% et c’est j ou j.

En conclusion, les racines de P sont 0, —1, j et j2 = j.



2sur 3

9. On peut remarquer d’apres la question précédente que si P une solution non nulle de (E) alors elle

est de la forme P = X™ (X + 1)"2(X — j)™3(X — j)™, ou ny, na2, ng et nyg sont quatre entiers naturels
éventuellements nuls. I s’agit maintenant d’identifier P(X?) et P(X)P(X —1). Dune part,P(X?) vaut :

X2 (X2 4 1)m2 (X2 — j)me (X2 — )™
D’autre part, P(X — 1)P(X) vaut :
XX + 1) (X — )" (X = )" (X = )M X2 (X =1 — )" (X —1—j)"™.

C’est-a-dire :

XX+ 1) (X = )" (X = )" (X = )™M X2 (X + )" (X + )™
Ou encore :

XM (X 4 1) (X = 1) (X — )" (X + ) (X = )™ (X + ).
. Or, j2 =j et j2 = j. On en déduit que :

(X2 =) = (X2 = j2)m = (X — )" (X +j)" et (X2 — )™ = (X2 — %)™ = (X — )" (X + )™

En identifiant, 2n; = ny + no, no = ny = 0 etnz = ngy.
Il reste les polynomes de la forme : P = (X2 + X +1)", n € N.

[ EXERCICE 03 |

1. g est dérivable car c’est la somme et le produit de fonctions dérivables sur [a, b].
Par ailleurs, g(a) =0 et g(b) = 0 car f(a) = f'(a), f(b) = f'(b).

2. Alors pour tout @ € [a,b], ¢'(x) = (f"(x) — /() + f(2) — f(2))e” = (f"(x) — [(x))e*.
On utilise le théoreme de Rolle. Comme g est continue sur [a,b] et dérivable sur [a,b] donc sur ]a, b, il
existe ¢ €]a, b[ tel que :

g'(¢) = 0= (f"(c) = fc))e* = 0= f"(c) = f(c).

| EXERCICE 04 |

On considere la fonction f: C\ {—1} — C définie par : Vz € C\ {-1}, f(2) = z _1__ 1
z

On rappelle que iR = {z € C, Re (z) = 0} désigne I'’ensemble des nombres imaginaires purs, et on pose
U ={z € C, |z| = 1} 'ensemble des nombres complexes de module 1.

Partie A - Lieux de points

1. Soient les nombres complexes a =1, b= -3 et ¢ = %(—3 + 2iV/3).

Calculons f(a), f(b) et f(c) et montrons que les points A, B et C' d’affixes respectives f(a), f(b) et f(c)
forment un triangle équilatéral.

On a rapidement : f(a) =0, f(b) =2, f(c) =iV3+1=2¢€'5.

On a immédiatement AB = AC' = BC = 2 et 'angle entre AC ot AB est /3. Ainsi, (ABC) forme un
triangle équilatéral.

2. Ecrivons le lieu des points M d’affixe z tels que f(z) e U.

Il s’agit des z # —1 tels que |z — 1| = |z+1]. Si D(1) et E(—1) alors M parcourt la médiatrice du segment
[D, EJ.

On peut le retrouver par le calecul : |z — 1| =|z+ 1| (z-1)(z-1)=(z4+1)(z4+1) < 2z+z=0.
Cest i R.
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3. Ecrivons le lieu des points M d’affixe z tels que |f(z)| = v/2.

On s’inspire du développement précédent :
lz—1=V2z+1e(z-1DZ-1)=20=+1)E+1) 22 +32+62+1=0.

Pour ceux qui connaissent, il s’agit du cercle : (z + 3)2 + 9% = 8 soit le cercle de centre (—3, 0) et de
rayon /8.

Partie B - Etude d’une suite récurrente

1-a. e Montrons que ’équation f(z) = 1 n’a pas de solution.
En effet, sinon, 2 — 1 =z + 1 et donc —1 = 1, ce qui est absurde.
e Montrons que pour tout nombre complexe w # 1, 'équation f(z) = w admet une unique solution, que
I’on exprimera en fonction de w.
14w
Onécrit: fz)=wez-1l=w(z+1) e z= IL
—w
1-b. La fonction f est-elle injective ? Surjective ?
La valeur 1 n’est pas atteinte et f n’est pas surjective. Par contre, la restriction de f de C\{—1} — C\ {1}
est bijective. Par conséquent, f est bien injective.
1-c. Montrons que pour tout nombre complexe z € C\ {—1,0,1},on a: f(z) € C\ {-1,0,1}.
Ona: f(z)=-1<z2z=0et f(z) =0« z=1. Et —1 ne sera jamais atteint. Ainsi, pour tout nombre
complexe z € C\ {-1,0,1},ona: f(z) € C\ {-1,0,1}.
. c s . P U()E(C\{—l()l}
2. D 1 t dere 1 t défi : »
ans la suite, on consideére la suite (u,)nen définie par { ¥n €N, i = flun)
2-a. Résolvons I'équation f(z) = z.
z—1

C’est-a-dire = z ou encore 22 = —1 et donc z = =i.
z
2-b  Que dire de la suite (u,,) si ug € {—i,i}7?
On a f(—i) = —i et f(i) =4 donc si ug = i, (u,) est la suite constante de valeur 7 et si ug = —1, (u,) est

la suite constante de valeur —i.

2-c Siug ¢ {—i,i}, alors pour tout n € N, u,, ¢ {—i,i}.

En effet, d’apres la question précédente, I'image réciproque f~1(i) est {i} et I'image réciproque f~—1(—1)
est {—i}.

Ona:ugé{—ii} < u = f(u) ¢ {—i,i}.

Par récurrence, ug ¢ {—i,i} < up = f(un—1) ¢ {—i,3}.

3-a Démontrons que la suite (v,) est géométrique de raison —i.

un_]- .
. — = . . ,
On écrit : v,11 = Un 70 _ up + 1 _ _Z(un —11)+Un —i
Un +1 un71+l Z(u’rL"'Z)"'Un"'Z
up +1
Unflfiun*ii(unfi)(l—i) 1—34

Ou encore : vy41 = —iU,.

N T = 3 ~ — Un T =
Up — 1+ du, +i  (up +4)(1+1) 1+
Donc la suite (vy,) est géométrique de raison —i.
3-b Montrons que la suite (v,,) est périodique de période 4 et que ses termes sont les affixes d’un carré.
En effet, vi = —ivg, v2 = —vo, v3 = vy, v4 = V. Par récurrence immédiate, pour tout p € N, vgp11 =
—1V0, V4apt+2 = —V0, Vip+3 = 1V €t Vgpiq = Vo.
Enfin, si 'on prend vy (qui est non nul), ivy est déduit de vy par une rotation d’angle 7/2, puis —vg est
issue de ivg par la méme rotation et enfin —ivy toujours par la méme rotation. Les quatre points associés
sont bien les sommets d'un carré.
3-c Montrons que la suite (u,) est également périodique de période 4.

1
Ona:u, =1 + Un
1—uv,

. Et comme (v,,) prend quatre valeurs, il en est de méme de (u,) qui a la méme

période.



