Devoir surveillé 03
CORRECTION

‘ Exercice 01 ‘

+oo —t —2t
e "—e
Soit I = / —dt.
0 t

—t 67215

e
1. Calculons tlir% — en faisant un développement limité de e~
—

Ona:et=1—t+o(t) et e 2 =1—2t+o(t). Il reste , au V(0),

t 2

et e %t en 0.

et—e?  1—t—1+2t+o0(t)
t B t

=1+o(1).

Ainsi lim &% =1
t—0 t
—t
e
2. Justifions que quand ¢ tend vers +oo, - = o(e™).

& etet 1, et _t
On remarque que i qui tend vers 0. En conclusion, — = o(e™").
e

—at
e
Justifions que quand ¢ tend vers +oo, — = o(e™)
—2t

5 e et o2 i
On remarque que ——— = = aui tend vers 0. En conclusion, = o(e™).

e
3. Montrons alors la convergence de I.

ot _ o2t

e La fonction f: ¢+ — est continue sur |0, +o0].

e En 0, comme %h% f(t) = 1, on en déduit que f est prolongeable par continuité en 0 donc il y a
—
convergence en 0.
e_t e—Qt
e Comme quand ¢ tend vers +o0, - = o(e™") et

= o(e™"), alors : f(t) = o(e*). Et comme
t — et est intégrable sur [1,+oo[, I est bien convergente en +oo.

4. On suppose € > 0. On commence a appliquer la linarité de U'intégrale.

+oo —t -2t +oo —t +oo [ —2t
/ Ldt:/ e—dt—/ S
e t e t e t

+o0 et +o0 e*2t
C’est 1égitime car les deux intégrales / - dt et / " dt convergent. Pourquoi d’ailleurs ?
£ €

672t

dt :

+oo [ —2t +oo —z +oo —x
/ c dt:/ e—dx/Q:/ ¢ da.
€ 3 2e $/2 2e T

+oo —t
. e € . .
On peut écrire cette derniere intégrale / —— dt car t et x sont des variables dites muettes.

2e
Donc elles n’ont le droit de ne rien dire.

On écrit alors :
+oo —t _ -2t +oo —t Foo —t
/ idt:/ e—dt—/ £t
£ 3 € t 2e t

+oo
Puis, en effectuant le changement de variable x = 2¢ dans /
g
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Or Michel de Chasles s’applique sur les intégrales généralisées.

+oo —t +oo —t 2e —t
/ e—dt:/ e—dt+/ £ at.
€ t 2e t € 3
+oo —t 2e —t +oo —t
I:/ e—dt+/ e—dt—/ ¢ ar.
2e t € t 2e t

Et donc :

2e e—t
On a bien I:/ —dt.
ot

5. En remarquant que e=2¢ < e~! < e pour t € [g, 2¢], trouvons lin%) - dt.
e—

2e _—2¢ 2e _—t 2e _—¢
/ € _a< / Cat< / € _at.
£ t £ t 1> t

2¢e
Or/ 1dt In(2¢) — In(e) = In2. Donc :

On écrit :

e 2n2<I<en?.

Un appel a la Gendarmerie fait tendre I vers In 2.

\ Exercice 02 \

1. On a pour tout a,b € R et tout n € N| Z (Z) akpnk,
=0

k\ ..
2. On applique la formule précédente avec a = X, b= 1, n = k et on obtient (X + 1)~ = Z?:o ( _)Xl.
i

En particulier,

3. On peut récurrer.
Montrons par récurrence forte que pour tout k € N* la propriété H(k) : < si P est un polynéme de degré
k, alors ¢(P) est un polynéme de degré k — 1 .

Initialisation : £k =1

Soit P un polynéme de degré 1, que l'on écrit P(X) = a1 X + ag avec a; € R* et a9 € R. Alors
@(P)(X) = ay i.e. deg(¢(P)) = 0 donc la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : soit k € N*, supposons la propriété vraie pour tout 1 < ¢ < k. Montrons H(k 4 1).

Soit P un polynéme de degré k + 1, que l'on écrit P(X) = ap 1 X ! + Q(X) avec apy1 € R* et
Q € Ri[X]. Alors on a par linéarité de ¢

P(P)(X) = ar16(X") + 6(Q)

—amz( )X’“+¢> Q)

avec deg(o(Q)) < k—1 par hypothese de récurrence et deg <Gk+1 Zf 0 (f) Xk?) = k. Ainsi deg(¢(P)) =

k et la propriété est vraie au rang k + 1.
Conclusion : par principe de récurrence la propriété est vraie pour tout k € N*.

4. Déja pour tout P,Q € R,[X] et tout A€ Ron a
PAP +Q)(X) = (AP+Q)(X+1) (AP +Q)(X)
=AP(X+1)-APX)+Q(X +1)—Q(X)
= Ap(P)(X) — ¢(Q)(X)



Puis, pour tout P € R,[X], on a ¢(P)(X) = P(X +1) — P(X) ainsi
deg(¢(P)(X)) < max(deg(P(X + 1)), deg(P(X)))

ie. Im(®) C R,[X].
Ainsi ¢ est bien un endomorphisme de R, [X].

5-a dimR3[X] =4 et (P, P1, P, P3) est une famille de polynémes de degré échelonné donc forme une
famille libre et est donc une base de R3[X].

5-b Par calcul direct, on a

P(P)(X)=1-1=0
pP)X)=X+1-X=1
P(P)(X)=(X+1) - X?=2X +1
H(P)(X)=(X+1)3 - X>=3X?4+3X+1.

5-c On a d’apres la question précédente

¢*(P2)(X) = o(6(P2))(X) = 2(X +1) +1) = (2X +1) =2
¢*(P2)(X) = ¢(¢*(P2))(X) = 0

5-d Rapidement, on voit que la matrice de ¢ dans la base (Py, Py, P2, Ps) est

01 1 1

00 2 3

A4=10 00 3

0000

Puis :

002 6 000 6
000 6 000 0

2 __ 3 _
A=loo0o00|%Y=l000 0
000 0 000 0

On retrouve dans Cs de A2 la valeur 2 et dans Cs de A? la valeur 0.

6. Immédiatement, y4(x) = x*. La seule valeur propre est 0. Si A est diagonalisable, A est semblable &
ma matrice Diag (0,0,0,0) soit 0. Et donc A = POP~! = 0. Impossible. Donc A n’est pas diagonalisable.

7. D’apres la question Q3, si P est de degré k € N* alors ¢(P) est degré k — 1 donc non nul ainsi
ker(¢) C Ro[X]. Réciproquement, si P € Ro[X], on a directement ¢(P)(X) = 0. Ainsi

ker(¢) = Ro[X].
8. D’apres la question Q 3, si P est de degré k € N* alors ¢(P) est degré k — 1, d’out par linéarité de ¢
Im(¢) = ¢(Rn[X]) D Rp—1[X].

. D’apres le théoréme du rang, comme le noyau est de dimension 1, Im(¢) est de dimension dim(R,,[X]) —
1=n=dim(R,-1[X]). On a donc : Im(¢) = R,,_1[X].

9. Ona

car on reconnait une somme téléscopique.



On note R I’ensemble des nombres réels positifs et R% ’ensemble des nombres réels strictement positifs.

Pour tout t € R, on considere la fonction ¢, définie sur R de la maniére suivante :
ot

De plus, on considere la fonction réelle f dA@ﬁnie par :

“+o0
@) = /0 6u(x) dt.

1
Cette partie est le calcul de la somme de la série de Riemann Z —.
n>1
Tt 1
1) On veut montrer que pour tout k € N*, / <2 - t) cos(kt) dt = =R
0 ™
On va faire de maniere classique deux intégrations par parties successives, en remarquant a chaque fois

que les fonctions considérées sont bien de classe C! sur [0, 7).
2

La fonction ¢ — o t et la fonction t +— cos(kt) sont bien de classe C' sur [0, 7.
T

I e A e b [ e

par une premiere intégration par parties. Or :

K; t> Sml(ckt)}: =0-0=0.

/OW (i—t>cos(kt)dt=—/: (;—1)5“1;’““@.

Il reste :

t in(kt
On effectue une deuxieme intégration par parties car t — — — 1 et ¢t — smli ) sont bien de classe C! sur
™
[0, 7] :
Tt sin(kt) ™1 —cos(kt) t —cos(kt)]”
— ——1 t = ———=dt — 41— .
/0 (7r ) k /0 T k2 + T + 2 0
Or :
t —cos(kt)]" 1 1
S O G /A0 IR R il
R R e R SRt
11 reste :
T2 ™ 1 cos(kt) 1
— —1 kt)dt = — — dt + —.
/0 <27r ) cos(kt) /0 T k2 =
Enfin :
™ 1 cos(kt) 1 sin(kt)]”
— dt = | —— =0-0=0.
/0 T k2 { mk? k],
D’ou :

Vk € N* /7T ﬁft cos(kt)dt*i
"Jo \2rm N



(ntDz
L

1= nc si nx
2)a) Soit x €]0, 7]. Montrons : Vn € N*, ** N in ( )e

2
1—¢®  gin (%)

Pour cela, on va utiliser les formules d’Euler :

sin (%) = % (eTL — e*iy) et sin (%) = % (e% — e*%> .

On écrit pour tout n € N*|

. inz inz ing ..
il — e w€2 e 2 —ez jtne —27sin (”—29”)
e iz — € i i w =€ 2 T

1—e e2 e 2 —ez —2¢sin (5)

ce qui se met sous la forme simplifiée :

1= ein:c sin (2
Vn € N*, el ( )

(n4 1)z
L

2
1—e¢®  gin (%)

e

2)b) Supposons encore n € N* et © 6]0,7 [ On a:
n i
in 1 einz

1—e’

ezkx —e
k=1

en utilisant la formule qui donne la somme partielle d’une suite géométrique.
Il reste a récupérer la partie réelle de chaque membre de 1’égalité précédente.

ZRe (e“””) = Re <6”11_i::) ,
k=1

c¢’est-a-dire :
n .
1 — eina
Zcos(k:x) = Re (emleeir> .
k=1

Il reste & arranger le second membre de la derniere égalité. On utilise 2)a) :

nT

Re (e”l_emx> — Re (Sin(m)ei("fj”> _ sin (57) co

2
1—ei® sin (%) sin

— wn
[SIES]
SN—

car Re (eii(ngl)m) = cos ((”zl)w) . On en déduit bien ce que I'on veut :

: nx (nt+1)z
n sin (%) cos | 5+
Vn € N*, Zcos(k;x) = (5 ) w( 2 )
1 Sin (5)

3) Soit ¥ une fonction réelle de classe C* sur [0, 7]. On procede & une intégration par parties et I'on écrit :

/OW U(z)sin(mz) de = — /Oﬂ V() [_COS(”“”)] dx + [qf(x)_cos(m)} "

m m 0

Cela donne :

/7r U(z)sin(mz) dr = % /Tr V' (z) cos(mz) dx + % [U(m)(—1)™ + T(0)].
0 0

1
On remarque que lim — [—¥(7m)(—1)" + ¥(0)] =0 car —¥(7)(—1)" + ¥(0) est borné quand m varie.

m——+o0 M,
Puis :

< l/ |V’ (z) cos(mz)| dx.
0

‘; /0 V' (z) cos(mz) dx -

Or U’ étant continue sur [0, 7], elle est bornée et il existe M € R, tel que pour tout z € [0, 7], |¥'(z)| < M
et donc pour tout x € [0, x|, |¥'(z) cos(mz)| < M.
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On écrit :

gi/ Mz =M™
m Jo m

et cette derniere quantité tend vers 0 quand m tend vers +oo.
™

Donc : lim |— V' (x) cos(mx) da:’ = 0 et on peut conclure.
m——+oo | m 0

‘1711 /07r V' (z) cos(mz) dx

™

lim U(z) sin(mz) de = 0.

m——+oo 0

IZ

27

2sin (%)

si x €]0,7]
4) Soit g définie sur [0, 7] par : z —

-1 si =0
g est clairement de classe C! sur |0, 7] par rapport de fonctions de classe C! sur |0, 7], le dénominateur
ne s’annulant pas.
Il reste & montrer que g est de classe C! en 0. Pour cela, on va utiliser le théoréme de raccordement. Pour
montrer que g est de classe C! sur [0, ], il suffit de montrer que g est continue sur [0, 7], de classe C! sur
10, 7] (ce qui est le cas) et que ili% g'(z) existe (et sa valeur est alors celle de la dérivée de g en 0.

Commencons donc par montrer la continuité de g en 0.
On écrit, pour tout x €]0, 7],

3)2 T
_ 2%
9(z) = 2sin (2)°

Effectuons un développement limité de sin & I'ordre 1 au voisinage de 07T :

2
= _ . =z
g(x) = %’r = f” ’
2 (5 + O(w)) 2 (2 + 0(1))
quantité qui tend vers —1 quand x tend vers 0. Donc lip% g(x) = g(0) = —1 et g est bien continue en 0 et
r—

donc sur [0, 7] (car rapport de deux fonctions continues sur ]0, 7] dont le dénominateur ne s’annule pas).
Montrons maintenant que lir% g (z) existe.
z—

On écrit, pour tout z €]0, ],

() @n(3) (5 ) 5 (5)

J(x) = —
4sin (5)

On utilise un développement limité d’ordre 2 de sin et d’ordre 1 de cos, ce qui donne

2 2

(2-1) (2(5 + o)) - (57 ~2) 1+ ota) f—x+o(m2)—;+x'

g'(x) = 2 - 2 2
4 <x2 + 0(%2)> @* + ola?)
2
1
;—W + o(z?) 5+ o(1) / 1
Il reste : ¢'(z) = = li = —.
reste : () x? + o(x?) 14+ 0(1) = o509 (@) 27

Donc, g est de classe C* sur [0, 7).
5) Montrons :

2 (5) cos (£2522) s (222 4 i ().



La méthode la plus rapide est de demander de 'aide & Leonhard (s’il le veut bien). On écrit :

eigx e_mTz ei(n;l)z + e_’i(ngl)z
28i1’1<n;>COS((n+21)x>:2< By ) ( B )
7

On développe et :

. 1) 1 - (2n+1) iz -
251n(”—29”)cos(("+T)T):?(el 2 T Le'2 —e'2 —p
i

. (2n+1)
—leE

C’est bien sin (%) —sin (%) .

T /42 3 277 2
6. Oncalcule:/ t—fé dt = t—ft— :71.
0 4T 2 127 4 0 6

n

1
7. Déterminons lim — . En utilisant 1), on a :
n—-+oo P ]{,’2

ZWL<%QZWMW@
k=1 k=1
puis cette égalité devient (en utilisant 2),

Zn:l_/w <t2_t) sin(%t)cos(("'gl)t) dt—/ﬂ— <t2_t> 2sin(%t)co
— k2 ), \or sin (%) o \2n 2 sin

Il reste A utiliser la formule trigonométrique classique (rappelée en Q5) :

2 sin (”—;) cos (7("';1);8) = sin (7(2”2"1)%) + sin (_7“”) .

~—~| W

Ainsi :

Sy,
0

2sin (%)

(1) i% /Oﬂg(t)sin <(2”2“)t> dt/oﬂ (i ;) dt.
Ainsi (1) devient :
@) ;]:2 _ /Oﬂg(x)sin ((Q";W) do + %2

Puis comme g est de classe C! sur [0, 7], on peut appliquer le résultat de la question 3) :

in_ [ gte)sin () o o

n—-+o0o 0 2

Il reste & faire tendre n vers +o0c dans (2) et :

. "1 2
nETw;ﬁ =%



1) Pour z fixé in R, ¢ (z) = O(e™?) et comme t — e~ ! est intégrable sur [0, 400, f existe pour tout
z € R. On peut conclure :

Le domaine de définition de f est R.

Comme pour tout € R, f(—xz) = f(z), f est paire.

2)a) On désire étudier la continuité de f.

e Sit =0, Uy(z) =1 pour tout x et cette fonction est dérivable sur R, .

e Sit > 0, ¢ est dérivable par rapport a x par rapport de fonctions dérivables par rapport a x et :

—e t2xt?

VEE Ry, Vo € Ry 6n(v) = gy

Preuve de la propriété admise : pour tout ¢t € Ry, pour tout x € Ry,

—e t2xt? 4
(14 22t2)2 St

6)(2)] < tet ‘

c’est-a-dire

e t2xt? - 2zt

— < & ——— < 1e 2t < (1+2%2)2
AL+a22)2 7 7 1+ a22)2 wt < (1427t

Si l'on pose u = at, il s’agit d’étudier le signe de g(u) = (1 + u?)? — 2u. Si g(u) > 0 pour u > 0 alors
I’inégalité a montrer est vraie.

Donc : g(u) = (1 +u?)? — 2u = u* 4+ 2u? — 2u + 1.

On a: ¢'(u) = 4ud + 4u — 2 et ¢""(u) = 12u® + 4.

Donc ¢”'(u) est toujours positif et donc ¢’'(u) est croissante. Comme ¢’ (0) = —2, il existe une valeur a > 0
et une seule qui annule ¢’. Ainsi, g est décroissante sur [0, o] avec g(0) = 1 et g est croissante sur [, +00].
1l reste & dA©terminer le signe de g(). On a :

g (@) =0%2a% = 20+ 1.

Donc : g(a) = a* + 202 —2a + 1 = a* + 222 + 222 > 0.
La fonction g est bien a valeurs positives sur Ry et on a l'inégalité demandée :

Vt € Ry, Vo € Ry, |¢h(z)| < te™.

2)b) On peut en déduire : V(¢,z) € (R1)?, Vh € R* avec  + h > 0,
et et

1+ (z+h)22 14 222

< |hlte™t.
En effet, I’égalité des accroissements finis (le TAF pour les intimes) peut étre appliqué :

Je€la,x + AL, dila + h) — ¢u(x) = ho}(0).

Donc : |¢i(x + h) — ¢i(x)| < |h|te™". C’est ce que 'on voulait.
2) c) Pour tout z fixé dans R,

+o00 +oo
h - = t h d - t d,
f(awo + h) — f(o) / b0 + ) dt / o) di
c’est-a-dire :
+oo
f(wo + 1) — f(zo) = /0 [6¢(0 + ) — de(w0)] dt,

ce qui entraine :

+oo

+oo
oo +1) = F@o)l < [ fouloo-+B) = duCao) de < [ Inpe ar
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+oo
2-d. Or / te”"dt a une valeur finie (que méme le commun des mortels peut calculer). Donc si h
0

tend vers 0, |f(zo + h) — f(xo)| tend vers 0 et on a : ’llirr%) f(zo + h) = f(xo). Ce qui signifie que [ est
—
continue en xy. Et donc f est continue sur Ry. Comme f est paire, f est continue sur R.

3) Reprenons pour = € Ry et h > 0,

f(@o+h) = flzo) = /O+°° [$e(z0 + h) — de(20)] dl.
On remarque que ¢¢(zo + h) < ¢4(xo) et donc :
f(zo+h) — f(zo) < 0.
On peut conclure : f est décroissante sur R . Par parité, on étend a R :
f est croissante sur R_ et décroissante sur R, .

4-a. Soit x > 0 et posons le changement de variable u = xt dans l'intégrale définissant f :

u

+o0 —t +o0 -1
e e = 1
= _— dt = X — d
/(@) /0 1+ 22¢2 /0 1+ 2

ce qui donne bien :
1 [T e %
Vo € R =— —— du.
reRY, f(x) 95/0 T U

4-b. On remarque maintenant que |e*5| < 1 pour tout u > 0 et pour tout x > 0. Donc :

1 [T 1 T
<= — du=—.
|f(=)] T _/0 1+ u? Y 2z

Il reste a faire tendre z vers +oo :

lim — =0= lim f(z)=0.

Tr—r+00 2:17 T—r+00

—+oo
5)a) Le but du jeu est la nature de 'intégrale généralisée : / f(x)dx.
0

On a les implications pour x > 0,

O<u<vVr=—/r<—-u<0=>—

Il reste a intégrer :

1 u

—— vE F o a Ve
e\/E/ 7du </ 7exdu</ 7du .
0 1—|—u2 0 1+u2 0 1+U,2

Cela donne bien :

u

e =

o du < arctan(/z).
u

R v
Vo € R%, e V= arctan(y/x) <
0

5)b) On fait tendre x vers +o0o dans la double inégalité précédente. On a entre autre :

. T ) _
lim arctany/z = = et lim e v= = 1.
Tr——+00 2 r—+00

On en déduit par le théoréeme des Gendarmes,

VT
lim — du.
z—+too Jy 1+ u?
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5)c) On écrit (car e™= < 1) :

T em% oo du T du VI
S 1+u2du< 1—|—u2< T+u?2 1+u?’
NG N 0 0

Et donc, en intégrant les deux dernieres intégrales :

€ <I_ arctan(y/z).

Ve R:, 0K —d
! /\/5+°ol+u2 S

5)d) On écrit :

+oo -1 V- +oo -
/ %du:/ € 2du+/ € 2du.
0 1+u o l1+u vz ltu

Ve i ™ oo e w
lim ———5du= et lim ——du= lim [f — arctan \/ﬂ =0.
z—+oo Jq 1+u 2 e—too [ sz 1+ u? z——+o00 L2

On a:

Donc, on peut en déduire que :

+o0 e~ %

Y
li du = —.
w—1>r-&I-1<>o 0 14+ u2 Y 2

5)e) On en déduit un équivalent simple de f au voisinage de +oo. En effet, quand x tend vers +o0,

lim zf(x) = T fx) ~ .

r—+00 2 2x

+oo
5)f) / f(z) dx est définie en 0 et f étant a valeurs positives, et comme f(z) ~ 21, quand z tend vers
0 xr

7T oz . £ 1os
400 et comme x — o n’est pas intégrable au voisinage de +o0o, on peut en déduire que :
x

+oo
/ f(x) dz est divergente.
0



