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Devoir surveillé N°06

CORRECTION

| Exercice 01|

Ici I'espace R3 est rapporté & sa base canonique orthonormée directe (Z, f, E)

Les trois questions sont indépendantes.

Q1. Soit I’endomorphisme de R? de matrice

1 1
— —= C
V2 V3

1

A= — d |,
a\/g
1
— b
V2 ‘

ou a,b,c,d et e sont cing réels.

Déterminons les réels a, b, ¢, d et e pour que A € O3(R) puis pour que A € SO3(R).

On notera Cy, Cy et Cs les trois colonnes de A. On a C;.C; = 0 pour tout ¢ # j et C;.C; = 1 pour tout 7.

1 a b
—+—=+—= = 0 (1
NV, o
c e
—=+ad+— = 0 (2
7 7 2)
c d
—+—=+be = 0 (3
AV A 3)
1, 1
= = =1 (4
5 Ta +5 (4)
1 1
o4 =1 (5
A+dP+e* =1 (6)
La relation (4) donne a = 0 et la relation (5) donne b = iﬁ'
1
Puis la condition (1) impose b = ——=.
(1) imp 7
Puis (2) donne ¢ = —e et enfin (3) donne :
B
VERRVERVE 2
1
Il reste (6) et 6¢* =1 = c=+——.
(6) 7
On a deux matrices solutions.
1 1 1 1 1
V2 V3 Ve V2 V3
1 2 1
A = 0 — ——= | et Ay = 0 —
' V3. V6 ’ V3
I R
V2. V3 V6 V2 V3B

Sl

Sl= Sl
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Enfin, pour 4;, C; A Cy = —Cj5 et pour As, C; A Cy = C3. Donc A; € SO3(R) et A7 ¢ SO3(R).

Q2. Soit 'endomorphisme f de R? de matrice

Caractérisons f en étudiant si B € O3(R) et dans I'affirmative, en trouvant ses éléments caractéristiques.

Notons encore C, Cy et Cs les trois colonnes de B. On a bien C;.C; = 0 pour ¢ # j et C;.C; = 1. Et
donc B € O3(R). Puis C; A Cy = C3 et donc B € SO3(R), B est la matrice d’une rotation vectorielle.
On détermine l’axe.

20 —y+2z = 3z —r—y+2z = 0
BX=X& 20 +2y—2z = 3y & 2r—y—2z = 0
—r+2y+2z = 3z —xr+2y—z = 0

On a y = z et ensuite = z. Donc si 'on pose I= 1v/3(1,1,1), I'axe de f est dirigé et orienté par I.
1
Puis la trace de B est 2 =14 2cosf, donc cosf = 3 et 0 = ig.
Il reste & trouver le signe de sin §. Posons @ = (1, —1,0). On a I.7 = 0. Puis f(#) = (1,0, —1). Rapidement

Det (1,7, g(#)) > 0 et donc I'angle est 0 = g

Q3. Soit I'endomorphisme g de R? de matrice

L[ 18 4
c=-| 8 1 1
I\ 41 7

Q3-a On a clairement C;.C; = §; ; et C' € O3(R).
Q3-b La matrice C est symétrique réelle donc diagonalisable.

Q3-c ||g(Z)|| = ||Z]| et si T est un vecteur propre associé & A,
lg@I = IAZ] = ALIZ] = [Af = 1= A e {-1,1}.

Q3-d On a TrC =1 et si n; est 'ordre de multiplicité de —1 et ny celui de 1, on a alors —nj +no = 1.
Le seul couple possible est n; = 1 et ny = 2. Donc —1 est une valeur propre simple et 1 est une valeur
propre double.

Q3-e On détermine les sous-espaces propres.

r+8y—4z = -9 Sr+4y—2z = 0
CX=-X<& Sr+y+4 = -9y &< 4dr+dy+22 = 0
—dr+4y+7z = -9z —r+y+4z = 0

.1
Alors (2,—2,1) porte la droite E_;(g). Un vecteur unitaire est I = §(2, -2,1).
CX =X &2z —2y+2z=0. Une base est (i1 = (1,0, —2), 42 = (0, 1,2)).

On applique 'algorithme de Gram-Schmidt : = "M On impose 77.72 = 0.
2 = U+ au

4
G2 =0 (1,0,-2).(a,1,2 - 20) = 0= a = ¢.

Alors v = =(4,5,2). Il suffit de rendre unitaires nos vecteurs. ||tz| =

1 3v5
5 5 °
B = (1,0, -2), i@y = ——(4,5,2)
w1y = —(=LU,=2), W2 = —=(4%, 9, .
RV 735

Cette famille est une base orthonormée de Ey(g).

Q3-f Ainsi g est la symétrie orthogonale autour du plan E4(g).
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|Exercice 02|

Partie A.

Q1l-a Siy” =0 alors y(t) = at + b, avec (a,b) € R2.
Q1-b L’équation caractéristique est X2 + a = 0 de racines 4i-/a.

y(t) = acos(ty/a) + bsin(ty/a).

Q2-a u/(t) = v(t?) + 2620 (t?).
Q2-b u’(t) = 2tv'(1?) + 4tv' (1%) + 2t2 x 2tv”(t?). On arrange.

u”(t) = 6tv’ (t2) + 4t30" (12).
Q2-c u est solution de (E,) < v’ () + au(t) =0
& 6t (12) 4 430" (t2) + atv(t?) = 0.
On a le droit de diviser par ¢ > 0 et de poser x = t2.

4zv" (z) + 6v'(x) + av(z) = 0.
b
Q3-a Comme u(t) = at +b = tv(t?), v(t?) = a + r Si on pose = = t2, v(x) = a + by/x.

Q3-b Comme u(t) = acos(ty/a) + bsin(t\/a), v(t?) = %cos(t\/a) + %sin(t\/a).

a b .
v(z) = NG cos(vza) + NG sin(y/).

Partie B

Q1 Comme {(0,0,0)} est un fermé, U est le complémentaire d'un fermé donc est un ouvert de R3.

Q2-a la fonction f est la composée de (z,v, 2) — 2?4152+ 22 fonction polynomiale donc 4 et la fonction
v de classe €2 donc est de classe €2.

Q2-b On a : g—i(x,y, 2) = 220 (2% + y* + 7).

82
Q2-c Ona: a—];(x,y,z) =20 (2% + y? + 2%) + 42®0" (2® + y* + 2?).
x
On a aussi : az—f(x 2) = 20/ (2% + 1?4 22) + 420" (2 + y® + 22)
: ayg 'Y, - Yy Y Yy .
P an _ 1(..2 2 2 2 1.2 2 2
On a aussi : =5 (,9,2) = 20 (2% +y” + ) + 427" (2% + ¢ + 27).
z

Q2-d Alors Af(x,y,z) = 60" (22 +y? + 22) + 4(z% + y? + 22)v" (22 + 3 + 22).
Q3. Af+af =0<% 6v'(t)+4tv"(t) + av(t) = 0 en posant t = 22 + y2 + z2. Et donc v est bien solution
de (F,).

Q4 La fonction v : t +— % + ¢o est solution de (Fp). Ainsi :
c
g:(2,y,2) s v+ 92+ 22) = —— 0y

/x2+y2+22

a un laplacien nul.
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|Exercice 03|

Q1 On remarque que pour tout t € [—m, [, f(—t) = (—t)cos(—t) = —tcost = —f(t) et donc f est
impaire.
Q2-a Comme f est 1mpa1re les coefficients a,, pour n > 0 sont nuls.

2 4 [T 1 [
Q2-b Ona:b == f(t)sintdt:—/ tcostsintdt:f/ tsin(2t) dt.
T —r 2T 0 ™ Jo

Il reste a faire une intégration par parties.

b — 73/ | — cos(2t) gt 4+ 1 {tcos(%)] _ 71'
0 2 ™ 0

2

Q2-c On a pour n > 2,

by = 25 / cos ¢ sin(nt) dt = + / £ (sin((n + 1)t) + sin((n — 1)8)) dt.
™ Jo 0

T
On fait encore une intégration par parties.

1 [T (—=cos((n+1)t) —cos((n—1)t) 1 [—tcos((n+1)t) —tcos((n—1)t)]"
I " Jast| "

bn:—f .
T n+1 n—1 n+1 n—1 0

On trouve : b, = — ((1)n+1 + (1)n1) — (=" + (=1)" _ (=1)"2n

n+1 n—1 n+l n—-1 n2-1"
1
Q3-a Pour tout t €] — m, 7|, §(f(t+) + f(t7)) = S¢(f) ) = f(2).
Q3-b Comme f est de classe €' par morceaux sur R et que f est continue sur | — 7, 7[, on en déduit

que Sy tend vers f sur | — 7, 7|

Q4-a On a bien en mettant au méme dénominateur :

b2 n? 1 Lt 1 1
"2 -12 (n+1)2 (n—-12 n-1 nt+1
1 1 2 2 ‘o
Q4-b Comme I nsxl w21~ m quand n tend vers +oo et comme la série de terme
n— n n? — n

général 1/n? converge (car série de Riemann avec a > 1), il en est de méme de la série de terme général

1 1 Yo T 1 1
- . Enfin : - 5N T
n—1 n+1 0 Z<n—1 n—|—1> Z Z N N+l

n=2
X1 1 3
Il suffit de faire tendre N vers +oo et nz:; (nl e 1) = 3
+oo +o00 1 +o0 1 3 +o00 1 1
4-¢c O : b2 = —_— —_— - =2 - 4+ .
Q4-c On a nZ::zn ;(n+1)2+;(n—1)2+2 ;n2+4

Iy 1 Iy 3 1 e
Q5-a Ona J = / t? cos® tdt = 5/ (£ + % cos(2t)) dt = % + 5], avecl = / t? cos(2t) dt.
0 0 0

Par intégration par parties, en dérivant #? et en intégrant cos(2t) puis en dérivant 2t et en intégrant
3

1 sin(2t), on obtient : I = g Dou: J = % + %
B2 X b2
Q5-b On a Marc-Antoine Parseval : 5 + = —/ t? cos® tdt = —/ t? cos? t dt =
b? ©= US| VA -
PR i **an =2 (F0)
=<1 w2
En développant, on a : Z 2=



