Devoir libre 03. TSI2 wour 3
CORRECTION

| EXERCICE 01 |

On note E' = M3(R) I’espace vectoriel des matrices de taille 3 x 3 a coefficients réels.
On considere les éléments suivants de E :

1
I=10 et A=1-1 -1 -1
0

O = O
_ o O

Partie A Etude de I'’endomorphisme associé a A

On considere I’espace vectoriel R? muni de sa base canonique notée B = (e;, e, e3) et 'endomorphisme
f de R3 tel que

fle1) =2e; —ex+e3
f(ez) = 261 —e9 + 263
fles) =e1 — ez + 2e3
1. La matrice Matg(f) de ’endomorphisme f dans la base B est évidemment A.

2. Calculons le rang de la matrice Matg(f).
2 2 1

Onpart de A= | -1 —1 —1] et par exemple les opérations élémentaires successives :
1 2 2

Lg(—LQ-I-Lg, L1 (—L1+2L2, L3 (—L2+L3
0
0
-1
Alors les trois colonnes sont une base de Im f et donc f est surjectif.

0 3
donne : 1 1 | . C’est une matrice de rang 3.
0 0

3. e Déterminons le noyau de I’endomorphisme f.
On peut résoudre le systeme AX = 0 mais c’est idiot. D’apres le théoreme du rang,

dimR3 = dimKer f + Rg f = 3 = dimKer f = 0 = Ker f = {(0,0,0)}.
Ainsi f est injectif. Et donc f est bijectif.
4-a On pose F = {u € R3: f(u) = u} et les vecteurs e} = (1,0,—1) et ey = (1,—1,1).

On va montrer que F' est un Vect et on démontre ainsi directement que F' est un sous-espace et on aura
sa dimension.

20 4+2y+2 = «x
(r,y,2) EF=( —x2—y—2z =y =z+2y+2z=0.
r+2y+22z =z

Et donc :
(z,y,2) € F = (2,9,2) = (z,y,—x — 2y) = 2(1,0,—1) + y(0, 1, —2).

Donc F = Vect ((1,0,—1), (0,1,—2)). Et F est un sous-espace vectoriel de R® de dimension 2 car
((1,0,-1), (0,1, —2)) est clairement une famille libre.

4-b Les vecteurs e} et e} sont dans F' car leurs composantes vérifient = + 2y + z = 0. Comme cette
famille (e}, e}) est libre, et comme dim F' = 2, elle forme une base de ’espace vectoriel F.

1 1 1
5-a B = (e},¢eh,e1) est une base de R?. En effet la matrice de B’ dans la base B est 0 -1 0
-1 1 0

On montre rapidement qu’elle est de rang 3.

5-b Ecrivons f(e}), f(€}) et f(e1) en fonction des éléments de B
Déja, f(e]) =€) et f(e) = e} car ces deux vecteurs sont dans F.
Puis f(e1) =2e1 —eg +e3 =€)+ ey car e, =e; —es + e3.
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Alors la matrice représentative de f dans la base B’, notée Matg: (f) est :

1 00

0 1 1

0 0 1
1 1 1
5-c¢ La matrice de passage de B a4 B’, notée Pg/ = 0 -1 0
-1 1 0

. 7 . . ’
Son inverse peut se déterminer par Gauss-Jordan ou en inversant Pg X = X'/, on trouvera :

e 0 -1 -1
)" =0

Retrouvons l'expression de Matp: (f) en utilisant ces matrices de passage. Apres calculs :

Matg (f) = (PE')_l x Matg(f) x P

0 -1 -1 2 2 1 1 1 1 1 00
=10 -1 O x|-1 -1 —-1]x 0 -1 0 |=(011
1 2 1 1 2 2 -1 1 0 0 01

Partie B Etude d’une suite de matrices

3 4 2 4 4 2
1. A% = -2 -3 2 |=| -2 -2 -2 | -1=2A-1.
2 4 3 2 4 4

2. On écrit :
A2:2A—I$2A—A2:I:>A(21—A):I:>A_1:2I—A.

3. Soient «, 3,d/, 5" des nombres réels vérifiant al + A = o'I + ' A. Montrons que o = o’ et 5 = .

On écrit :

a 0 0 286 28 B a+28 28 B
al+pA=1 0 o O |+ -8 -8 -8 |= -5 a-pB =p
0 0 «a B 28 28 B 28 a+28
De méme,
Oé/ 0 O 26/ 2&/ /8/ a/ + 2/8/ 2ﬁ/ ﬁl
O/I—i—B/A: 0 o 0 + —ﬁ/ _ﬁ/ _6/ _ _6/ O/—,B/ —ﬁ/
0 O a/ /Bl 2/8/ 2B/ /B/ 25/ a/ + 2B/
a+28 28 6 o +268 26 ey
Il reste & écrire : -8 a—pf -5 = -5 of =3 —-p
B 28 a+28 B 28" o +2p

On a bien o = o’ et B = ' en assimilant les coefficients des deux matrices correspondants.
On définit now la suite (X, )nen d’éléments de E par la condition initiale Xg = A et la relation de
récurrence

X2
v N Xnt1 = 2 21 — A.
nekn, +1 TL+].+
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4. Montrons (par récurrence) que pour tout entier naturel n, il existe un unique couple (ay, 3,) de

a2 _ A2
Qpy1 = ”7@1 +2
réels tel que X,, = a,, 1 + B, A avec : Vn € N 7 25n(ndj}r Bn)
ﬁn—‘—l — 0 1
n+1

Initialisation. On a : Xg = agl + BpA=0x I+ 1 x A. On pose ag =0 et By = 1.

Transmission. On suppose vrai a un rang n > 0. On écrit :

X2 ol + B A)?
Xy = n o g Cal AT op
n+1 n—+1
2 2 42
:anI—i—ﬁnA +2aanA+217A'
n+1
Puis on use de A2 =24 —1.0n a:
2 2 2
Xpy1= - 149 B g Pu pyo@Bny o 4

n+1 n+1 n+1 n+1

On arrange.

Xny1 = (O‘i;fg +2) I+ (25”(0‘” Thn) 1) A.

n-+1
a2 _52
0 Wn € N et =TT ]
n pose : vn € et le tour est joué.
P 5o, = WlntB) !
et n—+1

5. Déterminons ayq, 51, aso, 82, a3, et B3 par la formule précédente.

On trouve oy = 1l et f; =1 en partant den =0¢et ag =0, By = 1.

Puis on trouve g =2 et fy =1 en partant de vy =1l et f1 =1et n=1.
Enfin, on trouve a3 = 3 et 83 = 1 en partant den =2 et ap =2 et G = 1.

6. Au vu du résultat de la question précédente, conjecturons une expression de «,, et 3, pour tout entier
naturel n € N :

ap =net B, =1.
Puis on montre tout ca.

Intialisation. clair pour n = 0 (et jusqu’a n = 3).
Transmission. On a :

n?—1 2(n+1)
1= 4+2=n—142=n+let fop = —— 2 —1=1.

Qn+1 n+1+ n + n+1et B ]
n+ 2 2 1
Alors 'expression de X, en fonction de nest : X,, =nl + A = -1 —-14n -1

1 2 2+mn
| EXERCICE 02 |
. . P 1 1
1-a Soit f la fonction définie sur I =] — oo, 1] telle que f(x) = T
-z

1
Alors fO(z) = f(z) = - xeﬁ et on pose Py = X. Et A(0) est vraie.
Puis pour z € I, f'(x) vaut :
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C’est-a-dire :

1 1 + 1 1’
A-27" T a-ept
C’est bien A(1) en posant P; = X2 + X3.
1-b On suppose que A(n) est vraie pour un entier n non nul donné, montrons alors A(n + 1) est vraie.

1
Partons de pour tout = € I, f(")(z) = P, <1> em=. Alors fort) = (f(”))/ vaut :
—x

1 1 1 1 1 1
/ T =
Pn<1_x) < o+ o ><Pn<1_x>el |

C’est-a-dire :

11 suffit de poser :
P11 =X?*(P,+ P,).

1-c On remarque que deg Py = 1 et deg P, = 3. Si deg P,, = uy,, alors deg P, = u, — 1 et deg P41 =
deg(X2P,) et donc : deg P11 = Upy1 = 2 + u,,. C’est une suite arithmétique de raison 2.
On trouve finalement :

deg P, =1+ 2n.
1-d Ona P, = X?(P{ + P) = X2(3X2 +2X + X3 + X?) = X° +4X* 4+ 2X3.
Ona: P3=X2(Py+ P) = X" +9X°% +18X5 + 6X*. (Apres de terribles calculs).
l-e P, = X3+ X? = X?(X + 1) dans C[X] et dans R[X].
Puis :

P=X3(X?24+4X4+2)=X3(X+2-V2)(X +2+2)

dans C[X] et R[X].
2-a f vérifie la relation : (1) (1 —2)%f'(z) = (2 — 2)f(z), pour tout = € I.
En effet,

Yottt = (2 1) f(a).

i(l_m)zf/(w):eﬁﬂl—x) -

2-b Gottfried Leibniz dit que si u et v sont deux fonctions n fois dérivables alors uv aussi et
" /n
(ula@)® = 3= (1D @D o),

Puis :
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Et de méme,

Mis ensemble :

(5) -2 = ()00 = (5) @ - 0200w - (7)a - 0506 + (5 )20 ),

Plus exactement :
(2 —a)f™M(x) = nfCD(z) = (1 —2)*fCH (2) = 2n(1 — 2) f (2) +n(n - 1) f D (2).
Ou encore :
[(2— )+ 2n(1 — 2)] fM)(z) + [-n —n? +n] fOD(2) = (1 - 2)2 O (2).
Et finalement :
(1 —2)2fF () = [2+ 2n — (1 + 2n)z] f) (z) — n2f (D (z).

Ainsi a =2+ 2n, b= —(1+2n) et c = —n?.

Dans le cas n =1,

1 1
Comme (™ (z) = P, (1 x) e,

1 1 1
(133)2132(1 )6111(43I)P1<1 >ellzpo(1 )ellr.
— X — X — T

On commence par enlever I’exponentielle.

(1—w)2P2<11x) :(4_393)P1(11x> —P0(11x>.

Comme Py = X et P, = X% 4+ X3, on en déduit :

1ix) :(4_3@[(1—1@2—’_(1—1@3} N lix'

(1—2)2P, (

Et donc :

P (25) =499 [ )~ o

On remarque que 4 — 3z = 1+ 3(1 — z). Ce qui donne :

P 1 B 1 n 1 +3(1—:1:)+3(1—:1:) 1
*\1-z) (-2 "(1-2p (-2 (Q-2P5 (1-2z)p
Et comme 3(1 - 2) = 3 et 3(1 - z) = 3 on en déduit :

A2t (1—2p " A—2p (I-a)
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On retrouve Py = X° +4X* 4+ 2X3.
Remarque : le matheux fou verra que :

Poi1(X) = [(2n 4+ )X + X?] Py(X) — n2X2P,_1(X).

| EXERCICE 03 |

Un rat se trouve dans un labyrinthe face a quatre portes dont une seule conduit a la sortie. Chaque
fois qu’il choisit une mauvaise porte, le rat regoit une légere décharge électrique et revient a son point de
départ. On s’intéresse au nombre d’essais utilisés pour trouver la bonne porte. On envisage successivement
trois hypotheses.

Hypothese 1. Le rat a une mémoire parfaite. A chaque nouvel essai, il évite toutes les mauvaises portes
choisies précédemment et choisit au hasard parms les restantes.

Hypothese 2. Le rat a une mémoire immédiate. A chaque nouvel essai, il évite la mauvaise porte de
l’essai précédent et choisit au hasard parmsi les trois autres.

Hypotheése 3. Le rat n’a pas de mémoire. Il choisit a chaque essai de facon équiprobable l'une des
portes.
On note Ay I'événement : < au k®™¢ essai, le rat trouve la bonne porte >, 1’événement B, : < le rat
utilise n essais pour trouver la bonne porte.

1. Ecrivons B,, en fonction des événements Ay et leurs complémentaires.
B,=ANAsnN---NA,_1NA,.

2. On suppose étre dans la premiere hypothese : le rat a une mémoire parfaite. Calculons P(B,,) pour
n € {1,2,3,4}. On pourra utiliser la formule des probabilités composées.

On a donc une mémoire parfaite : Punivers est {1, 2, 3,4}.

1 — 1 1
P(B;) = 1 P(B;) = P (4) Pi-(A2) = zg =1 il faut ensuite encore utiliser la formule des probabi-
lités composées :

1 1

P(By) = P (A7) P (Aa) P (As) = o

Wl N
DN | =

Bref, dans tous les cas, P(B;) = 1/4 pour i variant de 1 & 4. Par contre P(B,,) = 0 pour n > 5.

3. On suppose étre dans la deuxiéme hypothése : le rat a une mémoire immédiate. Calculons P(By),
P(B2) puis P(B,,) pour n entier non nul. L’univers est alors N*.

On a immédiatement : P(B;) = i puis P(Bs) = P (A;) Pi-(A2) =

Avec les mémes notations que ci-dessus pour n > 3,

P(B,) = P (A1) Py (A3) ... Pr— (A1) Pr—(A,) = g (3) 5

4. On suppose étre dans la troisieme hypothese : le rat n’a pas de mémoire (cerveau grillé par le courant
par exemple). Calculons P(By), P(Bsy) puis P(By,) pour n entier non nul.

Sans mémoire : I'univers est encore N*.
L’absence de mémoire du rat vaut hypothése d’indépendance des différents événements, d’ou :

P(B,)=P(4A) P(4A,;)...P(A,-1) P(A,) = (Z) B i



