2TSI. DEVOIR SURVEILLE N°02
Samedi 16 Novembre 2024

Les quatre exercices sont indépendants, de poids différents et peuvent étre abordés dans n’importe quel
ordre. La durée totale est de 4 heures et les calculettes sont interdites.

Exercice 01

Pour tout polynéme P € R[X], on note P’ son polynéme dérivé. Ici, on note R3[X] I'espace vectoriel des
polynomes dont le degré est inférieur ou égal a 3. On considére 'application :

¢ :R[X] = R[X],P+ P— P

On rappelle que ¢? = ¢ o ¢ et que pour tout entier n > 3, ¢" = ¢" ! 0.
1. Montrer que ¢ induit sur R3[X] un endomorphisme, c’est-a-dire que ¢ est linéaire et que 'image
par ¢ d’un polynome de R3[X] est un polynéme de R3[X].
On note dans la suite ¢3 cet endomorphisme.
2. Calculer ¢5(1), $3(X), ¢3(X?) et ¢3(X?).
En déduire la matrice M de ¢3 dans la base canonique de R3[X].
3. Inverser la matrice M et en déduire que ¢3 est un automorphisme de R3[X].
X% X3
5. En déduire qu’il existe une unique famille de polynomes so, 51, 52, 53 telle que pour tout i apparte-
Xl
nant & [0, 3], on a : ¢3(s;) = -
i

Pourquoi peut-on affirmer que (sg, s1, S2, s3) est une base de R3[X]?

4. Justifier le fait que la famille (1, X, ) est une nouvelle base de R3[X].

6. On note I'd 'endomorphisme identité de R3[X] et § Pendomorphisme induit par la dérivation sur
le R-espace vectoriel R3[X], c’est-a-dire que 0 : R3[X] — Rs[X], P+~ P’.
Que vaut 6* ? Comparer ¢3 et Id — § puis justifier :
(Id —8)o(Id+ 8§+ 62 + &%) = Id.
En déduire I'expression de ¢35 L
Exprimer alors la matrice de Id + &+ 2 + 63 dans la base canonique de R3[X]. Que remarque t-on ?
7. Pour départager les ex-aequo

En déduire lexpression de s; en fonction de X pour tout i € [0, 3].

Exercice 02

Une maladie circule dans une population P et p est la probabilité d’étre contaminé. La probabilité d’étre
contaminé par contagion pour une personne saine (contact avec un malade) est 2/3. On consideére un
commercial qui passe voir n clients qui font parti de la population P dans sa journée de travail. On
suppose que le commercial n’est pas contaminé au départ de cette journée de travail. N est la variable
aléatoire égale au nombre de clients contaminés rencontrés par le commercial au cours de cette journée.

Q1. Déterminer la loi de N (on reconnaitra une loi classique dont on donnera les parameétres).

Q2. On pose B I'événement < le commercial est non contaminé a la fin de la journée > et pour tout
k € [0,n], I'événement Ay : < le commercial rencontre exactement k clients contaminés .

(a) Comparer B et U (BN Ayg).
k=0
(b) Calculer la probabilité conditionnelle Py, (B) pour tout k € [0,n].

(¢) Quelle est la probabilité pour que le commercial ne soit pas contaminé & la fin de sa journée
de travail ?
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Exercice 03

On lance un dé équilibré a 4 faces notées 1,2,3 et 4. On note D la variable aléatoire égale au numéro
écrit sur la face en contact avec le sol. Puis on lance D fois une piece équilibrée elle-aussi. On note X la
variable aléatoire égale au nombre de piles obtenus.

1. Quelle est la loi de probabilité suivie par D ?
2. Déterminer X (£2).

. 1 K3
3. Calculer pour tout i € [1,4] et pour tout j € [0,i], Pp—;(X = j) en fonction de <2) et de (2> .
J

4. En appliquant la formule des probabilités totales au systeme complet d’événements (D = i);cq1,47,
calculer pour tout j € [0,4], la probabilité P(X = j).

5. Déterminer E(X).

Exercice 04

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant :

Yo 1 2
1 a [1/10] 0

2/10 | 1/10 | 1/10
3 1/10 | 2/10 | 1/10

X

On a ainsi X () = [1,3] et Y(Q) = [0, 2].
1. Déterminer « pour que le tableau plus haut définisse bien la loi de probabilité de (X,Y).
On fera ce choix de « dans la suite.
2. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
3. Calculer E(X), E(Y), V(X), V(Y), E(XY) et enfin Cov (X,Y).
4. X et Y sont-elles indépendantes 7



