2TSI. DEVOIR SURVEILLE N°02

CORRECTION
Exercice 01

1) On considére application : ¢ : R[X]| —» R[X],P+— P — P’.

Pour montrer que ¢ induit sur R3[X] un endomorphisme, il faut montrer la linéarité de ¢ et montrer que
I'image de R3[X] est incluse dans R3[X].

Linéarité de ¢

Soient P et @ deux polynomes de R[X] et A € R, on a :
P(P+AQ)=P+AXQ—(P+AQ)=P+XQ—-P -XQ'=P-P +2X(Q-Q).

On retrouve ¢(P) + A\p(Q).
La restriction de ¢ aA Rs[X] est elle un endomorphisme ?
Si le degré de P est inférieur ou égal & 3, celui de P — P’ aussi. Et donc si P € R3[X], ¢(P) € R3[X].

Par ailleurs, comme R3[X] est le sous-espace vectoriel de R[X] engendré par la base (1, X, X?, X3), une
autre méthode pour démontrer que ¢35 est un endomorphisme, c’est de vérifier que pour tout & € [0, 3],
#(X*) € R3[X]. On a :

6(1) = 1, (X) = X — 1.
Puis :
vk € [2,3], qS(Xk) = Xk _ Xk

Le polynéome X* — kX%~ est de degré k pour tout k compris entre 1 et n. Donc ¢(X¥) est un polynoéme
de degré au plus 3 pour tout entier k£ compris entre 0 et 3.

On peut conclure : ¢ induit sur R3[X] un endomorphisme, noté ¢s.

2) On veut expliciter la matrice de ¢3 dans la base canonique de R3[X], c’est-a-dire dans la base notée
B =(1,X,X? X3). On utilise la question précédente. On sait que ¢(1) = 1 et que pour tout k € [1,3],
d(X*) = X* — kX* =1 On en déduit chaque colonne de la matrice Mg(¢3), matrice représentative de ¢
dans la base canonique 8 de R3[X].

1 -1 0 0
O 1 -2 0
0 O 0 1

3) On veut démontrer que ¢3 est un automorphisme de R3[X]. Donnons plein de méthodes.
Méthode 01

Le calcul de M~! permet de montrer que ¢3 est bijectif. Faisons le, étant donné que de toute facon, c’est
demandé. On commence par concaténer M et Iy.

1 -1 0 0 10 0 0
0 1 -2 0 01 0 0
0 O 1 =370 0 1 0
0 O 0 1 0 0 01

Puis on fait successivement :

Ls HL3+3L4, Lo HL2+2L3, Ly < Ly + Ls.

100 0] 1 1 26 11 2 6

. 01 0 0] 01 2 6 1| 01 2 6

On obtient : 001 0lo0oo013]l" Et on peut conclure : M~ = 00 1 3
0 00 1] 0001 0 0 0 1
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Méthode 02

Si vous connaissez les déterminants d’ordre n, on peut remarquer que le déterminant de Mga(¢3) est
triangulaire supérieure et est donc égal au produit des ses éléments diagonaux qui sont tous des 1.
Ainsi, Det Mg(¢3) =1 # 0 et ¢3 est un automorphisme de Rg[X].

M¢éthode 03

On peut prouver que le noyau de ¢3 est nul. En effet, si tel est le cas, comme ¢3 est un endomorphisme
en dimension finie, ¢3 qui est alors injectif est bijectif (par le théoréme du rang).

Soit donc P € Ker ¢3,0on a: P = P’. Orsi P est de degré k > 1, P’ est de degré k—1. Donc si P € Ker ¢3,
P est constant et comme P’ est alors nul, Ker ¢3 est réduit au polynome nul.

Méthode 04

On peut montrer que Mg(¢3) est de rang 4, ce qui permet alors de dire que ¢3 est surjectif donc bijectif
endomorphisme en dimension finie). Si 'on fait les opérations élémentaires simultanées :
d phi di ion finie). Si I'on fait les opérati 616 tai imultané

Co <« Cy+C, O3+ C3+20C,, ..., Cy < Cy + 3C5,

la matrice Mg(p3) se transforme en Iy, qui est bien de rang 4.
Meéthode 05
On peut expliciter l'inverse de ¢3, ce qui prouvera son existence et par la méme occasion que ¢3 est
bijectif.
Soit @ = P — P’ = ¢,,(P). En dérivant, Q' = P’ — P”| puis de maniére générale,
Vk € [1,2], Q) = pk) — plk+1),

Et enfin Q©® = P®) car P est un polynome de R [X], donc de degré au plus 3. En sommant toutes ces
égalités, on aboutit aA :

3
QW =pP-P+..+P? P4 PO =p
k=0

3
Tout @ € R3[X] posséde donc un antécédent unique qui est : Z QWM.
k=0
Alinsi, ¢3 est un automorphisme de R3[X].
Xi
4) La famille <'> est une base de R3[X] car cette famille est formée de 4 polynémes (non nuls)
v/ iel0,3]
tous de degrés différents dans un espace vectoriel de dimension 4.
Xi
5) Comme ¢3 est un automorphisme de R3[X], pour tout ¢ € [0, 3], le polynéme - élément de R3[X],
7!
posséde donc un antécédent unique par ¢3 que I'on peut appeler s;. Et s; € R3[X].
Finalement, il existe une unique famille de polynémes sq, s1, ..., S3 telle que :
. Xt
Vi € [[073]]7 Qj)n(sz) =

XZ
Par ailleurs, (1)3—1 est un automorphisme de R3[X]. On peut conclure que 'image de la base <>

v/ iel0,3]
par Pautomorphisme ¢3 ! (qui est la famille (8i)iefo,37) est encore une base de R3[X]. On peut conclure :

(80,81, ..., 83) est une base de R3[X].

6) On note Id ’endomorphisme identité de R3[X] et ¢ 'endomorphisme induit par la dérivation sur le
R-espace vectoriel R3[X].

Or §* = 0 car la dérivée quatrieme d’un polynéome de R3[X] est nulle.
La quantité :

(Id—0)o(Id+ 6+ ...+ 6%)
vaut, en la développant :

Id+6+ .. +8—6—..—6 -6



Donc : (Id — ) o(Id+ 8+ 62 + &%) = Id. Ainsi : ¢3 ' = Id+ 5 + 6 + 5.
On calcule les matrices My, My et M3 respectivement de 8, de 62 et de §° dans B.

010 0 00 2 0 000 6
oo 20 , [0 o006 o000 o0
M=t o o003 |"™M=10000]|*MM=|00 0 0
000 0 000 0 000 0
112 6
. . 01 2 6
Et on a bien M~ =1, + My + My + Mz =
00 1 3
0001

7) On remarque que ¢3 = Id — 4§ et donc qbgl =TId+ 8+ ...+ 8% On retrouve Pexpression trouvée a la
quatrieme méthode du développement de la question 3).

i

vi € [0,3], ¢35 (f,) = (Id+5+..+0%) (fv) '

Alors, pour i fixé dans [0, 3],

C’est-a-dire :

X'L’

Exercice 02

Q1. La variable aléatoire N suit la loi binomiale B(n,p).

Q2-a Donc on pose B l'événement < le commercial est non contaminé & la fin de la journée » et pour
tout k € [0,n], 'événement Ay : < le commercial rencontre exactement k clients contaminés (et donc
n — k clients non contaminés) >.

Ona:B=|]J(BnAy).

k=0
Q2-b Et la probabilité de ne pas étre contaminé sachant qu’on a rencontré k personnes contaminées est
1

Q2-c On a d’aprés la formule des probabilités totales : P(B) =» P (BN Ax) = >  Pa,(B)P (A).
k=0 k=0
De plus, ’événement Ay, est aussi (N = k).

P(B)=> %P(N =k) =) 3% (Z)p’“q”_’“-

k=0 k=0



Exercice 03

1. On a immédiatement D(€2) = [1,4] et comme le dé est équilibré, D suit évidemment la loi uniforme
sur [1,4]. On peut alors écrire :

Vie[1,4], P(D=1i) = —.
2. On lance donc le dé de une a quatre fois. On compte le nombre de piles obtenus. Il y en aura donc de
zéro & quatre. Ainsi X (Q) = [0,4].

3. Pour i € [1,4] fixé, si on suppose 'événement (D = ¢) exécuté, on lance alors le dé i fois. On répete
i fois la méme espérience de fagon indépendante et I’événement <« obtenir pile » a pour probabilité 1/2.

wetamemt - ()0 ()7~ () 0)

Commentaires : On reconnait la loi binomiale B <i, 2) .

4. Il est temps d’utiliser la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements
(D = i)ie[[lA]]-

4

Pour tout j € [0,4], P(X =j) = ZP(D = i) P(p—i)(X = j) en utilisant I'égalité, valable pour j > i :
i=1

Pp—p(X =j) =0.

i
On en déduit alors (avec la convention ( ) =0 pour j > 1) :
J

We@ALHX:ﬁ:jéixC)(Da

On développe alors les formules.
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e Cas j =3. Alors P(X =3) = - X = -
224 6 2) 4
4 i
. 1 ii—1)GE—-2)(i—3) (1 1/1 1
e Cas j=4. Alors P(X =4) = - ) =2 (=]==
i=44 24 2 4 \ 16 64

4
15 26 16 6 1 64
On peut remarquer que jE:O (X =9 el + ol + o + ol 4 61~ 6l

Le compte est bon!
26 32 18 4 80

5. EX)=2424 2,2 % 49
OnaBX)=itatat o1~ o g



Exercice 04

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant :

XY | 0 1 2
1 a | 1/10| 0
2 [ 2/10 | 1/10 | 1/10
3 [1/10 [ 2/10 | 1/10

On a ainsi X(02) = [1,3] et Y(©2) = [0, 2].
1. On a une loi de probabilité si et seulement si Z Z P(X=uz,Y =y;)=1
iog
1 1 1 2 1

1 2

1
Ont = —.
n trouve a = 7o
2. On somme chaque ligne pour la loi de X.
PX=1)= 2 =02, P(X=2)= 1 =04, P(X=3) = 4 =04
10 I T I T

On somme chaque colonne pour la loi de Y.

4 4 2
= = — = .4 = 1 = — = U. = = — =
P(Y =0)= 15 =04, P(Y =1) = 15 =04, P(Y =2) = 5 =02
3. On a sans probléme :
> 22 11 2 8 4
E(X) = — k) =222 = — — k)= — == =
(X) =Y kP( )=1= 5 =22 B(Y) > kP(Y = k) 5= =08,
k=1 k=0
> 54 =y 12
2y _ 2 A _ _ A _
B(X?) = ;ﬂk P(X = k) = 15 =54, B(Y?) ;701@ P(Y =k) =15 =12,

V(X)=E(X%) - E*X)=54—(22)2=056 ct V(Y) = E(Y2) - E3(Y) = 1.2 — (0.8)2 = 0.56 = V(X)

4. Parexemple P(X =1,Y =1)=0%# P(X =1)P(Y =1). Donc X et Y ne sont pas indépendantes.
5. Calculons Cov (X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

E(XY) = Z inyjp(x =1, Y =y;).

On calcule donc E(XY) en ajoutant tous les termes non nuls.

1 1 1 2 1 19
E(XY)—1><1><1—0+2><1><1—O+2><2><E+3x1x1—0+3x2xﬁ_1—0_1.9
14
On peut conclure : Cov (X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y)=-—=0.14
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