Devoir libre 06. TSI2 lsur 5

| CORRECTION |

EXERCICE 01

l.a H est la somme d’une série entiere. Déterminons son rayon de convergence. Posons pour

x?P
tout p € N, up(z) = IrOER
p2p+2 2p+2 y 4p(p!)2 ;
upri ()| _ |4 ((p+ D2 | | 4 ((p 4+ D)2 __ =z
up(z) | x?P B x2p C4(p+1)%
4v(p!)?

Cette quantité tend vers 0 quand p tend vers l'infini pour tout z fixé non nul. Donc la série
converge absolument pour tout « et donc R = +o00. On peut conclure.

+oo £L‘2p
Vr € R, H(z) :ZM( i
p=0 =

1.b Comme pour tout € R*, u,(x) > 0, H(z) > 0 pour z € R* et H(0) = 1. Donc H(z) >0
pour tout xz € R.

De plus, on sait que tout développement en série entiere est de classe €°° sur | — R, R[ donc ici
sur R.

+oo 2m—1 +00 29—92
2px<P 2p(2p — 1)x*P
1.c On a pour tout x € R, H'(z) = ——— et H'(x) = g
’ 1)2 12
= 40 ()

Alors zH" (x) + H'(x) — xH(x) vaut :

+oo

+ZOO 2p(2p — 1)x?P~1 n Z 2px B
4p(pt)? p(ph)? = ar(ph)?

— “+oo
2p—1 x2p+1

p=1 p=1

c’est-a-dire en regroupant les deux premieres sommes,
$2p+1 x?p—i—l

400 9 - :E?p—l

Il reste a changer I'indice dans la premiere somme.

+oo +oo
$2p+1 x2p+1

cH"(x) + H' () — zH(x) = ()2 - Z 4p(p!)2

]

p=0
2.a On part de y(z) = A(z)H(z) pour tout = € I.
y' () = N(x)H(z) + MNa)H (x), y"(x) = N'(2)H(x) + 2N H'(z) + MN(z)H" ().
Puis on remplace dans zy”(z) + y/(z) — zy(z) qui devient :
aN'(2)H (z) + 22N H'(z) + 2\(z) H (z) + N (2)H (z) + \(z)H'(z) — 2\ (2)H ().
On arrange. Et zy”(z) + v/(x) — zy(x) devient :
aN'()H () + 22N H'(z) + N (2)H(z) + Ma) (eH" (z) + H'(z) — 2H (2)).

Comme zH"(x) + H'(z) —xzH(x) = 0, on a : z\"(z)H (z) + 22N H'(z) + N (2)H (z) = 0.
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2.b. e Résolvons zH (x)z' + (2eH'(x) + H(x))z = 0.
Posons a(x) = xH(x) et b(x) = 22¢H'(x) + H(x). On sait que les solutions sont de la forme

z;xHKexp<—/2g))dx> K €R.

) b(x) 2eH'(z) + H(x H’(x)
Ici - /daz :/ / dx +
a(z) xH(x) H(z) x
Ainsi, & une constante multiplicative pres, / blz) dr = 2In(H(z)) + Inz = In(z(H(x))?).

a(z)

K
Et z: 2 — ————, K € R sont les solutions de (E1).
w(H (z))*

e Ensuite, on remarque que N = 2z = \(z) = K / 5 TH, ou K et p1 sont deux constantes

réelles.
Ve el, y(r) = KH(z)G(x) + pH(x).

On remarque au passage que 1’ensemble des solutions de (Ejp) est un espace vectoriel de dimension
2 de base (H, HG).

+o00
3.a. On pose y(z Z anz™, y'( Znanx Yy (x) = Zn(n — Daz" 2
n=2
Alors zy"(z) + ¢/ (x) — xy( ) vaut :
+oo +o0o +oo
Z n(n — Danz" ' + Z napz" ! — Z anz"
n=2 n=1 n=0

On effectue des changements d’indice dans toutes les sommes. Finalement xy” (z)+1/(z) — xy(x)
vaut :

+oo +oo +oo
Z(n + Dnapp12™ + Z(n + Dapi2"™ — Z p_12" =2
n=1 n=0 n=1
ou encore :
—+o00
Z ((n+ Dnape1 + (n+ Daps1 — an—1) 2" + a1 = 2.
n=1

Par unicité du développement en série entiere, on obtient pour tout n > 1, (n+ 1)%2a,11 = an_1
et a1 = 2.

3.b Partons de a,, = —a,_o pour tout n > 2.

2
n
e Supposons n pair donc n = 2p avec p entier non nul.

( 1
T ™

a2p—2 ag agp

(2p)2 x (2p — 2)Z x ... x 22 22p(pl)2’

———=a9y—
(2p—2)2 1 = agp =

1.

a9 = 2—2a0

ag

Et finalement, pour tout entier p € N, ag, = W.
p!
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e Supposons n impair donc n = 2p + 1 avec p entier.

1
2pt+1 = W@p—l
a2p—1 Tor __ 1y2 %2p-3 . ai
(2p=1) T T o T2 X (2p—1)2 X .. x 3
;
as = 37@1

On arrange agp41-

L a1(2p)? x (2p—2)F x ..o x 22 2%HL(pl)?
N (2p+1)))? T @+ )

S~ 2 (ph)?

—+o00 —+oo .73217
3.c On écrit : ant” = a e Sal S AR
,;) " 0; (2vp))2 ZO ((2p + 112

+00 22p+1(p!)2

2p+1
2 {2+ 1)1

Posons alors pour tout z possible, yo(z) =

+oo
Z anz" = apH (x) + yo(x).
n=0

92p+1 (p1)2
Posons pour p € N, v,(z) = W%ﬁpﬂ. Déterminons le rayon de convergence de Z vp(z).
’ p=>0
2273 ((p + 1)!)2x2p+3
Up+1() ((2p+3)!)2 _ 2222 (p + 1)? N 4p?z?
vp() 22 (D) opia ((2p +12)(2p +3))?| p+oc 16p*
((2p+1)1)?

quantité tendant vers 0 quand p tend vers I'infini pour tout = fixé non nul. Donc la série converge
absolument pour tout x et donc R = +00.

S~ 27t (ph)?
Alors yp(x) 2 (@t 1)!)233
série entiere avec ap = 0 ou encore qui s’annule en 0) et si y est une autre solution dévellopable
en série entiere de (Fs), alors y(x) = KH(z) + yo, ou K = y(0).
On remarque que y — 7o est bien une solution de I’équation différentielle (Fy) (car K H pour
tout K € R est solution de (Ejp)).

2P+L est une solution particuliere de (E3) (celle développable en
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EXERCICE 02

1. Soient E un plan vectoriel, B = (Z, j) une base de F et 0 €]0, 7| fixé. On définit alors sur E
une forme bilinéaire symétrique ® par les relations (1) :

B, 7) = D7) = cos(0) et BG.7) = BF,T) = 1.

On rappelle qu’une forme bilinéaire sur E est une application de E? dans R, linéaire par rapport
a chacune des variables. En utilisant les relations (1) et le fait que ® est linéaire par rapport a
chacune de ses variables et que ® est symétrique, ¢ est a dire que CIJ(X Y) tID(Y X ) pour tout
couple (X , Y) de vecteurs du plan, calculons ®(27 — j, i+ 3]) en fonction de 6.

On développe @(2?— Ji+ 3;) par rapport a chacune des variables. On trouve :
D(24,7) + (2, 35) + ©(—4,7) + ©(—7, 37).
Cela donne :
20(20,7) + 60(7, ) — 0(7, ) - 30(],7).
Ou encore :
24 5®(1,7) —3 = —1+ 5cosh.

2. On passe au cas général. Soient X = zi+ ng et Y = ylf—i- yzj deux vecteurs de E.
Exprimons ®(X,Y) en fonction des réels x1, 2, y1, y2 et 6.

On utilise la bilinéarité de ® et son caractere symétrique. Il vient

O (217 + 227, 1T+ y2]) = 211 @ (0,7) + 2212® (]2 ]) + 2192® (7, 7) + 22519 (7,7)
= 71y1 + T2y + (¥1y2 + T291) cos O

_ 1 cosb\ (1
= (o1 ) <cos€ 1 ) <y2>

Cette expression matricielle peut s’avérer pratique.

3. Montrons que ® est un produit scalaire sur F, c’est-a-dire que ® en plus d’étre bilinéaire
symétrique est définie et positive.

Pour montrer que ® est un produit scalaire, il reste a étudier @(X , X )

@(X,)?) =22 4+ 22 + 22129 cos 6 = (Jo1] — \:UQ|)2 + 2|x122|(1 £ cos h)
2
> (Jz1] = |z2|)” + 2|2122| (1 — | cosg]) > 0.

De plus, <I>()? X ) étant la somme de deux quantités positives et I'hypothese 0 < 0 < 7
assurant que | cos 0| < 1, elle est nulle si, et seulement si, |z1| = |x2| et |z122| = 0, donc si, et
seulement si X = 0. Ainsi, ® est bien un produit scalaire sur E. (On pouvait aussi écrire plus
naturellement

@(X,X) = (21 + 22 c080)% + (1 — cos? 0)z3).
4. e Soit X = 217 + x5, déterminons les composantes de f()_(')

f(X)) :$1f+$2(—7+ 20089]_) = —Tol+ (acl +2c059x2)j
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e Montrons que pour tout X de E, @(f()?),f()?)) = @()?,)Z)

P (f()?),f()?)) = (—:L“Q)2 + (ml +200s0:c2)2 — 23:2(561 +20089332) cos 0
=22 + (14 4cos? 0 — 4cos? )2 + (4 — 2) cos Oz w9 = a2 + 235 4 2z 29 COS O = @(X,X)

5. Déterminons un vecteur k € F tel que (;, E) soit une base orthonormée pour ® et que
®(j, k) > 0.

On utilise le procédé de Gram-Schmidt en orthonormalisant la base (Z’, f)

On écrit : { ‘:/:1 - o i - avec @(171,‘72) = 0. On écrit :
Vo = j4+wm
O(Vi, V) = ®(7, ) + a®(i,7) = cosf +a = 0.
On en déduit que a = — cosf. Ainsi Vs = j —cosfi. Puis on a :
®(V1, V1) = @(1,0) = 1.
Et il reste a développer :
®(Va, Vo) = ®(—cos i+ j, —cosOi+ ).
On trouve :
cos20 (7, i) — cos O (i, j) — cos O B(7, j) + D(], 7).
Ou encore :

1+ cos?f —2cos?0 =1—cos?0 = ||‘_/’2H2

Comme 6 €]0,7[, 1 — cos?6 > 0. Et donc :

A v —cosfi+j —cosfi+j cos@?+ 1 -
BETATEE = . ==+ —J
| V2] V1 —cos?26 sin @ sin 6 sin g’
1 _cpsg
Sin
6.a On pose : On pose P = . Montrons que P~! = ( 1 Cf)se > )
0 1 0 sinf
sin 6

11 suffit de faire P~1P = I.
6.b Calculons P~'CP et déduisons en la matrice de f dans la base (Z, E)

Plop — 1 cosf)\ (0 -1 1 —cosf/sinf\ (cos —sind
- \0 sinf) \1 2cosf/) \O 1/siné ~ \sinf cosf )
Et cette derniere matrice est la matrice de f dans (7, k).

Spécial 5/2 : Précisons la nature de f.

cosf) —sind

On a done Mat(?,lz)(f) - <sin9 cos

> et f est bien entendu la rotation d’angle 6.



