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I Premiere partie

I.A Calculs préliminaires
Q1. N estun entier supérieur a 2. On pose w = esm/N,

Les racines N-iémes de 'unité sont les complexes de I’ensemble . = {a)k, ke[0,N- 1]]}.

11l
[l
2|s

On peut redémontrer ce résultat en écrivant z sous forme exponentielle, z¥ =1 < p~e -1 e {Z

. 2i
Q2 w=1e % =0[27] © j=0[N] © je{kN, ke Z}.
Lensemble cherché est ’ensemble des multiples de N.

Q3. Soit k € N, les propriétés usuelles de la conjugaison des nombres complexes permettent d’écrire :

L :e_ZIi\;er :e% =_]C:5k
wk
N-1 N-1
Q4. — Pourg=1,alors ) g"=) 1=N,
n=0 n=0
N-1 1—aV
n » . 2 P
— Pour g #1, alors: Z q" = 1 (somme des termes d’'une suite géométrique).
n=0 -
Q5. — Pour r =0, w" =1, donc, d’apres la question Q4, dans ce cas :

N-1
Y w™=N.
n=0

— Pour r € [1,N - 1], d’apres la question Q2, r n’étant pas un multiple de N, " # 1 donc

1 ri

=0caroN =1

N-1 _
Z wrn: " =
n=0 l-w

1
— Enfin, pour r € [-(N - 1),-1], 0" = — avec -1 € [1,N - 1], donc w " #1letw” #1 etle méme calcul que
w

précédemment donne le méme résultat :

N-1 1 Nr

)
Zwr”: . =0caroN =1
n=0 l-w

I.B Comportement asymptotique des coefficients de Fourier

Q6. Soit fe €y, ona:
21

2n . 1
— o f(ne ™ dr= - f(t) dt = ap. Donc la propriété annoncée est vraie pour k = 0.
T Jo T Jo
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— On suppose ke N*,

2n . 2n
L foe * qr = S F(0) (cos(—kt) +isin(—ke)) dt
27 Jo 21 Jo
1 2n 1 2m .
=27 ), f(t)cos(kt)dt—lg A f()sin(ky) dt

par linéarité de l'intégrale et a I'aide des parités des fonctions trigonométriques

1 1 1
=—ar—i=br==(ar-ib
5 % =15 bk 2(k )

Puis exactement de la méme facon :

ifzn 0) ~i-br gy - L i (1) (cos(k?) +isin(k?)) dr
Zﬂofe _Znof cos S

1 27 1 2n ) 1 '
:gfo f(t)cos(kt)dt+1§ A f(t)sm(kt)dt:E(ak_lbk)

11 est donc bien démontré que :
2n

_1 ikt
vkeZ, alf)=5- | fwetdr

Q7. Théoréme de Parseval : Si f une fonction 27-périodique et continue (par morceaux est suffisant) sur R alors les
séries Y (an(f))* et Y_(bn(f))? convergentetona:

1 2 ) ) 1 Tt ) )
—f (f() dt=(ao(f)N"+ - Z (an(fN+ bn())
2n 0 2 n=1
Q8. Pour tout entier naturel k non nul comme ay et by sont des réels, d’apres la définition des coefficients cy :
1
le-k(PI* =letnl* = 7 (@i + 5)

Lafonction f satisfaisant les conditions du théoréme de Parseval, on en déduit que les séries Z(an (f N2 et Z(bn (f ))?
convergent, donc leurs termes généraux convergent vers 0 klim ar(f) = klim bi(f)=0].
—+00 —+00

Par somme, on en déduit donc: lim cx(f) = lim c_r(f) =0.
k—+o00 k—+o00

Q9. f est une fonction de classe €' donc f’ est une fonction continue sur R, les intégrales définissant les coefficients
ar (f') et bi (f') existent donc.

Q10. Soit k un entier naturel non nul :
1 2n
ar(f) = —f f'(Ocos(kr) dt
T Jo
on integre par parties avec des fonctions de classe ¢! et k étant non nul

2n
= [f()cos(kn)] " —%f F((~ksin(kn) de
—_— 0

=0
2n

_ k% F(0)sinkn) de = kbi(f)
0

De la méme fagon :
1 2w
be(f)=— | f'(0sinkn) dr
0

2n
= [ sin0]F” —%f f(Okcos(kt) dt
—_— 0
=0
=—kar(f)

(kbi(f) +ikar(f)) = ikcr ().

N =

(ar(f)—ibk(f)) =

N =

Donc pour tout k€ Z* : ¢ (f') =

Eric Mercier -2- CCS TSI MATHS 2 - 2022



CCS TSI MATHS 2 Corrigé 2022 - Filiére TSI

Q11.

Comme f/ est une fonction continue, elle satisfait aux conditions du théoréme de Parseval, donc, d’apres Q8 :
lim c(f)=0.
k—+o00

ce(f)
ik

Onen déduitque lim k|ck(f)|= lim k = lim |ck(f")|=0.
k—+o0 k—+o00 k—+o0

Finalement : \ck(f)| . = o(%).
—+00

1
En utilisant Q8, |c_x ()| = |cx ()] kjrooo(%).

II Diagonalisation des matrices circulantes

II.A Ftudeducas N =3

01 0
OnnoteG;;:C(O,l,O):( 0 0 1 )EMg,(C).
1 0 O

Q12.

Q13.

Ql4.

Q15.

11 est immédiat que Gs x GST = I3 donc on a bien G3 € O3 (R) puisque Gs est a coefficients réels.
detGs =1 donc G3 € £03(R) et on en déduit que c’est la matrice d'une rotation de R3.
C’estlarotation d’axe dirigé par # = (1,1, 1) (trivialement invariant) et d’angle 8 vérifiant, par invariance de la trace :

1 21
1+2cosO =0« cosO = - 0= i?[Zn].
De plus, comme I'image du premier vecteur de base i estle troisieme k et que l'on a det (iZ, i, 75) = —1, on en déduit

2
que la rotation canoniquement associée a Gs est la rotation d’axe dirigé par ii = (1,1,1) et d’angle 0 = — 3

Il vient directement : yg,(A) =A*—1=(1-1) (A-j)(A-j),ouj= e
Les valeurs propres de G3 sont les racines cubiques de I'unité.

Le polynome caractéristique de G3 est scindé a racines simples dans C[X] donc la matrice Gz est diagonalisable
dans .Z3(C).

En revanche, ce polyndme n’est pas scindé dans R, donc G3 n’est pas diagonalisable dans .43 (R).

On détermine les espaces propres associés aux valeurs propres de Gs.
D’apres la question précédente, sp (G3) = {1, j, j}.
On a déjavu Q12 que @ = (1,1, 1) est un vecteur propre associé a la valeur propre 1. Or, comme cette valeur propre
est d’ordre 1, son sous-espace propre associé est une droite vectorielle. En conséquence : E; = Vect(i).
De la méme facon, on démontre que les deux autres espaces propres sont aussi des droites vectorielles et que :
Ej =Vect((j*1, ) et E; = Vect((j, 1, j*).

(1 o
Onpose P3=|1

1 2

1 ) et'on obtient :
J
0
G3=Ps (0 J )
0 0 ]

Soit (ag, a1, az) € c?
0 0 1

OnaGi=[1 0 0fetonobtientdonc:
01 0

ay a1 a
2 -1 -1)2
C(dg,al,dg) =|dy a4y dad|= a013+a1G3+a2G3 :a013+a1P3G3P3 + dy (P3G3P3 )
ay dp; Ado

= agP3P;' + a1 P3D3P;! + ayP3D3P; " = Py (agIs + a1 D3 + a; D3) P
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IL.B Etude du cas général

Onnote Gy = C(0,1,0,...,0) € #x(C) et g'endomorphisme de C" dontla matrice dans la base canonique (e, ez, ..., eN)
de CYN est Gn.

Q16. Comme:
0 1 0 0
0 O 1
GN=C(0r1)0r-‘-)0):E "‘ "‘ '~‘ 0
0 ol
1 0 0 0
Le polynome caractéristique de Gy est :
A -1 0 -+ 0
0 1 -1
XoyA)=det| © .ot
0o . .. -1
On développe par rapport a la premiére ligne
o -1 0 - 0
A -l 0 A -1 - 0
“adet|® T Yo chdet
VRS- | . .
0 e Y S |
0 - 0 A -1 0 - 0 A

le premier déterminant étant celui d’'une matrice triangulaire supérieure
on développe le second suivant la premiere colonne

-1 0 - 0
A -1 - 0
= AN - 1)V 2 det| -

A -1
C’est le déterminant d’'une matrice triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux sont tous égaux a —1
AN _(C1)2N-2) 2 pN
N-1
Q17. Onayg,(M) =AY -1=[] (A—wk).

k=0
Gy est diagonalisable dans .4/ (C) car son polynéme caractéristique est scindé a racines simples dans C[X].

Onasp(Gy)=Uyn= {wk, ke[0,N- 1]]}
On pose a présent :

11 1
1o ™! (r=1)(s=1)
— — r— S—
Pyv=1 . : : =(w )irsenn
1 N1 ... pWN-DWN-1

Pour k € [1, N], on note C la k-ieme colonne de la matrice Py.

1
wk1

Q18. Soitke[1,N],Ona:Cy=
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wk—l 1
(wk—l)z wk1
GnCr = : = ! : = w1,
(wk_l)N—l (wkfl)N_z
_1\N-1
1 w’:‘l _ (wk 1

Cy étant non nul, c’est un vecteur propre associé a la valeur propre wk 1 pour k € [1, N].

En conclusion, sp(Gy) = {wk, kel0,N - 1]]}, et comme 0™ =0’ =1, sp(Gy) = {wk, ke [II,N]]}.

Q19. La famille (Cy,Cy,...,Cy) est une famille de vecteurs propres associés aux N valeurs propres {wk, ke[l,N] } Cette
famille est libre et c’est donc une base de vecteurs propres de Gy.
On en déduit par la méme que Py € GL,(C) est une matrice de changement de base.

Q20. On obtient, avec les résultats de Q3 et Q4 :

11 1 11 1 1 ]\1] )
- - N-1 - 1 1 N-
- 1 w w 1 w wN1 1 o o
PyPy=Pyx| . . . = . )
1 @N-1 ... pWN-DIN-D L S NG S | B L (N-D(N-1)
w [
N 0 0
0 N 0
= . :NIN
0o 0 N
D'oti P! = ~ By
N _N N-
Q21. Onaimmédiatement : g(e;) = e, et pour j € [2,N], g (e;) = ej-1.
Q22. Soit ke [1,N—1] et je€[1, N], par itérations :
— Sij>kgt(ej)=ej_k
— Sij<k g (ej) = en--)
Q23. De Q22 on déduit :
G =Iy=C(1,0,...,0)
Gy=C(0,1,...,0),
E —-1]: k= ,eeny 0, ,0,..
tpourtout ke [2,N-1]: Gy =C|0,...,0 1 0
colonne k+1
1 0 0
0 w . 0
Q24. Ilvient alors, en posant: Dy =| . . . et en redémontrant par récurrence que pour tout entier k on a
0 0 w1

k _p.pkp-l.
Gk = PyDEPY:
— 2 N-1
Clag,ar,...,an-1) = apIn + a1 Gy + a2 Gy + ...+ an-1Gy
= agIn +aiPNDNPN + aaPNDA PN +...+ an—1 PN DN 1Py}

=Py(aoIy+a Dy +ay DA +...+ ay-1 DNV P

Yo ax 0 0

0 VS agwt - 0 .,

=Py : : : Py
0 0 ZIICVQOI akwk(N_”
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Q25. On en déduit, comme le déterminant est invariant par changement de base que :

N-1N-1  N-1 .
det(C (ag, ar,...,an-1) =[] D arw’* = I1 P(wf)
j=0 k=0 j=0
N-1
En notant P le polynome P= Y a; X*.
k=0

III Discrétisation et transformée de Fourier discréte

III.A Approximation des coefficients de Fourier

Soit f une fonction de €y,

2
Le N-uplet ( f (ﬂ)) est un échantillon de ce signal.
N JJo<n<n-1

Q26. On reconnait ici la méthode d’approximation des intégrales par la méthode des rectangles a gauche (intégrales de
Riemann) qui permet d’affirmer que 1'on a la convergence de ces suites et : Nlim a(') (N) = ag, et pour tout k € N*,
—+00
lim aj(N)=aiet lim bj(N)=by.
N—+o00 N—+o0

Q27. Pour tout entier relatif k, Nlim C;C(N) = ¢ d’apres les limites des parties réelles et imaginaires obtenues a la Q26.
—+00

III.LB Formule d’inversion
Si u = (un)o<n<n-1 €st un échantillon de taille N, on définit @ = (@) g<r<n—1 PAT

N-1 _
Vkel[O,N—-1], = Z une—lk2nn/N

n=0
L'échantillon # s’appelle la transformée de Fourier d’ordre N de I’échantillon u.

Q28. Pour k > 0, la somme comporte N termes, il y a donc N —1 additions, chaque terme nécessite une unique multipli-
cation, la premiere étant une multiplication par 1, il y a donc N — 1 multiplications. Il y a alors 2(/N — 1) opérations
pour chaque terme de la série.

La premiere série (pour k = 0) ne comporte que des multiplications sont toutes avec le facteur 1, le nombre d’opé-
rations pour cette série est donc N — 1.

En conclusion, N -1+ 2(N — 1)2 = (N -1)(2N —1) opérations sont nécessaires pour calculer les N termes de la
transformée de Fourier .

Q29. En utilisant I’écriture matricielle des N égalités de (III.1) et les résultats de la question Q20 on obtient :

Up Up Up Uo Uo
i b u u . i 1 » i
=N . — . = . = SIEN
: : N : N
0UN-1 UN-1 UN-1 0N-1 0N-1
Ce qui fournit le résultat
1Nl
VEE[ON-1], up=— Y 0,e?N,
N n=0
Q30. Soit £ € [1,N-1]
N-1 ) N-1 ) ) N-1 ) _
IZN,g — Z une—l(N—f)Znn/N: Z une—12nne1€2nn/N: Z uneMZﬂn/N: ﬁ[
n=0 n=0 n=0

Q31. On suppose que 'entier naturel N est pair.

La connaissance des > premiers termes de la transformée de Fourier permet de déterminer les autres a I'aide de

I'égalité précédente.

Eric Mercier -6- CCS TSI MATHS 2 - 2022



CCS TSI MATHS 2 Corrigé 2022 - Filiére TSI

N
Le premier terme ne demande que N —1 additions et les e 1 autres termes demandent chacun 2(N —1) opérations
comme vu précédemment.

N
En conclusion, le nombre d’opérations nécessaires est N —1 + (E - 1) 2(IN-1)=(N- 1)2 opérations.

Q32. Le nombre d’opérations, au voisinage de I'infini, est équivalent a N°.

IV Transformée de Fourier rapide

On suppose que u est un échantillon dont la taille N est une puissance de 2; on écrit donc N =2/, jEN®.

N
Pour tout entier r compris entre 0 et 5 1, on pose y; = Uy, €t 2, = Uzr4+1 ce qui définit deux échantillons y et z de

. N
taille —.
2
Q33. Onad’une part:
N-1 ) N-1 N/2-1 N/2-1
~ —1mTn n
aniz= ) upe™ ™= up(-D)"= Y upr— Y. upri1
n=0 n=0 r=0 r=0
et d’autre part :
N/2-1 oommny N N/2-1
—10zmn
Y yre = ) yr= ) U
r=0 r=0 r=0
N/2-1 N/2-1

2= ), zr= ) Un
r=0 r=0
Ce qui permet de conclure : #in/2 = Jo — 2.

. N
Q34. Soitke HO,E—IH.

N
Et de la méme facon, avec k+ N/2 € I,?,N— lﬂ.
N-1
N —ik2nn/N
k= Z upe™

—2i(k+N/2)nn/ N

-1
N/2-1 Upsnr2 = Z une

2ikn2r _ 2ikn(2r+1) —
Z upre” N+ ), Uprnae W 1’\1//201 Ni2-1
r=0 r=0 . 2ikn2r : . 2ikn(2r+1) :
- =2irm — == —i@r+m
Nj2-1  _ziker N/2—1 . . Y, ue Ve + ) Uzrere e
N _2ikn(2r) _ 2ikn =0 ~—— =0 ——
Z 2 zZre N e N =1 -
r=0 r=0 j} d)k2
N/2-1 _ 2iknr
~ J N
=yk+a)k>< Z zZre 2
r=0
= Jr+ @ 2

En conclusion : .
N =P+ 0" 2,
Vke l[o,——lﬂ, { k= Ve
2 Uk+N/2 = Vi — 07 2k
Q35. Pour N =2, il suffit de connaitre y; et zy pour déterminer les termes de la transformée de Fourier de u puisque :
=jo—20etip=3Jo+ 20
De plus, les calculs de jj et Zp ne comportent aucune opération.
Il semble donc que T'(2) = 2 (contrairement au 3 qu’annonce 1'énoncé?).
Pour tout entier j supérieur ou égala 2,

<
=

vrel2,jl, T(2")<2T(2" ) +4ax2""1,

Q36. Soit N =2/ avec j e N*.
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Q37.

T (2%

ATaide de la question Q36 en considérant la suite auxiliaire (fx);<r< j» définie par 1 = > on a a 'aide d'une

récurrence simple :
Vkell,jl,0<tx <t +2k

Il vient alors : _ .
T (21) <2/ x2j

OrIn(N) = jIn(2), d’ou:

T(zf) <Nx Zlnz(N).

La complexité de cette méthode est en O(NInN) donc bien plus efficace que la précédente en O(N?) d’apres les
croissances comparées.

V Convolution circulaire

Q38.

Q39.

Q40.
Q41.

Q42.

Soit (1) ,ez une suite périodique de période N, pour tout entier relatif pe [-N+1,-1],ona:
p+N-1 -1 p+N-1

Z uk:Zuk+ Z Up
k=p k=p k=0

-1 p+N-1
=) ugsn+ ). Uy parpériodicité
k=p k=0
N-1 p+N—l
= Z Uy + Z uy décalage d’indices
k=N+p k=0
N-1
k=0
Si p = 0l'égalité est triviale.
N-1
u * v, appelée convolée circulaire des suites u et v, définie par Vne Z, (u* v), = Z Uk Up—k-
k=0

On considére deux suites u et v périodiques de méme période N.
Alors pour tout entier nde Z :

N-1
(U V)p+N = Z Uk Un+N-k
k=0
N-1
= Uy Up— car v est N-périodique

k=0
=(u*v),

La convolée de u et v est donc une suite périodique de période N.
Legermeder*sest(6+8+155+12+12,4+10+18) =(29,29,32).
Pour déterminer le germe d'une convolée de deux suites périodiques de période N, il faut,a priori, Nx (N-1)x N =

N?(N —1) opérations. En effet, pour chacun des N termes du germe, ily a N — 1 additions et pour chaque terme de
la somme, une multiplication.

C’est a dire un ordre de complexité équivalent 2 N° a I'infini.
Soient u et v deux suites périodiques de période N.
SoitpeZ,ona:
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=4
L

ol
Ll

I
Ll

T
(=]

—

k=

by

p

-1

by

(=}

X

N-1

Z U Unk) e—ipZnn/N
k=0

N-1
—ip2nn/N
Uj Z Un—i€

n=0

N-1
ukeflpZHk/N ( Z Un_kelpZH(nk)/N))
n=0

uke—1p2nk/N) (

N-1 . ;
Z vne—1p2nn N

n=0

>

p

Q43. En utilisant a la fois la transformée de Fourier rapide, le résultat de la question 42 et la formule d’inversion, donner,
lorsque N =2/, un majorant (dépendant de N ) du nombre d’opérations (additions, multiplications entre nombres
complexes, divisions d'un nombre complexe par un entier naturel) utilisées pour calculer efficacement le germe de
la convolée circulaire de deux suites périodiques de période N.

Eric Mercier
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