CCS 2023 — TSI — Maths 1 Enoncé M. Solnon

Q 1.

Q 4.

[NdC : on suppose que la formule d’intégration par parties est vraie sur un segment, pour des fonctions
complexes. Sinon, la rédaction devient beaucoup plus longue]

Comme u et v sont de classe C!, toutes les intégrandes considérées sont continues sur R . Les intégrales
manipulées n’ont donc qu’une seule singularité : +oo.

Soit A > 0, par intégration par parties sur le segment [0, A] (les fonctions u et v étant bien de classe C*
dessus)

A A
/ o (O)o(t)dt = [u(t)u (D] — / (b (1)dt.
0 0

Par hypothese, ce crochet admet une limite finie lorsque A — 400, cette limite étant notée [u(t)v(t)] .
Ainsi, les deux quantités fOA o' (t)v(t)dt et fOA u(t)v'(t)dt ont méme nature lorsque A — 400 : les intégrales
généralisées f0+°° o' (t)v(t)dt ont f0+oo u(t)v'(t)dt ont donc la méme nature.

En cas de convergence, on obtient donc immédiatement par passage a la limite :

400 A
/ o (o(e)dt = [u(t)o(E)]™ - / w(t)! ()t
0 0

. Soit p > 0. La fonction t — f(t)e P! est continue sur R*, par opération sur les fonctions continues.

Par positivité de I'exponentielle, pour tout t > 0, |f(t)e Pt| = | f(t)|e L.
Par hypothese, comme f € E, alors t — f(t)e P! est intégrable sur R, donc l'intégrale f0+o° f(t)e Ptdt
converge.

. Si f € E, on a bien L(f) qui est une fonction définie sur R™ et & valeurs dans C.

Soit f,g € E et A\, u € R. Comme E est un C-espace vectoriel, on a bien A\f + ug € E.
De plus, par linéarité de I'inégrale généralisée convergente, pour p > 0,

+o0o +o00 oo
/ (AF(6) + pg(B))e™Pdt = X / ft)e™dt + p / g(t)e Pdt.
0 0 0
On a donc bien écrit : pour tout p > 0

LS+ pg)(p) = AL(f)(p) + 1nL(g)(p)-

On a donc I’égalité des fonctions :

LS + ng) = AL(S) + pL(g)-
Ainsi, £ est linéaire.

Soit n € N. La fonction f,, est polynomiale, donc continue sur R*. De plus, si p > 0, alors par croissances
comparées :

e P2 5,
t—+o00

donc
tme P2 = o(1),

donc
e Pt — tne—pt/2e—pt/2 —0 <e—pt/2) )

Or, la fonction ¢ — e P%/2 est intégrable sur Rt (intégrale de référence, vu que § > 0).

Par comparaison de fonctions intégrables, la fonction ¢ + t"e™P! est donc intégrable sur R, . L’intégrale
0+°° [t"|e~Ptdt converge donc.
Ainsi, f, € E.

1
. On a immédiatement par le cours Fy(p) = f0+oo e Pldt = —.
p

On le retrouve par primitivation directe : pour A > 0

A A —pA
/ e Pldt = [—1ept] = 1o .
0 b 0 p

Lorsque A — 400, on obtient la valeur demandée par passage a la limite.
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Q 6.

. La fonction ¢t — e

1
On utilise le théoréme d’intégration par parties généralisé avec v : t — t" et u : t — ——e P!, Ces fonctions

u,v sont bien de classe C! sur R, , on a par croissances comparées u(t)v(t) t—+> Oet lonau :tr e Pt
—+00

et v/ : t — nt""!. Remarquons qu’alors [u(t)v(t)]aroo = 0.

On a alors (la premiere intégrale convergeant, ce qui assure la convergence de la deuxieme)
+00 +0o0
/ n n—1_—pt
F.(t) = / o' (t)v(t)dt =0 — (—) / t" e P,
0 P/ Jo
soit

Fu(p) = %Fnﬂ(p).

. On fixe p > 0, et on montre le résultat demandé par récurrence simple sur n.

1 0!
Pour n = 0, on a déja obtenu Fy(p) = PRI
: (n—1)! : »
Soit n > 1, supposons que F,_1(p) = — On a alors par la relation précédente :
p
n (n—1)! n!
Fn<p) = 5 . pn = pn+l .
n!
On a donc bien démontré par récurrence simple que pour tout n > 0 : F,(p) = —
p

—a+ibt et bien continue, comme exponentielle complexe d’une fonction continue. Soit

p>0,o0n a
| fap(t)]e P = e~ (P,
Or, comme a > 0 et p > 0, on a a + p > 0. Ainsi, I'intégrale f0+oo |fan(t)]e"Ptdt converge (intégrale de
référence), donc f,; € E.
On a ensuite par primitivation directe, pour A > 0 :

A A A —(a+p—ib)A
[ fastestar = [ et - [_1 etarpine] " _ L
0 0

a+p—1ib 0 a+p—ib
Or, on a
|ef(a+pfib)A’ _ ’ef(aer)AefibA‘ _ ef(aer)A’
et comme a +p > 0, on a ¢~ (@FP)A A—+> 0, donc par passage a la limite lorsque A — 400 :
—+00
+o0 . 1
F, = te Pdt = ————.
)= [ faslt) P

. On a pour t € R, par les formules d’Euler :

Jap(t) = e_at72 =3 (fap(t) + fa,—s(t))
o 1 1
Ainsi, Ga,b = §fa,b + §fa,—b
1 1
On obtient de méme hgp = — fob — = fa.—b-
k 2977 2977

Comme f, 5 et f, —p appartiennent a E et comme E est un C-espace vectoriel, alors g, et hqp appar-
tiennent a F.
On a alors par linéarité de L :

1 1

7Fa,b<p) + 3 a,fb(p)

Gayb(p) = 2 2

1 1 1
:2<a+p—w+a+p+w>
a—+p
(a+p)2+ b2

Page 2 sur 11



CCS 2023 — TSI — Maths 1 Enoncé M. Solnon

On obtient de méme

1 1

—F, — —F, _
5 b(P) = - Fa,—b(p)

H(lyb (p) = 2Z

1 1 1

T2 <a—|—p—ib B a+p+z’b>

B b

S@rr e
Remarque : on aurait aussi pu démontrer, en utilisant la linéarité de £, que pour une fonction f € F,
L(Re(f)) = Re(L(f)) (idem pour la partie imaginaire), puis observer que gq, = Re(fap) €t hap = Im(fop).

Q 10. Soit f : Rt — C continue et bornée. Comme f est bornée, il existe M > 0 tel que pour tout t > 0 :
O] < M.
On a donc pour tout t € Ret p >0 :
Ol < M,

Or, I'intégrale f0+oo Me~Ptdt converge, donc par comparaison de fonctions positives I'intégrale f0+°o |f(t)|le Ptdt
converge.

Ainsi, f € E.

Q 11. La fonction exponentielle (exp) est bien continue, or pour p = %, I'intégrale

+o0o +oo
/ ele t/2dt = / el/2qt
0 0

On vient donc de trouver une fonction continue sur R} qui n’appartient pas a E : la fonction exponentielle.

diverge (intégrale de référence).

Q 12. On applique le théoréme d’intégration par parties pour & f et & v : t — e P!, Ces deux fonctions sont bien
Clsur Ry, on av :t+ —pe P et par hypotheése on a bien f(t)v(t) — 0.

t——+o00
On a notamment, comme v(0) = 1, [f(t)v(t)];55 = —f(0).
Alors, toutes les intégrales écrites ici convergeant :
+0o0 400

; F e Pdt = [f(t)vt) 5 +p i F(t)ePdt.

soit exactement

L(f")(p) = pL(f)(p) — £(0).

Q 13. La fonction f’ vérifie donc les hypotheses de la question précédente : pour tout p > 0, on a donc
L") (p) = pL(f")(p) = ['(0) = p(pL(f)(p) = F(0)) = f'(0) = p*L(f)(p) — pf(0) — f'(0).

Q 14. La fonction t — t* est de degré k, et la fonction t — (1— t)”_k est de degré n — k, donc par produit Bﬁ
est de degré n.

Q 15. Par la formule du binéme de Newton (sur les réels) : pour tout ¢ € [0, 1],

n

Br(t) = -~ (" -t = (41— )" = 1.
0 =2 ;)

k=

Q 16. [NdC : la notion d’espace probabilisé — telle que présentée ici — est hors programme. Il n’est pas forcément
clair de savoir quelle définition d’espérance choisir.|
En notant X = {z1,...,2,} C RT image (finie) de Z, on a alors (on utilise la définition d’espérance de
premiére année) :
EZl=x1P(Z=x1)+ -+ 2,P(Z = xp).
Or, tous ces termes sont positifs, donc E[Z] > 0.

On utilise maintenant la linéarité de 'espérance : comme X, Y sont finies, alors Y — X est aussi finie, de
plus Y — X >0, donc E[Y — X| >0, donc E[Y] — E[X] > 0, donc E]Y]| > E[X].
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Q 17.

Q 18.

Q 19.
Q 20.

Q 21.

Q 22.

On a par linéarité de I'espérance, et vu que I'espérance d’une constante est égale a cette constante,
V(X) =B [(X - B[X])’]

= F[X? - 2XE[X] + E[X]?]

= E[X?] - 2E[X|E[X] + E[X]?

= E[X?] - E[X]2
Comme on a toujours (X — E[X])?2 > 0, et comme (X — E[X])? est une variable aléatoire finie, alors

V(X) >0,
donc
E[X]* < E[X?],

ce qui donne donc par croissance de la fonction racine carrée :

|E[X]] < VE[X?].

On a E[S,] = nt et V(S,) =nt(1 —1t).

On a donc par linéarité de l'espérance et en utilisant E[t] = ¢ (loi constante) :

E<S”—t> ey —t="_¢—0

n n n

De plus, comme E (%) =t, alors

E <<% —t)2> —v (i”) = Lvisy =10

Comme ¢ est de classe C! sur [0,1], ¢’ est continue sur ce segment.

Par le théoréme des bornes atteintes, ¢’ est bornée sur [0, 1] : il existe donc M, > 0 tel que pour tout
te0,1]: | (t)] < M.

On peut alors utiliser I'inégalité des accroissements finis sur [0, 1] : pour tout a,b € [0, 1], |p(a) — @(b)| <
M,|b — al.

On pouvait aussi écrire en utilisant le théoréme fondamental du calcul différentiel : p(b)—¢(a) = ff ' (t)de,
puis majorer cet intégrale par 1'inégalité triangulaire.

[E(Xn)| < VE(XE).

X5 = ‘90 (S"> - o(t)

On a par la question Q 18. :

Or,
2

n

Or, on a toujours 0 < S, <n, donc 0 < S—r? < 1, donc on peut appliquer la question précédente :

o (2) - ot <

n
2 2
ng,(S"—t> )
n

n

Shn ‘
— —t|.

Ainsi, par croissance de la fonction carré sur R,

’cp <€:> —(t)

Ainsi, par croissance de l’espérance (Q 16.) :
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Q 23.

Q 24.

Q 25.

Q 26.

soit par les valeurs obtenues en Q 20.

t(1—t)

2 2

E(X}) < Mg —

Par croissance de la racine carrée, comme M, > 0 et t(1 —¢) > 0, on a donc

|E(Xy)| < ]\j%\/t(l —t).

On applique la formule de transfert, appliquée a .S, et a la fonction ¢ — ¢ (%) :
Sy, = k = k\ (n . = k
() (e -E () (e (o
k=0 k=0 k=0

On a donc par linéarité de I'espérance :

w0 = (o (5)) et =2 (£) s - et0

On obtient donc en appliquant le résultat obtenu a la question précédente :

olt) - kiso (%) st

=0

t(1—t)

< M,

La fonction w est un trindme du second degré de coefficient dominant strictement négatif, de racines 0

et 1. Elle admet donc un maximum, atteint au milieu de ces deux racines, soit en % La valeur de ce

maximum est donc w (%) = i.

Pour tout n € N, notons
k
Pyt o <n> B¥(t).

En tant que combinaison linéaire de fonctions polynomiales (les BY), P, est une fonction polynomiale.
On vient aussi de montrer que pour tout ¢ € [0, 1],

(1) — Pa(t)] < fjﬁ

Ainsi, la constante 2]\{/% majore la fonction | — P,| sur [0, 1], donc par définition d’une borne supérieure

M
sup [p(t) — Pu(t)] < —F.
tE[O,l]’ ( ( ’ 2\/ﬁ

Or,
M,

©
—= — 0
2\/ﬁ n—-+o0o
Ainsi, par encadrement,

sup |p(t) — Pa(t)] — 0.
tel0,1] " n—+00

La fonction ¢ — f(t)e™" est continue sur RT. Par le théoréeme fondamental du calcul différentiel (on admet
qu’il est valide pour une fonction & valeurs complexes), la fonction g en est une primitive.

Ainsi, g est dérivable, et pour tout t > 0: ¢'(t) = f/'(t)e”".
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Q 27.

Q 28.

Q 29.

Q 30.

Q 31.

On a g(t) e L(f)(1) = 0. Ainsi, on a aussi (par définition, ou en écrivant |g(t)| = v/Re(g)? + Im(g)2,

qui tendent toutes deux vers 0) |g(t)| R
—400

En considérant la définition quantifiée de la limite : il existe A > 0 tel que pour tout ¢ > A | g(t)| < 1.

Or, la fonction |g| est continue sur le segment [0, 4] (de méme, en écrivant |g(t)| = \/Re(g)? + Im(g)? et
en utilisant les résultats des opérations sur les limites). On peut donc appliquer le theoreme des bornes
atteintes : la fonction |g| est bornée sur [0, A], donc il existe M > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 4], |g(t)| < M.

Ainsi, pour tout ¢t € R, |g(t)| < max(M,1). La fonction g est donc bien bornée sur R.
La fonction g est continue, car dérivable, et bornée. Par la question Q10, g appartient & E, donc L(g)(p)
existe pour tout p > 0.

Montrons que g vérifie les hypothéses de la question Q 12. Comme ¢’ : t — f'(t)e™?, ¢’ est continue,
comme produit de deux fonctions continues. Ainsi, g est de classe C!.

Enfin, si p > 1, ¢/(t)e P = f(t)e" PVt Comme f € E et comme p+ 1 > 0, alors fo f(t)|e=PHtat
converge, donc ¢’ € E.

Enfin, comme g est bornée, il existe M > 0 tel que pour tout ¢t € RT, |g(t)| < M. Pour p > 0, |g(t)e P! =

lg(t)]e”P* < Me Pt. Comme e ”* — 0, on a par majoration |g(¢ )e_pt] — 0, donc g(t)e™?* — 0.
n——+o0 T—>+00 T—>+00

Ainsi, on a
L(g')(p) = pL(9)(p) — 9(0).

Comme ¢(0) = 0 et comme

+00 +oo
c@m»:A f@f%%&=A F(t)e®Vtde = £(f)(p+ 1),

on obtient bien

am@—;Aﬂ@+u

On admet que les arguments usuels sont toujours valides pour les fonctions complexes.

La fonction g est continue sur Ry et v — —In(u) étant continue et & valeurs positives sur |0, 1], la fonction
g est continue sur |0, 1] comme composée de fonctions continues.

De plus, — In(u) o o0 o fOAf( e~ tdt and f Je~tdt.

u—0,u

Par compositions de hmltes, g(—1In(u)) T 0+°O f(t )e*tdt, soit p(u) T ©(0).
u—0,u> u—0,u>

Ainsi, ¢ est aussi continue en 0, donc est bien continue sur [0, 1].

La fonction v : u + — In(u) réalise une bijection strictement décroissante et de classe C! de ]0, 1] sur R™.
La fonction g est continue sur Ry. On peut donc appliquer la formule de changement de variable, sous
réserve de convergence de l'une des intégrales écrites (ici, la premiere), en utilisant le fait que pour tout

0<u<l,y(u)=—1
“+o00 0 1
—pt 14 _ _ —p(—In(w)) ( _ 2
[ sterar= [ gt mtupe (u)w

0 1
= —/ g(—1In(u))eP ™ Zdy,
1 u
1 pl
_/0 o(u)u udu
1
:/ o(u)uP~1du.
0

Comme L(f) est la fonction nulle, on a pour tout n > 0 : L(f)(n +2) = 0, donc par la question Q 28 on
obtient L£(g)(n) = 0, soit par la question précédente

+o0 1
/ g(t)e (Dt = / o(u)u"du = 0.
0 0
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Q 32.

Q 33.

Soit P une fonction polynomiale. Il existe donc des coefficients ag, ..., a, tels que P : t — ap+ a1t +---+
ant™.

Par linéarité de 'intégrale, on a donc
1 n
/ P(u)p(u)du = Z apuFo(u)du = 0.
0 k=0

Commencons par étendre le résultat de la partie III au cas ou ¢ est une fonction continue a valeurs
complexes. En notant ¢, et ; ses parties réelles et imaginaires, respectivement, alors ¢, et ¢; sont
continues, & valeurs réelles et définies sur le segment [0, 1].

Ainsi, il existe deux suites (P,) et (Q,) de polynomes réels tels que

sup |pr(t) — Po(t)] — 0 et sup |pi(t) — Qn(t)] — 0.
s @0 = B0l 2 0 et sup foit) = QO] 2

Sit € [0,1], on a alors en posant R, (t) = P,(t) + iQx(t), qui est donc bien un polynéme (a coefficients
complexes),

[o(t) = (Pu(t) +1Qn(t)] = [r(t) — Pa(t) +i(pi(t) — Qn(t))] < [er(t) — Pa(t)] + [0i(t) — Qn(t)]

donc

lp(t) = Rn(t)] < sup |or(t) = Pa(t)| + sup |pi(t) — Qn(t)],
te[0,1] te(0,1]

donc

sup [p(t) — Ru(t)] < sup |or(t) — Pu(t)| + sup [pi(t) — Qn(t)]-
te[0,1] te(0,1] te[0,1]

Par encadrement, on a donc
sup |o(t) = Rp(t)] — 0.
te[0,1] " oo

Considérons maintenant une suite de polynoémes (P,) complexes telle que

sup |p(t) — Py(t)] — O.
s 1ol = POl 2

Notons M;, = supc(o1) [¢(t) — Pa(t)| et pour tout M = sup,cp 11 [#(¢)| (qui existe par continuité de ¢ sur
le segment [0, 1] et le théoréme des bornes atteintes).
On a alors

1 1 1
| P — [ wa= [ man - e

Alors, par I'inégalité triangulaire puis par croissance de 'intégrale,

1 1 1 1
2
/0 Polt)p(t)dt - /0 sﬂ(t)dt‘é /0 Pat) — ()] ()] dt < /0 My M < M, M.

On a donc par majoration

1 1
| Paweva- [ 2oa) - o
donc . .
/0 P, (t)p(t)dt —/O % (t)dt e
Comme on a pour tout n € N :

on a par la question précédente

1
/<p2(t)dt — 0,
0

n—-4o0o
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Q 34.
Q 35.

Q 36.

Q 37.

soit

/O 1 ©?(t)dt.

Remarquons que ¢ étant complexe (car g l'est aussi, car f l’est aussi), on ne peut ici conclure.

Traitons d’abord le résultat dans le cas ou f (donc ¢) est réelle. La fonction ¢? est donc continue sur
[0, 1], positive, d’intégrale nulle, donc ¢? est nulle sur [0, 1], donc ¢ est nulle sur [0, 1], ce qui signifie que
g est nulle sur Ry. On a alors pour t > 0 : f(t) = ¢'(t)e! = 0.

Démontrons le cas général. Décomposons f en ses parties réelles (f,) et imaginaires (f;) :

f:fr+fi-

Comme f2 < |f|?, on obtient |f.| < |f|, et 'on montre par majoration que f. € E. De méme, f; € E.
Par linéarité de 'intégrale, on a donc pour tout p > 0 :

0=L(f)p) = L{fr)(p) +iL(fi)(p)-

Comme L(f)(p) et L(f;)(p) sont réelles, on obtient donc L(f,)(p) = L(f;)(p) = 0.
On applique le résultat réel a f, et a f;, donc f, = f; =0, donc f = 0.
On a montré que L est linéaire. La derniere question montre que Ker(£) = {0}. Ainsi, £ est injective.
On consideére une fonction y de la forme y : ¢ — at + b. On a alors pour tout ¢ : 3/(t) = a et y”(¢t) = 0.
Ainsi,

y'(t) + 2y (t) + 2y(t) = 2at + 2b + 2a.
On voit immédiatement que ¥ : t — % est solution.
L’équation caractéristique de 1’équation homogene associée est 2 +2r+2 = 0, soit (r+1)? = —1, équivaut
ar+ 1= =i, et qui admet donc —1 + ¢ pour solutions simples.

Les solutions de I’équation sont donc les fonctions de la forme

y it (Acos(t) + psin(t))e ™" + %

Soit y une telle fonction. On a y(0) = A, donc y(0) = 0 si et seulement si A = 0.

On considére donc que A =0, donc y : ¢ +— psin(t)e™ + 3.

On calcule alors y/(t) = pcos(t)e™t — psin(t)e™* + 1. On a alors y'(0) = p + 3, donc y/(0) = 1 si et
1

seulement si u = 3.

Ainsi, 'unique solution a ce probléeme de Cauchy est

1 t
t— B sin(t)e ™" + 7

Comme
L(y")(p) = pL(y)(p) — y(0) = pL(y)
et
L(y")(p) = p*L(y)(p) — py(0) — /' (0) = p°L(y)(p) — 1,
on a par linéarité de L :

Ly" +2y +2y) = L") +2L(y) + 2L(y) = (p° +2p + 2)L(y)(p) — 1.

Or,avecd:t+ 1, on ad= fy+ fi, donc par linéarité de L,
1 1
L(d)(p) = Fo(p) + Fi(p) = » + 2

On obtient donc

1 1
(P* +2p+2)L(y)(p) — 1=~ + 5,
p p
soit )
1 1 1+p+p
(P2+2p+2)£(y)(17):1+5+]?: 2
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Q 38.

Q 39.

Q 4o0.

Q 41.

On raisonne par analyse-synthese. En multipliant cette relation par p?, on obtient que pour tout p > 0 :

Ltptp® o W
P> +2p+2 (p+1)2+1
En faisant tendre p vers 0, on obtient a = %
En faisant tendre p vers +oco, on obtient
1=a+0Dd,

1
5-
Il suffit de vérifier par simple calcul que ’on a bien

donc on obtient b =

l+p+p* 1 +1 1
P2 +2p+2 2p2 2(p+1)24+1°

On a donc linéarité de L et les résultats obtenus en I1.C :

_ dgppr 111 1 1, (]
L(y)(p) = PR +p12) 22 + IR 2F1+ 2G1,1 =L (2(f1 +h1,1)> :

Par injectivité de £, on a donc
1
Yy = i(fl + h1,1)7
soit

1
Yyt §(t + sin(t)e ™).

Cette fonction y est bien de classe C?, par opérations usuelles sur les fonctions de classe C2.
On a bien y(0) = 0. Soit ¢t € R, on a alors

y () = %(1 + cos(t)e — sin(t)e ™),
donc ¥/ (0) =1, et
y'(t) = %(— sin(t) — cos(t) — cos(t) + sin(t))e ™" = — cos(t)e .
On a donc bien
y'(t) + 2ty (t) + 2y(t) = —cos(t)e ™  + 1+ cos(t)e " —sin(t)e " + ¢ +sin(t)e™ =t + 1.

Ainsi, y est bien solution du probleme de Cauchy (IV.1).

On voit immédiatement (considérer la somme des coefficients de chaque ligne de A) que
1 1
1) =-0)

1
) n’est pas nul, —1 est une valeur propre de A, et (

1> est un vecteur propre

. 1
Ainsi, comme le vecteur ( 1

associé.

Or, tr(A) = —5. Comme la trace de A est la somme des valeurs propres complexes de A, répétées avec
leurs multiplicités, on en déduit que —4 est aussi une valeur propre complexe de A.

Ainsi, A possede deux valeurs propres complexes, qui sont donc simples étant donné que A est de dimension
2. On en déduit que A est diagonalisable sur R, et que ses sous-espaces propres sont de dimension 1.

1
Par les remarques précédentes, on a déja E_;(A) = Vect < 1).
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Q 42.

Q 43.

6

Observons aussi que A + 41 = < 6

- . .. (1
_§>’ de sorte que dans cette matrice on a Cy + 2Cs = 0. Ainsi, <2>

1
(qui est non nul) est un vecteur propre associé a la valeur propre 2. On a donc E_4(A) = Vect <2>
11
o (1 2) .
0 —4

[NdC : je comprends la question comme < déterminer les fonctions u et v de sorte que z et y vérifient le
systeme (IV.2) >. |
On voit que pour tout ¢ :

Une matrice de passage vers une base de diagonalisation est donc
On a bien A = P <_1 0 > PL

U'(t)=P'X'(t) = P"'PDP™'X(t) = DU(t)

Ainsi, X est solution si et seulement si U vérifie le systéme différentiel U’ = DU, donc si et seulement si

u' = —u et v/ = 4v, donc si et seulement si u est de la forme u : t — Ae™! et v est de la forme t — pe ™4,

Comme X = PU,on ax =u+wv et y=u+ 2v, donc les solutions du systeme différentiel sont les couples
de fonctions (z,y) de la forme

zit e thpe™ et oyt et 4 2ue

Pour deux fonctions de cette forme, on a alors z(0) = A+ u et y(0) = A + 2p.
On a alors y(0) — z(0) = p et 22(0) — y(0) = A.

Ainsi, (z,y) est solution si et seulement si p=1et A = —1.

Le couple solution est donc

gt —el4e™ et yit —e Tl 4207,
Soit p > 0. On a donc
L(z")(p) = pL(x)(p) — (0) = pL(x)(p)
et
L(y')(p) = pL(y)(p) — y(0) = pL(y)(p) — 1,

donc par linéarité de £ on obtient le systeme

{ pL(x)(p) = 2L(z)(p) —3L(y)(p)
pL(y)(p) —1 = 6L(z)(p) — TL(y)(p) ~

ou encore

{ (p—2)L(x)(p) +3L(y)(p) = O
—6L(z)(p) + (p+T)L(y)(p) = 1 °

En effectuant 'opération 6L; + (p — 2) Lo, on obtient
(18+(p =2)(p +71)L(y)(p) =p - 2.

Or, (18 4+ (p—2)(p+7))=p?>+5p+4=(p+1)(p+4), donc on a bien

p—2
L(y)(p) = m

En effectuant 'opération (p + 7)L; — 3Lg, on obtient

(p=2)(p+7) +18)L(x)(p) = =3,

soit
-3

LD = o hp Ty
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Q 44.

Q 45.

Q 46.

On écrit —3 = (p+ 1) — (p +4), donc en simplifiant

-1 1
L(x =+ —.
@) = 5+
De méme, on écrit p—2=2(p+1) — (p+4), donc
—1 2
r - Lz
W) =+

On observe donc que
L(z)=—-G10+ Gao=L(—g1,0+ g4,0)-

Par injectivité de £, on a donc
T = —g1,0 t 94,0,

soit
xit —et + e 4.

De méme,
L(y) =—G10+ 2G40 = L(—9g1,0 + 2940).

Par injectivité de £, on a donc
Y= —91,0+ 2940,

soit
Yt —et 42074,

Ces deux fonctions z,y sont bien de classe C! et vérifient bien z(0) = 0 et y(0) = 1.
De plus, pour t € R,

2(t)=et —de M =2(—et +e7H) — 3(—e + 2e7%) = 22(t) — 3y(t)

et
y(t)=et =8 M =6(—et +e) — 7(—e ! + 27 = 62(t) — Ty(t)

Le couple des solutions de ce probleme de Cauchy est donc bien composé des deux fonctions trouvées

précédemment, ce qui conclut ce probleme.
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