CCS 2024 — TSI — Maths 1

Corrigé

M. Solnon

Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

Q5.

Ona Gy =0, donc |Gy = X(1+ (14 X) x 0) = X.|
De plus, Gf =1, donc |G = X(X + (1+ X) x 1) = X(1 +2X) = X +2X>,
Onaet Dy: 1-1,1] — R
1
X —
1—=x

On sait que multiplier ou diviser le terme général d’une série entiere de la forme
E apz”® par k ne change pas son rayon de convergence. Or, k"™ = k x k™. Ainsi,

pour tout n € N, R,,11 = R, : ’ la suite (R, )nen est constante. ‘

Comme Ry =1, ‘pour tout n € N, R, = 1. ‘

Soit © €] — 1, 1[, par linéarité de la somme d’une série (convergente) :

anJrl k_$2kn+1 k— 1

n+1

On applique le théoreme de dérivation terme & terme d’une série entiere, a 'intérieur
du domaine de convergence : pour tout = €] — 1,1],

d [
_ knk

On a donc bien : ‘pour tout « €] — Ry, Ry[, Dpy1(z) = 2D}, (z). ‘

—+o0

k= 1

anxkxk‘l an+1kl

:17 J—
l—2z 1-—-=z

Remarquons d’abord que pour tout = # 1, 1 +

;x(lfx) - (1—1x)2'

On montre le résultat demandé par récurrence simple.

1 1
Pour n = 0, on a pour tout « €] — 1,1 : Do(x) = =

1—2x
T
=1
o (%3)

Soit n > 0, supposons que pour tout z €] — 1,1[, D, (z) =

. Notamment,

1 T
l—xGn(l—x)'

Q6.

Qr.

Alors, d’apres la question précédente, pour x €] — 1, 1],

(1xG”(1 ))
x(l-x o (55) s ()
S () e ()
=) () e s)

Dy (2) = D) (a)

8

]

I
E%
e
2
3
-

1-

1
17an+1 (1 :E)

x
par la relation donnée par I’énoncé (qu'il suffit d’évaluer en T

).

On a donc bien démontré, par récurrence, que pour tout n > 0 et pour tout « €]—1, 1],

1 T
Dy (z) = mGn <1_x>

On a Flz(g)F():].XFO:].
On a aussi | Iy = (g)FO + (f)Fl =1x Fy+2F; =3.
De méme, | F3 = (J)Fo+ (5) 1+ (3)F2 = 1 x Fy + 3Fy + 3F, = 13.

Détaillons les partitions non-ordonnées de {1, 2,3}, en fonction du nombre de parties :

{{1)273}};

{H15,42,35), {{23. {133} et {{3},{1,3}};
{{1}. {2}, {3}}.

La premiere partition donne une partition ordonnée :
Iy a2
a deux parties donnent donc six partitions ordonnées :
({13,{1,3}), ({1, 3},{2}), ({3}, {1.2}), ({1,2}.{3}).

Il y a 3! = 6 permutations sur un ensemble a trois éléments. La derniere partition
donne donc aussi six partitions ordonnées. Ce sont ({1},{2},{3}), ({1}, {3},{2}),
({23 {13, {3}), ({21, {3}, {1}), ({3}, {1}, {2}), et ({3}, {2}, {1}),

Ainsi,

— une partie :
— deux parties :
— trois parties :
({1,2,3}).

= 2 permutations sur un ensemble & deux éléments. Les trois partitions

({1},{2,3}), ({2,3},{1}),

Page 1 sur 8



CCS 2024 — TSI — Maths 1 Corrigé M. Solnon
Q8. Soit 1 < k < n, comptons le nombre de partitions ordonnées de {1,...,n} dont la de cette série. Ainsi, pour tout n € N :
premiere partie est de cardinal k. Pour cela, fixons une telle partie X : il y a (Z)
manieres de choisir X. Cette partie X étant fixée, les parties suivantes d’une telle 1 Ll _ "L gk T _o
partion ordonnée partitionnent les n — k éléments restants. Il y a donc autant de + Z kT k= ¢ =
partitions ordonnées de {1,...,n} commencant par X que de partitions ordonnées k=1 k=0
constituées uniquement d’éléments de {1,...,n} \ X, soit u,—_j telles partitions or- .
. x
données. Ainsi, | pour tout n € N, Y7, =7 < 1|
En faisant varier X, toujours de cardinal k, il y a donc (Z) Uy, partitions ordonnées k!
de {1,...,n} dont la premiére partie est de cardinal k. Q10. Pour n = 0, considérons k € [0,0] : on a k =0, F}, = 1, k! = 1, In(2)* = 1, donc on
n F 1
n
En faisant varier k, il y a donc Z (k) Un— partitions ordonnées de {1,...,n}. a bien 0 < o < (1n2)k'
" - Ainsi, | P(0) est vraie.
Ainsi B n
St | Un = Z <l<:) Un—k- Q11. On sait déja que F,, > 0, car F,, = u,, et u, est un nombre de partitions ordonnées.
k=1
k! k!
n—1 n nl . Onadonctoutogkgn—l:Fkgw,donc()ka()(hﬂ)
En posant £ =mn —k, on a donc un = zz—% (n — €> ve = ;_; <€>w’ car pour tout Ainsi, en sommant ces inégalités, on obtient
éEZ’(Z):(niZ) — n—1 - - 12nk
On remarque que les suites (un )nen et (F)nen ont la méme valeur initiale et la méme _ Z < )Fk < Z (n) Z Z n
relation de récurrence. On en déduit que ces suites sont égales. =0 1n2 =0 (n— (In 2) ln =0
Démontrons-le formellement. On montre par récurrence que pour tout n € N: <« Vk €
{0,....n}, up = F, >. Or, en posant £ =n — k et en utilisant la question précédente,
On peut plus simplement le démontrer par récurrence forte (HP). o1 . " .
ne
Cette propriété a déja été vérifiée pour n = 0. Z (In2) _ Z (In2) <1
Soit n > 0, supposons que < Vk € {0,...,n}, u, = F,, ». Pour montrer cette propriété k=0 (n—k)! =1 2
au rang n+ 1, il suffit de démontrer que u, 41 = Fj,+1. Or, par ce la relation qui vient
d’étre démontrée par hypothese de récurrence : ) n! F, 1
On a donc bien F,, < v et donc |0 < — ' -
Un+1 = Z ( k )uk = Z( k )Fk = Foi1. Par hypothese de récurrence, on a déja supposé que pour tout 0 < k < n — 1,
k=0 k=0 F
0< v < -
On vient donc de démontrer, par récurrence simple, que, pour tout n € N : <« Vk € k! (In2)
{0,...,n}, up = Fyy >, Ainsi, | P(n) est vraie.
Ainsi, =F,. ‘ n
Q12. On sait que la série entiere (géométrique) > ——— converge si et seulement si
+oo k (In2)"
z
Q9. | Pour tout = € R, e* Z k' ) ‘ < 1, soit si et seulement si |z| < In(2) : cette série entiere est donc de rayon
n
In(2).

Avec x = In(2) > 0, la série ) 7y * est & termes positifs, donc la suite de ses sommes
partielles est croissante, donc toutes ses sommes partielles sont inférieures & la somme

Par les régles de comparaison de rayons de convergence de séries entieres, | R > In(2).
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F(0)

Q17. On dresse le tableau de variations de g,,, qui est dérivable sur R} comme produit de
fonctions dérivables. Pour ¢ > 0 :

_ Ainsi, | f(™(0) = F,

oy ol
On évalue la relation donnée en x =0 €] — R, R[, car R >0 :

F, = f™(0) = G, (1) f(0).

Q13. On a, pour tout n € N,

g;(t) _ ntnfleftln(Q) _ ln(Q)tneftln(Q) _ 7fnfleftln(2) (n _ tln(?))

1 . .
On a f(0) = Fy = 1. De plus, en utilisant la relation trouvée en Q5. pour x = 3 € On a donc le tableau de variations suivant.
]—1,1[, on a
1 t 0 (3 +00
D, (=) =2a,(1). e
(3) =26,
Ainsi, gn(t) 0 + 0 -

“+oo
1 1 1 k™
Fu= gD (g)—g;zf« Mo
gn(t) / \
Q14. X est & valeurs dans ‘ X(Q) =[1,+00[ ‘ 0 0

De plus, | pour tout &k > 1, P(X = k) =

N La limite en +o0o s’obtient par croissances comparées.

Q15. Par la formule de transfert, X™ est d’espérance finie si et seulement si la série Z oF n n n \"
k>1 Ainsi, g, admet un maximum en ¢t = M, valant | M,, = g, (111(2)) = < ln(2)> .
converge absolument. Or cette série correspond au développement en série entiere de ©
D, (z) pour z = % €] — 1,1[. A Pintérieur du domaine ouvert de convergence d’une Q18. Soit a > 0, alors en notant p le plus petit entier supérieur ou égal a a :
série entiere, cette série converge absolument (ici la série est a termes positifs, la
convergence suffisait donc). P(X > a) Z P(X
Ainsi, est d’espérance finie, et par ce qui précede E(X™) = 2F,,. ‘
Q16. On a donc, comme a n’est pas entier, |a] < a < [a] + 1. Ainsi
Ainsi, ’
+o0 n
(X >a] = U (X = k). P(X >a) ZaP
k=|a|+1
Ces événements étant deux a deux incompatibles, on obtient : Or, dans cette somme, on a k > p > a > 0, donc k" > o™ > 0. Comme P(X = k) > 0,
s on obtient
—+oo
P(X >a) P(X —.
Z = 2 ok a"P(X >a) <Y K'P(X =k).
k=la]+1 k=la]+1
k=p
. - , S . 1
On reconnait la série reste d’une série géométrique de raison 3" Or,
“+o0 p—1 “+o0
P(X >a) = 2L1J . B(X")=Y"K'P(X =k =Y K"P(X =k + > k"P(X =
= a k=1 k=1 k=p
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p-1 " Soit M > 0. On utilise la formule d’intégration par parties en dérivant t — t"*1 (qui
Comme Z K'P(X =k) >0, 0ona est bien de classe C') en t — (n + 1)t" et en primitivant ¢ — e~ ¢ (qui est bien
k=1 continue) en t — —ﬁe’““(z). Ainsi,
+oo
n n M M
BE(X") > kz_: k"P(X =k) / e tn(2) gy — — L [tneftln(Z)} M + ntl / e~ tIn(2) g
=p 0 In(2) t=0 In(2) J,
M
On a donc bien démontré que ‘ pour tout n > 1, a >0, E(X™) > a"P(X > a) ‘ = 22) Mne~Mn(2) | ?—(;)1 / e~ t(2) g4
n n 0

Q19. En reprenant les questions précédentes, pour a > 0 non entier, :
Comme, par croissances comparées, M™e M2 (0 on obtient en passant &

S M —+o00
P(X >a). la limite lorsque M — 400 :

+oo n+1 +o0
/0 gn+1(t)dt = () /0 gn(t)dt.

1 a™
F,=-E(X")> —
2( )_2

Ainsi, comme 0 < |a] < a,

1 1
> > > — —aln(2)
P(X >a)> 5%e] 2 3a e .
On obtient donc : Q21. On le démontre par récurrence simple sur n.
Py > 1g.(0) +o 1 0!
n = 59nid): En tant qu’intégrale de référence, on a /0 go(t)dt = ) = I 2)o : ¢’est bien
Or, comme In(2) n’est pas rationnel, % n’est pas entier. En effet, on aurait sinon la relation demandée pour ”+: 0.
n o0 n! . L
que In(2) = n/lz(Z) est un nombre rationnel. Soit n > 0, supposons que/0 gn(t)dt = W Alors, par la relation précédente,
. PR n , .
On peut donc appliquer ce qui précede en a = m, et 'on obtient : /+0° (1)t = n4+1 y nl ~ (n+1)!
, IS E 0y C eyt T (o)
1 1 "
eln(2) Ainsi, par récurrence simple, | pour tout n € N, / gn(t)dt = 7ﬂ+1
0 (In2)

“+o0o
20. La fonction g, est continue sur R, , I'intégrale »(t)dt n’a donc qu’une singu-
Q g * 8 /0 gn(t) a & Q22. Posons N:\‘nJ :onaO§N<L<N+1.
larité, en +oo. In(2) In(2)

Soit t >, on a g,(t) = tre tn(@/2e"t(2)/2 = o (¢7tn(2)/2) car par croissances

n n
D <N i N —. i
comparées et In(2)/2 0. e < < ()’ on tire que [0, N] C [0, ln(Z)} Comme g, est croissante sur
t—+oo n
Or, la fonction ¢ — e t11(2)/2 ¢st intégrable en +o00, en tant que fonction de référence, 0, 1n(2)} , alors gy, est croissante sur [0, N].
In(2)

car —— > 0.

Ainsi, par comparaison de fonctions intégrables, g, est intégrable sur R, , donc De N+1 > L, on tire que [N 41, 4+o00[C [

,+0o|. Comme g, est décroissante
In(2)

In(2)

n
sur { +00 [, alors g, est décroissante sur [N, +ool.

In(2)’

+oo +o00o
/ gn(t)dt converge absolument, donc / gn(t)dt converge.
0 0
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Q23. Soit 0 < k < N —1, alors par croissance de g sur [k, k+1], on a pour tout t € [k, k+1] : Q25.

Q24.

In(k) < gn(t) < gn(k+ 1), donc par croissance de Uintégrale :
k+1 k+1 k+1
/ gn(k)dt < / gn(t)dt < / gn(k + 1)dt,
k k k
soit
k+1
m®) < [ on(t)dt < gule+ 1)
k
En sommant ces inégalités pour 0 < k < k + 1, on obtient

N-1 N-1

k+1 N-1
IPACED DI RNFAUIEES SPN(ERI]

k=0 k=0 k=0

soit encore, par la relation de Chasles et par décalage d’indice,

N—-1

N N
gu(k) < / gn()dt <3 ga(k).
k=1

k=0

Sur [N + 1,400[, g, est continue, décroissante et positive. Par comparaison série-

intégrale, Z gn(k) a méme nature que | ij_-(: gn(t)dt, donc converge car g, est
k>N+1
intégrable sur R,.

On procede de méme que précédemment, pour tout M € N vérifiant M > N + 1, et
tout N +1 < k < M, on a par décroisssance de g, :

k+1
gn(k+1) < /k gn(t)dt < gn (k).

En sommant et par les mémes simplifications :

M+1 M M
Z gn(k) < / gn(t)dt < Z gn (k).
k=N+2 N+l

k=N+1

En passant a la limite lorsque M — +o00, on obtient :

—+o0 400 —+o0
DIFACES AUITENS SN
k=N+2 N+1 k=N+1

En sommant les inégalités obtenues aux deux questions précédentes, on obtient :

N-1 +o00 N 400 N +o0
gn(k)+ > gn(k)é/ gn(t)dt+/ gn()dt <Y gn(k)+ > gal(k),
k=0 k=N+2 0 N+1 k=1 E=N+1

soit, en utilisant le fait que g, (0) = 0,

+o00 400 N+1 400
(Zgnw)) — ga(N) = gu(N +1) < / gn(t)dt — / gn()dt <3 gu(k).
k=0 0

N k=0

n

Comme g, (k)
en Q21.

= o5 on a donc par la relation obtenue en Q13. et la valeur obtenue

n N+1
9F, — gn(N) — gn(N +1) < —— L(H)dt < 2F,.
0N =0,V + 1) < e = [ )

Ainsi,

N+1 nl N+1
n(E)dt — gn(N) — gn(N +1) < ———— —2F, <  (t)dt.
Jo om0t =0 (N) — V1) < s [ mo

En multipliant toutes ces inégalités par —1, on obtient exactement

N+1 n| N+1
— <2F, — —r— < — N N+1).
/N gn(t)dt < 2F, IO /N 9n ()t + gn(N) + gn(N +1)
. On a donc
1N n! 1
_5/1\/ gn(t)dt < Fy, — W < §(gn(N) + gn(N +1))

1
Or, pour tout t € Ry, 0 < g,,(t) < M, ce qui montre que §(Q7L(N)+gn(N+1)) < M,.
De plus, —M,, < —g,(t) pour tout t € Ry, donc

N+1 N+1
- M,dt < —/ gn(t)dt,
N N

soit

N+1
-M, < —/ gn(t)dt.
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Ainsi, Q29. Sin =0, alors pour tout A € R, ¢p(A) = X : ¢y = Idg est diagonalisable.
1 Mo<F n! Y Si ¢, était diagonalisable, comme 1 est la seule valeur propre de ¢, il existerait
27 =T T g2yt = une base B de R,[X] telle que Mats(¢,) = I, = Mats(Idg,[x]). On aurait donc
o ¢n = Idg, [x], ce qui est absurde car par exemple ¢, (X) =2X — (X +1) =X — 1.
On obtient donc en divisant par W >0: Ainsi, ‘ n est diagonalisable si et seulement si n = 0. ‘
i | I Q30. Comme R,[X] est de dimension finie et comme ¢,, est un endomorphisme injectif de
fw <F, =+ niﬂ 1< M R, [X], ¢n est un isomorphisme de R,,[X].
! - 2(In2)" - !
" (In2) " Comme X" € R, [X], ‘il existe un unique P, € R, [X] tel que ¢, (P,) = X™. ‘
Or, M,, = <n> , donc par la formule de Stirling : Q31. On sait déja que P, € R,[X], donc p = deg(P,) < n. Sip < n, alors P, € Ry[X],
eln(2) donc ¢, (P,) = ¢,(P,) € Ry[X], car ¢, est un endomorphisme de R,[X] (avec la
M, (In2)" a1 1 convention R_[X] = {0}).
n - (g) ol V2 C’est absurde, car ¢, (P,) = X" ¢ R,[X], donc |deg(P,) = n.
1 M, (In2)" M, (In2)"+! Q32. En évaluant la relation 2P, (X) — P,(X +1) = X™ en k € N, on obtient 2P, (k) —
Comme oz n:)oo 0, on a — nj@ 0, donc — n~>—+>oo 0. P,(k +1) = k™, soit en divisant par 2% # 0 :
n! n!
Par encadrement, F,, + ———— -1 — 0,donc Fj, + ——— — L. k™ Pu(k) Pu(k+1)
2(In 2)n+1 n—+o0 2(In 2)"*+! n—stoo oF = 2271 -2 oF .
n!
Ainsi, | F) ~ —— . o .
2(In 2)n+1 On peut donc sommer ceci, et par simplification télescopique : pour N > 1,

Q27.

Q28.

Soit P € R,[X], ’"énoncé nous donne que P(X + 1) € R,[X], donc comme R,,[X]
est un sous-espace vectoriel de R[X], 2P(X) — P(X + 1) € R, [X]. Ainsi, R, [X] est
stable par ¢,,.

Montrons aussi la linéarité de ¢,,. Soit P,Q € R,[X], \,u € R.

On(AP + pQ) = 2(AP + pQ) — (AP + pQ)(X + 1)
=A2P - P(X +1)) + p(2Q — Q(X +1))
= Apn(P) + ppn(Q).

Ainsi,

©n est un endomorphisme de R, [X]. ‘

Soit P € R,,[X] non nul vérifiant ¢,,(P) = AP. Notons aX? le monéme dominant de
P, alors 2P a pour mondéme dominant 2aX? et P(X + 1) a pour monéme dominant
aXP?, donc ¢, (P) a pour monéme dominant (et de degré p) 2aX? — aXP = aX?. De
méme, AP a comme monéme de degré p : AaXP.

Comme 2P — P(X + 1) = AP, on a par unicité des coefficients :

a;é(),ona

Ainsi, 0 n’est pas valeur propre de ¢,, donc Ey(p,) = Ker(p,) = {0}. Ainsi,

pn, est injectif.

a = Aa, et comme

Q33.

N N
n P,(k) P,(k+1) P,(N +1)
ZQTZZ ok—1 ok :2Pn(0)—27]\,-
k=0 k=0
P,(N+1 Lo R o
Or, par croissances comparées, g 0. Ainsi, par passage a la limite
2N N—+oc0
lorsque N — +o0,
too kn
> oF = 2Pa(0).
k=0

Par le résultat obtenu en Q13., on a donc

On dérive la relation 2P, 11(X) — P,+1(X +1) = X" pour obtenir, par linéarité de
Pn

2P, (X)) = Py (X + 1) = (n+ DX" = (n+ Dn(Pn) = @n((n+ 1) Py).
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Q34.

Comme P11 € R,1[X], on a P/, € R, [X], donc la relation précédente s’écrit
(pn(PT/L+1> = @n((n + 1)Pn)

P, =(n+1)P,

n

Par injectivité de ¢y,

Par la formule de Taylor, comme P, € R, [X] :
P, = kz o X
=0

On montre par récurrence simple que, pour tout n € N :

Vi e [0,n], P =nn—-1)...(n—k+1)P,_s.

Pour n = 0, considérons k = 0 : on a bien PO(O) = Py, ce qui est la relation demandée.
Soit n > 0, supposons que

Vi e[o,n], P =nn-1)...(n—k+1)P,_p.

La relation demandée pour k = 0 s’écrit P7§0+)1 = P,y1, ce qui est vrai. Soit 1 < k <
n+1.0na P, = (n+1)P,. En dérivant k — 1 fois, on obtient, par linéarité de

PR (n+ 1)P,(Lk_1). Comme 0 < k —1 < n, on a par hypothese de

la dérivation, P,

récurrence :

PF U =pn—1)...(n— (k= 1)+ )Py =n(n—1)...(n+1 -k +1)Pyi1p,
donc
PY = (n+Dn(n—1)...(n—(k=1)+1)Py_x_1) = n(n—1) ... (n+1—k+1)Pyy1_4.
La propriété est donc héréditaire. Ainsi, pour tout n € N et pour tout & € [0, n],

n!

(k) — _ _ -
P =nn-1)...(n—k+1)P,_x = (n—k‘)!Pﬂ_k'
Ainsi, pour tout k € [0, n],
! !
P(0) = P

(n— k)!P’“k(O) T (n—k)

par la Q32.. Comme (Z) =5 nt on a donc bien obtenu

CEE

P, = Xn: (Z) F,_ X",

k=0

Q35.

Q36.

Q37.

Par la question Q31., on sait que deg(Py) = 0, deg(Py) = 1,..., deg(P,) = n.
Ainsi, (Po,...,P,) est une base de R,[X] :
dim (R, [X]) vecteurs de R, [X].

c’est une famille libre de n + 1

Ainsi, ‘il existe (ag, ..., a,) € R"*! (unique) tel que P, = agPy + -+ - + a, P,. ‘

Soit P € R, [X]. Par la regle de dérivation composée, (P(X 4+ 1)) = P'(X + 1), donc
par une récurrence immédiate, pour tout j € N, (P(X + 1))U) = PO (X +1).
Par linéarité de la dérivation, pour tout j € N :

(n(P))D) = 2PU)(X) — PUY(X +1) = i, (PY)).

On a done pour tout P,Q € R, [X],

" 0n (PY(0))on(QUW)(0 n
(P.gy = 30 £k <(>j)!s;2<cz )0 _ 5~

7=0 7=0

La symétrie de (-, -) est immédiate. Par linéarité de ¢y, de I’évaluation en 0 et de la
dérivation, et par opérations sur les applications linéaires, si @ est fixé, P — (P, Q)
est linéaire, donc (-, -) est linéaire & gauche. Par symétrie, (-,-) est bilinéaire.

Soit P € R,[X], on a

2

(2000

La positivité de (-,-) est donc établie. Supposons que (P, P) = 0. Une somme de
termes positifs ne s’annulant que lorsque tous ces termes sont nuls, on a donc

Pa(P)(0) = pu(P)'(0) = - = pu(P)Y(0).

Par la formule de Taylor polynomiale,
~ ¢n(P)M(0)
en(P) =kZ k! =0=n(0).
=0

Par injectivité de ¢,, P =0, ce qui assure le caractere défini-positif de (-, -).

Alnsi, ‘ (+,-) est un produit scalaire sur R, [X]. ‘

On a

257(0) = P (1) = en(P)(0) = i (Pe) 9(0) = (X)D(0).
Or, si j >k, (X*)9) =0, donc (X*)1)(0) = 0.
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Sij <k, _ ea(P)M(0) . .
(Xk)(j) Ch(k—1).. . (k—j+ 1)X’“_-j. donc (P, P) = ] . Cela démontre bien que
Ainsi, si j =k, (X*)0) = k! et (X*)©)(0) = 0. Sinon, 0 est racine de (X*)U) et donc n *)
k() en(P)™(0)
(X)D(0) = 0. poy elB 20
On a donc bien montré que : k=0 ’

0 sij#k,

Q%ﬁmy_%ﬂu):{m sij=k

Ainsi, si k # £, comme

" (2P (0) - P (1)2PY (0) — PP (1))
("2 ’

(Pr, Pr) =

alors tous les termes de cette somme seront nuls, donc (P, P;) = 0.
De plus,

i P(J P(J)( 1))2 |

Jj=

(P, Pr)

Un seul terme de cette somme n’est pas nul, lorsque j = k, on a donc par la relation

précédente,
(P py = CRDO - BPWP (2
o (K1)? (k)2
Ainsi, (P,...,P,) est une famille orthonormée de n + 1 = dim(R,,[X]) vecteurs de

R, [X]. Ainsi, ‘ (Po, ..., P,) est une base orthonormée de R,,[X]. ‘

Q38. Par 'expression des coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée, pour tout
P e R, [X],

P = i P, P,) P,
k=0

u () ()
(P, P,) = %(PJ?! 0 @n(P,;)! (0).

On vient de démontrer que

0 sij#k,

”“Hmﬁw):{m sij=k

Page 8 sur 8



