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n
Q 1. Tout d’abord, comme X(Q) = {x1,...,xn}, on rappelle que E(X) = }_ xxP(X = xy).
k=1
Par définition, Yt € R, Gx(t) = E(tX), donc, d’apres le théoréme du transfert :

n
VieR, Gx()=) t™“P(X=xz)
k=1

Ona P(X = xi) €]0,1[ et on sait que {x1, ..., X} ©N; notons d = max{xy, ..., X}, alors d € N et ainsi Gx est
une fonction polynomiale de degré d.

Q2. [Gx()=) PX=x)=1
k=1

Q3. Si X suit une loi de Bernoulli de parametre p, alors X(Q) ={0,1},et P(X=1)=p; P(X=0)=1—p.
Ainsi, Gx (£) = t' x P(X = 1) + £ x P(X = 0); soit| Gx () = pt + (1 - p) |

Q4. Si X suit une loi de uniforme sur [1, n], alors X(Q) = [1, n], et, pour k€ [1,n], P(X = k) = %

Ainsi, Gx (1) = Y t"P(X =k) = ) —t¥;s0it|Gx (== ) ¢F
k=1 k=17 n

Q5. Si X suit une loi de binomiale de parametres p €]0,1[ et n € N*, alors X(Q) = [0, n], et, pour k € [0, 7],

P(X=k) = ( Z )pk(l —pnk,

n n
Ainsi, Gx(8) = Y t*P(X = k) soit| Gx () = ( Z )pk(l—p)"_ktk
k=0 k=0

Q6. Onsuppose que X(Q) = {x1,...,Xp} et Y(Q) = {y1, ..., yn}; alors X+ Y (Q) = {x1 + Y1, .-, X1 + Yriy oo X + V1,000 X + Y}
D'une part, P(X+ Y = x; +yj) = P((X =x;) n (Y = y;)) = P(X = x;) x P(Y = y;), par indépendance.

n n n n
Donc Gx4y () =) Y t"*VPX+Y=xi+y)=) ) t"ViP(X=x)P(Y =y
i=1j=1 i=1j=1
D’autre part, comme ¢ x ¥/ = t*i*Vi ona:
n n n n
P(X=x)x Y tYIP(Y=y))=) Y r“ViP(X=x;)P(Y =y;), par distributivité.
i=1 j=1 i=1j=1

On bien montré que| Vi €R, Gxy(1) = Gx()Gy (D) |

Gx()Gy (1) =

Q7. Onjette 2 dés a 6 faces, donc un événement élémentaire de I'univers Q est un couple (i, j) € [1,6]°.
Q8. Z représente la somme des des deux faces obtenues, donc| Z(Q) = [2,12]
Q9. On suppose que Z suit une loi uniforme sur [2,12], donc Vk € [2,12], P(Z =k) = %

ik K 1§k liuz O 4
Gz(1) = t"P(Z=k)=— A p— e = s
5 132 r=k-213 = 13 =

1 10
onabien |Gz (1) = t*P(t), avec P(t) = 'El Z ¢ un polynéme de degré 10
=0

Q 10. Lesvariables X et Y sont indépendantes, donc d’apres Q6 :
6

6 6 6
Gz(t)=Gx(OGy () =Y t"PX=k) Y t'P(Y=0)= Y arpt*y B,t%;
k=1 (=1 k=1 =1

5 5 5 5
onposei=k-letj=¢—1ilvient:Gz() =Y a1 t'™ Y Bt/ =2 ajat’ Y Bjat!
i=0 =0 i=0 =0

———
Q) R(1)

Onabien:|Gz(t) = tzQ(t)R(t), avec Qe R5[T] et Re R5(T)
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Q11.

Q12.

Q13.

Q14.

Q15.

Q16.
Q17.

Par identification, on a donc *P(1) = r*Q(#)R(¢) pour tout ¢ € R, soit t*(P(t) — Q(1)R(t)) = 0; ainsi le
polyndéme P — QR posséde une infinité de racines, il est donc nul; ce qui montre bien que

On sait que Q € R5[T] donc deg(Q) < 5; de méme deg(R) < 5;

de plus deg(P) = 10 et deg(P) = deg(QR) = deg(Q) + deg(R); nécessairement : ’ deg(Q) =5et deg(R) =5 ‘

10 1-z'"
sz:() < 1-z
k=0 z#1

2kn 2kn

o z= cos(T) + isin(T) avec k € [1,10]; or on sait que :sin(f) =0 & @ =pravecpe”Z

11 - 2km
= =1 =e! j 2T
0 { “ @{ z=elm, avec k€ [0,10] @z:elzlkl,avecke[[l,IO]]

z#1 z#1

mais avec k € [1,10], on ne peut pas avoir % € Z donc

10
I'équation Z z* = 0 n’admet pas de solution réelle
k=0

On sait qu'un polyndome de degré impair possede au moins une racine réelle.

Prouvons ce résultat pour Q par exemple. On note ¢ — Q(¢) la fonction polynomiale associée.
On a deg(Q) =5, on peut donc écrire Q(f) = ap+ a;t+---+ as 12 avec as # 0; supposons as > 0.
Tout d’abord la fonction Q est continue sur R; de plus tEr_noo Q)= tEr_noo (ast®) = —co et

tlim Q(n = tlim (a;, £ ) = +o00; donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, on peut en déduire
—+00 —+00

que I'équation Q(#) = 0 admet au moins une solution dans R.

Ainsi, | Q et R ont chacun au moins une racine réelle ‘
1 10
P(y) = a Z t*, donc, d’apres Q12, P ne possede pas de racine réelle.
k=0

Mais, d’apres Q11, P = QR et on vient de montrer que Q et R possede chacun une racine réelle; donc c’est
contradictoire. ’ Il n’est donc pas possible de piper les dés pour que Z suive une loi uniforme.

+00
OnaGyx(f) = Z P(X=ktFeton pose ay = P(X = k); par définition d'une probabilité, on a a; < 1 = by;
k=0

+00 +00
or la série entiere ) _ by k= Y t* a un rayon de convergence R;, égal 2 1;
k=0 k=0

par théoréme on en déduit que ’ R=R,=2Ry=1

Le rayon de convergence de la série entiere définissant Gx est R, donc| Gx est de classe € sur | — R, R|

Si R>1, alors 1 €] — R, R[ et ainsi Gx est au moins deux fois dérivable en 1.
Tout d’abord, E(X) = ) kP(X = k).
k=1

+00
D’apres le théoréme de dérivation terme a terme on a, pour tout x €] — R, R[; G (1) = kt*'P(X = k);
k=1

+00 oo

en particulier, G’X(l) = kP(X = k); ce qui prouve que la série Z kP(X = k) converge et ainsi que X
k=1 k=1

admet une espérance vérifiant| E(X) = Gy (1)

Deméme, E(X(X-1))= ) k(k—-1D)P(X=k);
k=2

+00
orG"x()= Y k(k—1)t*?P(X = k); on abien| E(X(X - 1)) = G"x(1)
k=2
Pour finir, V(X) = E(X2) - (E(X))® = E(X(X = 1)) + E(X) - (E(X))” par linéarité de I'espérance, et donc X
admet une variance donnée par

V() =G"x(1) + Gy (1) - (G ()
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Q18.

Q19.

Q 20.

Q2l1.

Q22.

Q23.

Q24.

+00
Gx(r) = kzo *P(X=k= Z ke~ 7 Onpose U= |tke‘7‘%€|;alors
-1 k+1 k+1
u e ATk |t Alt
kel Y L — 0; or 0 <1, donc, d’apres le théoreme de d’Alembert, la série
Uy e MAk(k+ 1| tk Tk +1 koo

converge absolument pour tout ¢ réel, et ainsi

too | pkpk At
Onabien:|Gx(f)=)_e AT e Z( ) =e tel!

k=0 K k=0
Tout d’abord, Gx (t) = e *et’; donc G (t) e ‘el et donc Gy(1) =

Ensuite Gx"(t) = A2e e} ; donc Gx" (1) =
Comme R = +o0, on peut utiliser les résultats de la question Q17, et donc X admet une espérance et une
variance qui vérifient :

EX) =1 et V()=A*+1-A2=1]

Lévénement (Y = 0) est réalisé lorsque (X = 0) ou lorsque X est impair; donc:

+00 too
P(YIO)=P(X=0)+P(Ximpair)=P(X=0)+P(U(X=2k+l))=P(X=0)+ZP(X=2]C+1)
k=0 k=0

Azk+1 +00 12k+1
—e 4 Z e —etye? ;on abien:
k=0 2k+1)! =0 k+1)!
1 +00 /12k+1
P(Y=0)=e"(1 A1), A) =
( )=e *(1+f(1), avec f(A) ,;)(2k+1)!
A -2 +00 1 +00 n +00 n
e’ —e 1 A (=) 1 A
=—(e* - == 1-(-D")—
2 gt -e)= Z — 2,;0( Sl
e/1 -A 1 to0 22k+1
Or (1-(-1)")=0sinestpair et (1 - (-=1)") = 2 si n est impair; donc - 5 Z T
A_eA
Ce qui donne bien :| f(1) = 5

A A
e’ —e
On obtient ainsi| P(Y =0) = et (1 + )

2

Ensuite, pour k>0, P(Y = k) = P(X =2k) soit| P(Y = k) = et (chl;, VkeN*
E(Y)szp(yzk)szxe*”—%z1+z°°( ok M5 _ehye A
k=1 k=1 @kt 2 @k 2 Zek-1!

-1 +oo /12n+2 le~ A +oo 12n+1 /le_/l

onposen=k-1,ilvient: E(Y) = — = =
P M= L Gurn - 2 ,;O(ZIH—I)! 2

f(A); ce qui donne :

E(Y)= %(1 —e 2

Z = XY, doncl'événement (Z = 0) est réalisé lorsque (X = 0) ou que (Y =0); ainsi:
P(Z=0)=P((X=0U(Y=0)=P(X=0)+P(Y=0)-P((X=0)n(Y =0))
=P(X=0)+P(Y=0)-P(X=0)P(Y =0), par indépendance.

,avecq=1-p.

Soit, P(Z=0)=e *+(1-p)— (1- p)e?, ce qui donne bien : ‘ P(Z=0 =g+ pe_)L
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Q 25. Tout d’abord, pour k # 0, 'événement (Z = k) est réalisé lorsque (X = k) etque (Y =1).

/1k
Onadonc,pourk;éO,P(sz):P((sz)m(Y:1))=P(X=k)P(Y:1)=pe‘AF.
AK
Ainsi, pour tout € R, G () = ZtkP(Z k)=P(Z= 0)+szp(z k) =q+pe” +Zt pe Ak-
k=0 k=1 :
(At k +00 (11 k
soit, Gz (1) = g + pe” +pe"12 ) =qg+pet+pe Zu—l :q+pe_ﬂ+pe_’l(e“—l);
-1 Kk =0 k!

cequidonne:|Gz(t) =g+ pe_’le’”

D’autre part, pour ¢ € R, d’apres Q3, Gy (t) = g + pt; et, d’aprés Q18, Gx (1) = e *e'*; ona donc:
Gy oGx(t) = Gy(Gx (1)) = g+ p(e *et) = | g+ pe ~*eM | On a bien montré que
Q26. D'apres Q17, E(Z) = G, (1); or G, () = pe~*Aer. On obtient donc| E(Z) = pA |.

Remarque : on constate que E(Z) = E(XY) = E(X)E(Y)
V(Z2)=G"z(1)+ G, (1) - (G, (1))* = pA> + pA - (pA)?; ce qui donne : | V(Z) = pA(1 + gA)
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