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1 1 3 0 0 0
.A=|5 2 6];4%2=3 3 9

-2 -1 -3 -1 -1 -3
A-1 -1 -3 A-1 -1 0 1-1
. xal) =detM,-A)=| -5 A-2 -6 _ 5 1-2 _3i _ )
2 1 1+3 C3-C3-3C2| , 1 1 L2—L2+313|
A-1 -1 ;
=M 141 =A(A-DA+1+1);donc|ya(M) =1, VYAeR

0 0O
) et A3= (0 0 0) =03; donc| A est nilpotente d’indice 3
0 0O

-1 0
A+1 O
1 A

. Le polyndme caractéristique de A est scindé sur R, donc| A est trigonalisable sur R. ‘En revanche, la valeur
propre 0 est de multiplicité 3 et il est clair que A n’est pas la matrice nulle, ce qui veut dire que le noyau

de An'est par R3 et donc que ’ An’est pas diagonalisable. ‘

0
={-3
1

1 1 3 1 1 3 11 3 0
. Ker(A) =Ker| 5 2 6 |=Ker{0 -3 -9|=Ker|{0 1 3]|=Vect||-3]|;donc|X;
-2 -1 -3 0o 1 3 0 00 1
1 1 3|0 1 1 3]0 1 1 3
Onrésoutf 5 2 6 |-3 |~ 0 -3 -9|-3 [~] 0 1 3|1 |;onpeutprendre
-2 -1 =31 0o 1 3 1 0 0 00
1 1 3 |-1 1 1 3 |-1 1 1 3|-1
Onrésout|f 5 2 6 1 [~ 0 -3 -9|6 |~ 1 3| -2 [;onpeutprendre
-2 -1 =-3| 0 0 1 3 |-2 0 0 0O

. OnaAX1 =0, AXZ :Xl etAX3 :Xz.

01 0| X;
Danslabase%:(Xl,Xg,Xg,),lamatricesemblableéAeStT=(0 0 1) X, etdonc
00 0) X3
AXy AX> AXs
u(t) u'@® = v
. On pose Matg(X (1)) = | v(t) |, le systtme X'(¢) = TX(¢r) S'écrit: < V' (1) = w() <
w(t) w@ = 0
u(t) = L2+ Cot+Cs
v()=Cit+Cy avec (Cy,Cz,C3) e R®
w(t) =Cy
x(1)
. On pose Matg, (X(#)) = | y(¢) |, dans la base canonique %,; on adonc P = Pg_;
z(t)
x(1) 0 -1 1)\[SL+Ct+C
etainsi Matg, (X(£)) = PxMatg(X(1)); soit yol=1-3 1 -2 Cit+Cy
z(t) 1 0 0 C

x(H)=-Cit—-Cr+C;
() =312 +(=3C+C)t-3C3+ G, —2C
2() = S 12+ Cot + G

avec (Cy,C,C3) e R®

0
. Avecla condition initiale X (0) = (—5) ; les constantes s’obtiennent en résolvant
1

;on en déduit :

—C2+C1=0

-3C3+Cy,—-2C; =-5

C3=1

Olivier OMNES

Lycée Chaptal - Saint Brieuc




EPITA-IPSA-ESME Corrigé de I'épreuve de Mathématiques 2024 - Filiere PT-TSI

10.

11.

12.

13.

14.

—C,+C1=0 Ci=2 x(t) =-2t
soit : C,-2Ci=-2 < C, =2 ;cequidonne y(t):—3t2—4t—5
C3=1 C3=1 zZ() =t +2t+1

Erreur d'énoncé; il faut lire : En justifiant qu’il existe X € C" non nul tel que M P-1x +£0,..
M est nilpotente d’indice p, donc M” est la matrice nulle et M”~! n’est pas la matrice nulle, donc il existe
X eC"tel que MP~1X #0.
Ecrivons
MX+AMX+-ApMPIX=0 &
on multiplie cette égalité par MP~!; il vient :
MMPIX+ A MPX +-+-+ A, M?P72X =0
or M est nilpotente d’indice p, donc Vk = p, ona M k=0 dans 'égalité précédente, il reste
A MP X =0;0r MP71X #0,donc A; =0.
Légalité & devient :
AaMX + A3M?X +---Ap,MP™1X =0

On multiplie cette fois par MP~2, pour obtenir A, = 0; et ainsi de suite...

Nous avons A} = A, =--- =1, =0, ce qui montre que | la famille (X, MX,..., M”_lX) est libre

Soit M € #4,,(C); on note p sont indice de nilpotence.
* Premier cas: si p < n, alors Yk = p, MF = 0,,; en particulier M" = 0,,.
* Deuxiemecas:sip>n,onadoncp—-1z=n;
d’apres la question précédente, la famille (X, MX,...M"_I)Q M"X,..., MP71X) est libre. Mais la di-

n VertellI'S
mension de C" étant égale a n, une famille libre ne peut contenir plus de n vecteurs. C’est contradic-

toire, donc nécessairement I'indice maximal de nilpotence est n.

On a bien montré ’VMEJV,,(C), M”=0n‘

. 1 -1 . 1
SonM:( );alorsM2:02;801tN:(

1Y 5 . (2 0)
1 -1 ),alorsN _Oz,malsM+N—(0 _z)nestpas

-1 -1

2P 0
0 (2P
Soit M € A,(C) : Ap € N, MP = 0; soit N € A,,(C) : 3g € N, N9 = 0,; on suppose de plus que M et N

commutent; donc (MN)M = MPINPI = (Mp)q(Nq)p =0,,; donc

Soit M € A,,(C) : Ap € N, MP = 0; soit N € A,,(C) : 3g € N, N9 = 0,; on suppose de plus que M et N
p+q
+
commutent; donc (M + N)"*7 =" ( P . q )Mp+q—ka_
k=0
Dans la somme précédente, si k = ¢, alors Nk = 0,;etsik<gqg,alorsp+qg—k>pet MP+a-k — 0y;

donc (M + N)P*7 =0,, ce qui montre que’ M+ Ne N,0)

.Donc ’ N5 (C) n'est pas un espace vectoriel. ‘

nilpotente, car Vp e N, (M + N)” = (

Soit M € A, (C) : dp € N, MP = 0,. Soit A une valeur propre de M associée au vecteur propre X. Par
définition, on a MX = AX et on montre aisément que MPX = APX. On a donc AP X = 0; or un vecteur
propre ne peut étre nul, donc 1 =0 < 1=0.

Une matrice nilpotente admet donc 0 comme unique valeur propre.

Sur C, tout polyndme est scindé d’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, donc M est nécessairement
trigonalisable, donc det(M) est le produit des valeurs propres, on en déduit

Olivier OMNES -2- Lycée Chaptal - Saint Brieuc



EPITA-IPSA-ESME Corrigé de I'épreuve de Mathématiques 2024 - Filiere PT-TSI

15. Soit N € A (C) et non nulle. On vient de montrer que N admet 0 comme unique valeur propre. Cette
valeur propre est donc de multiplicité 7. Or le sous-espace propre associé est le noyau de N; ce dernier
ne peut pas étre égal a C" puisque N n’est pas la matrice nulle; donc ’ N n’est pas diagonalisable sur C

16. Dans la matrice J,, on remarque que toutes les colonnes sont égales, donc| det(J,) =0 |.

np_l e np_l
Montrons par récurrence que Vp =1, J fl’ = :
nP1 nP1
P e e |
e e 7. . 1 _ . . . _ ye _eis 7 . , .
* Initialisation. J,, = Jpet| . | = Ju, doncl'initialisation est établie.
nl-1 nl-1
nP1 nP1
* Hérédité. On suppose que pour un certain p, on a ],’; = : N
nP1 nP1
1 --- 1 np_l . np_l n x np_l e MX np_l
+1 - . . . .
5 = ]}‘l X ]Vpl = ) . ., : X : .. . = : . .
par hypothese de récurrence
1 np_l e np_l n x np_l e n x np_l
n? ... pP
p+1 . . . . 2 e Pl £t Joe s
DoncJ, =] : ..+ |;cequi établit 'hérédité.
np Y np
nP~1 nP~1
* Conclusion. On a montré par récurrence que Vp =1, J ,’f = :
np_l e np_l

Le résultat précédent montre que | la matrice J, n’est par nilpotente

0 myp my3 -~ m, e
0 0 mps - mz,n e

17. On peut écrire: M =

: . . Mp-1,n | én-1
0o - cee e 0 en
pler) ¢le2) @les) @(en)
Montrons par récurrence sur k € [1,n], que Vk,ona: Vi€ [1,k], (pk(ei) =0.
x Initialisation. (p1 (e1) = @p(e1) =0, donc l'initialisation est établie.
* Hérédité. On suppose la propriété vraie pour un certain k € [1,n—1]
Soitie[l,k+1]:
o sii<k;@*l(e;) = p(pF(e;)); par hypothese de récurrence, on a ¥ (e;) = 0, donc ¢(¢p*(e;)) = 0.
o Sii=k+1;90" (ers 1) = (pk((p(ek+1) ; d’apres la matrice de ¢, on remarque que ¢(ex1) € Vect(ey, ..., ex);
donc, d’apres 'hypothese de récurrence, ¢~ (¢p(ej4;) = 0.
Dans les deux cas (pk“ (e;) =0; ce qui établit I'hérédité.

* Conclusion. On a montré par récurrence que | Vk € [1,n], ona: Vi€ [1,k], ¢*(e;) =0

18. Soit M € #,,(C) alors M est trigonalisable; donc, si M admet comme unique valeur propre 0, alors M est
semblable a une matrice de la forme de celle de la question précédente. En notant ¢ 'endomorphisme
canoniquement associé, on aura, dans une base (ey,...,e,), Vk € [1,n], Vi€ [1, k], (pk(e,-) =0.

En particulier, on a Vi € [1, n], ¢"(e;) =0, ce qui prouve que M" =0, et donc que | M est nilpotente
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19. Ona M = PNP‘1 ; donc, par théoréme, Vk € HO nl, Mk = pNkp1,

Z Nk P~%; ce qui montre bien que

1
—'PNkP_l

k()k' k()k' =0 k
010 0 0 1 0 0 O
20. T=|0 0 1|;7°=|0 0 O|et7T®=[0 0 0];onadonc:
0 0 0 0 0 0 0 O
1 00 010 0 0 1 11 1
r_loo, 10, 10 1 . T 2
e:aT+FT+ET:010+001+§000;801t e =10 1 1
’ ’ ' 0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 1
21. On considere des matrices (M; j) g<;<y de#,(C).
0<sjsN
N
ZZMtJ—ZMOJ+ZM1] + ) My,
i=0j=0 j—O
NO N-N N
2: My, j+ 2: Myj+-+ ) Myj+ Y My,
] —1+1 Jj=0 j=N-N+1
N-N
M0]+ZML] +ZMN] Y Myj+-+ ), Mn;
Jj=0 = j=0 j=N-1+1 j=N-N+1
N N N N—i N N
ZZ =) 2 Mij+ > M,
=0j=0 i=0 j=0 i=1j=N-i+1
N N-i
Y Y M ZZMzs i = (Moo + Mo+ Mon)+(Mio+ Mg+ My n_1)+-+(Mny)
i=0 j=0 $= H']z =0s=i

= (Mo]o) + (M()yl + MLO) +---+ (M0,N+ Ml,N—l + .- +MN'0)

I
[ Mz

N N-i s
> D M Z M; i
i=0 j=0 i=0

22. Nous avons vu a la question 10 que I'indice maximal de nilpotence est n, donc VM € A, (C), Vk > n,ona
2n 1 . L
MF¥=0,.0n peut donc écriree” = )~ ,—'A’ etef=3%" f'B].
par 9 iz

" ) (o Lol ,
En utilisant les résultats précédents avec M; j = _—'A f'Bf ;onadune part :
it !

2n1 2n 1 2n 2n 1 .2n2n—iq . 2n 1 il .
et =L 1a) (L)L pagm R E iR R Lae
j=0 i=0j=0 il : i=0 j=0 J: i=1j=2n- w1l I

dans la deuxwme somme, sil<i<mn,alorsn+1< t Bf 0,;etsin+1<i<2n,alors Al = 0,3

j<2n
2n 1 .1 . A B 2n 2n—i
Al pj . P _
doncz Z i'A j!B =0,;etainsi: e”e —Z Z

i=1j=2n-i+1 =0 j=0
D’autre part puisque A et B commutent, il Vient :

eA+B:§—(A+B)S Z Z( )ABsz Z Z —i

s—O z'(s—z)'

e I IE T (R

s=0i= Ol'(s s=0j=0 !

e
1
i!
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

2n2p—iq .1 . 2n s 1 . 1 .
D’apres la question précédente, ona: ) > _—'A’f‘Bf =) T'A’—,'Bs" ; ce qui montre bien
iz0 j=o i J! ssoimo b (s=1)!
eAeB — gA+B

1 1 1
Soit M € N,(C); eMxe™M=egM-M_gln.gn rappelle que eM = aMO +FM1 +-o —'M" donc e’ =1,;

=I,

ainsi e™ x e™™ = I,,; ce qui prouve que ’ eM est inversible d’inverse e ™

VN € E, 3M € A;,(C), N = eM; donc toute matrice N de E est inversible, et E ne contient donc pas la
matrice nulle; ainsi| E n'est pas un C—espace vectoriel

L
Soit M € A;,(C),ona:eM=1,+ Z EM’C; or M est nilpotente, donc Vk = 1, M¥ est également nilpotente.
k=1"%

De plus Vk = 1 et VK’ > 1, les matrices M* et M ¥ commutent; donc on peut appliquer le résultat de la

/ o1
question 13 et ainsi M k4 MF est nilpotente, et, plus généralement, Z EM k est nilpotente.
k=11

On a bien montré que | VM € A4}, (C), eM est une matrice unipotente

1
A est nilpotente d’indice 3, donc e = I,, + At + EAZ r?

1 00 t t 3t 0 0 0
eA=[0 1 o|+| 5t 2t 6 +5 312 3t 9¢% |;onabien:
0 0 1 -2t —t -3t -2 -2 -3¢
t+1 t 3t
e =| 32+5r 3rP+2r+1 S +61
1.2 1.2 32
—51*=2t  —3t°—t —51°-3r+1
x(t) r+1 t 3t 0
X@)=1y®|= §t2+5t %t2+2t+1 %t2+6t -5 ; on retrouve bien :
z(1) —i—2r —3f-r -3r2-3t+1)\1
x(t) = -2t
y(t) = -3t>—4t-5
zZ() =12 +2t+1

Tout d’abord, comme X, € S,ona Vi €R, X”g(t) = AXp(1) + B(1) soit B(t) = X;j(t) - AXp(1).
XeS o VteR, X' () =AX()+B() © X' () = AX(t)+X”7(t)—AXp(t) = X’(t)—X’g(t) = AX(t)—AXp(t)
o (X(0)-Xp(0) = AX(D-Xp(D) & X-X,eS)

a 0
On pose X, (1) = | bt ,doncX”g(t): b |; onreporte dans le systeme différentiel :
ct? 2ct
0 1 1 3 a -32—t-1 Bc-3)2+b-Dt+a-1 a=1
bl=|5 2 6]||bt]|+|-62-2t-4|=| 6c-6)2+2b-2)t+5a-4 | o< b=1
2ct -2 -1 =-3)\ct? 3t2+31+2 (=3c+3)t2+(-b+3)t—2a+2 c=1
—Cit—-Co+ (4
Onadonc| X(£) = | =311 + (=3C, + C)t=3C3+ G, —2C1 |+ t |, avec (C1, Gy, C3) € R®
%t2+C2l'+C3 r?
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