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Probléme 1

Partie I — Préliminaires

1. Par définition, C} est le sous-espace vectoriel engendré par fr. Or fr € E, qui est un R espace vectoriel, donc Cy
est un sous-espace vectoriel de E. De plus fi # Og, donc la famille (fy) est libre, c’est donc une base de Cj. Ainsi,
dim (Cy) = 1. De méme, si k > 1, Sy est un sous-espace vectoriel de F de dimension 1. En revanche, go est la
fonction nulle, donc Sy est un espace vectoriel de dimension 0.

2. Soit f,g,h € Eet \,ue€R.

e D’abord
1 2m 1 2m
= — = — t t)dt =
) =g [ awrwa=g [T rmawa= e,
donc ¢ est symétrique.
e Ensuite, par linéarité de l'intégrale,
1 2w A 2w I 27
pOF o) = [ OFO 4@ h@d= 5= [ fon@ds [ g@na
m™Jo 2T 0 2 0

=X (f,h) +pp (f h).

Donc ¢ est linéaire a gauche et, par symétrie, ¢ est linéaire & droite.
e De plus,

1 27

o(f.f)== [ f@)1adt

- 2T 0
Or f? est une fonction positive, donc ¢ (f, f) > 0. Donc ¢ est positive.
e Enfin, supposons que ¢ (f, f) = 0. Alors
2m

f®)*dt=o.
0

Or f? est positive et continue sur [0, 27], donc
vie[0,27], f()*=0, f(t)=0.

Ainsi f est nulle sur [0, 27]. Or f est 27-périodique, donc f est nulle sur R. Ainsi ¢ est définie.
On a donc montré que ¢ est un produit scalaire sur E.
3. D’une part, si k = 0, remarquons que fj est la fonction constante égale a 1, et

1 27‘!‘
2 = d = 1.
Il foll” = ¢ (fo, fo) /0 t

"o
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Ainsi || foll = 1. fo est donc une base orthonormée de Cy. D’autre part, si k > 1, on a
17 2 1 [sin(2kt)]*™ 1
2 2
= = — kt)"dt = — 1 2kt)) dt = - —_— 7 = _.
I = o o) = 5 [ costh e = - [ 1+ cos e = 5+ D) 2

Ainsi

Il = /5 =12

En posant fk =2 fr on a, par homogénéité de la norme,
176l = 1V2full = V2l full = 1.
Donc f;c est une base orthonormée de Cj.

4. Notons py, la projection orthogonale sur C. Cj, est un espace vectoriel de dimension finie donc on connait I’expression
de pg. D’une part, si k =0,

2m
w)=el o= ([ 10@) p

2

Autrement dit, po (f) est la fonction constante égale a 5 f (t)dt. D’autre part, si k > 1, on a
T Jo
~ ~ 1 2m
pe(f)=¢ (f, fk) fe =20 (f, fr) fx = - ( f (t) cos (kt) dt) .
0

Autrement dit,

1 27
VeeR, pp(f)(z)== ( £ (t) cos (kt) dt) cos (kx).
™ \Jo
5. D’une part, si k =0,
1 2
@(f,fo)zy f#)dt=ao(f).
T Jo
D’autre part, si k > 1,
1 2m 1 2 2m
o(ff) = [ F@eosttyar =12 [ f(t)cos (ktyar = 2.
6. D’apreés les deux questions précédentes, pour tout k& > 0,
pr (f) = ak (f) fr-
Partie IT — Série de Fourier
7. D’une part, Dy = R et, par imparité de la fonction sin, pour tout = € R,
f(=z) =[sin(=2z) | = | —sin (2z) | = [sin (22) [ = f (z).
Donc f est paire. D’autre part,
T . 0 . . .
f <z+ 5) = |sin (2 (er 5))‘ =lsin 2z + 7)| = | —sin (2z) | = |sin (22) | = f (x),

™
donc f est g—périodique.
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8.

10.

11.

12.

13.

™ T
f étant §—périodique, on peut ’étudier sur [_Z’ Z} Par parité, on peut ensuite restreindre le domaine d’étude a
Pintervalle I = [07 %] Pour tout € I, on a f (x) = sin (2z). f est donc dérivable sur I et, pour tout z € I,

1 (z) = 2cos (2z) .

Donc f' > 0 sur I. On en déduit le tableau de variations suivant :

il

x 0 1

f' (@) + 0

1

0
D’ou l'allure de la courbe représentative de f sur [—m,27] :
1

-7 0 ™ 2m

4
La valeur moyenne de f sur une période est donnée par
2
™ ™ '

_ L _2 _ 1 "2 _
ao (f) = 7/2/0 f(x)dx = - /0 sin (2z) dx = ——[cos (22)]y" " =

Soit n € N* et x € R. Alors d’aprés les formules d’Euler,

2T gmi2w idne —idnz i(24+4n)z _ ,—i(2+4n)z i(2—4n)x _ i—(2—4n)z
sin (2x) cos (dnx) = (e 2’6 > (e +2€ ) _¢ e Ie e
! i
_sin((2+4n)z) +sin ((2 — 4n) v)
= : _

Soit n € N*. Alors

/2 1 w/2 1 /2
/ sin (2z) cos (4dnzx) dx = = / sin ((2 4+ 4n) x) dz + 3 / sin ((2 — 4n) x) dz
0 0 0

2

1 cos((2+4n)x)+cos((2—4n)m) 77/2__1 -2 N -2
) 2+4n 2—4n o 2\2+4n  2—4n
2—42+2+4n 4 -1

(2+4n) (2 —4n)  4—16n2  4n2 -1’

La fonction f étant paire, la suite (b, (f)),cn- est nulle. On a déja calculé ag (f) & la question 9, et, pour tout
n € N*,

T/ w/ —
an (f) = %/2/0 2 f(x) cos (n:;;x) de = %/O 2Sin(2$) cos (4nx) dv = W(T;l_l)

D’aprés le théoréme de Dirichlet, la fonction f étant continue et de classe C' par morceaux sur R, sa série de Fourier
converge en tout x € R vers f (x) :

+oo 9 +o0 4
f(z)=ao (f)+2an(f)cos(4nm) =_- Z mcos(élnx).

. . ’ 2 . 2 7T
En particulier, en évaluant cette égalité en = = 1 on a

+o00o _1\n
sin<2x4)’1i4z7r(fwl)_l).

n=1
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“+o0
(=1 _
;::1 w(4n2 -1) 4

Probléme 2

Partie T — Exemple
14. Notons A la matrice canoniquement associée & f. Alors
141 3
A=1 [3 1] '
En effectuant le produit matriciel, on obtient

1[5 3}_1<A+12)’

A2:i 10 6] _1
166 10 813 5 2
5 1
dOHCf :i(f+IdR2)
15. Le polynome caractéristique de f est donné par
x-1 -3 1\ 9 1, 1
=det (X1 — A) = 4 1 |- (x_-2) - Z —x2_-x_°=,
e[ (5
Le discriminant de x vaut
1 9
A=-+42=-
4+ 4’
donc les racines de x; sont
1.3 1_3
_32t5 A2:5_§:—1
’ 2 2

A= 5
) est scindé a racines simples, donc f est diagonalisable.® Soit (z,y) € R?. D’une part,

1
Ainsi xr = (X - 1) (X—i— 3
T+ 3y =4z —3z+4+3y=0
f(@,y) = (z,9) B " = r=y
3z+y=4y 3z —3y =0
< (z,y) € Vect ((1,1)).
Donc E; (f) = Vect ((1,1)). D’autre part,
1 r+3y=—2x 3xr+3y=20
f(l',y):_*((ﬂ,y) — yYy=-—x
2 3r+y=—-2y 3r+3y=0

< (z,y) € Vect ((1,-1)).
Donc E_y 5 (f) = Vect ((1,—1)). Ainsi la famille ((1,1), (1, —1)) est une base de R? formée de vecteurs propres de

I’endomorphisme f.
1. La matrice A étant symétrique réelle, elle est diagonalisable (en base orthonormée), mais on a besoin de connaitre ses valeurs propres

ici.
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Partie II — Cas général
. s 1
16. Puisque f* = 3 (f +1dg), on a donc

Idg =2f*— f=fo(2f —1dg).
Ainsi f est une application linéaire inversible a droite, donc inversible, et f~1 = 2f — Idp.
1
17. Les ensembles ker (f — Idg) et ker < f+ 3 Id E) sont des noyaux d’endomorphismes, donc des sous-espaces vectoriels

de E.
1
18. Montrons par analyse/synthése que E = ker (f — Idg) @ ker <f + 3 IdE).

1
e Analyse : Soit 2 € F, supposons qu'il existe y € ker (f — Idg) et z € ker (f + 3 IdE> tels que x = y + 2. Alors

FW) =y FE) =35 F@=f+2)=1W)+fE)=y- 5=
Ainsi
rT=y+z y:%er%f(z)
f@=y-1: ° \z=2a-2if(@)
e Synthése : Pour x € F, posons
1 2 2 2
y=§$+§f($)v Zzgl’—gf(%‘)-
Alors, puisque f? = % (f +1dg),
yte=sotof@)+ie-2f@)=r
1 2 1 2 1 1 1 1 2
f(y)=f<3$+3f($>>:3f(33)+3f2(33):3f($>+3f($)+330:333+3f(93)=y7
=1 (30 37@) =31 @ -3 @) =21 @)~ 37 @)~ go=—go+ 37 () = 3=

1
Ainsiz =y+zety €ker(f —Idg) et z € ker f+2IdE>.

L’existence étant assurée par la synthése, et 'unicité par I'analyse, on en déduit que

1
Vee E, 3 (y,z)€ker(f—1Idg) x ker (f+21dE), T=1y+z.

Donc ker (f —Idg) et ker ( f+ ;IdE) sont supplémentaires dans F.
19. Les applications f et Idg sont linéaires, et f? = % (f+1dg). Dou
(f —=1dg) o <f+;IdE> :fof—IdEof+%foIdE—%IdE =f? - %f— %IdE =0.
Soit y € Im (f — Idg), alors par définition, il existe = € F tel que y = (f — Idg) (z). Donc

(f +s IdE) () = (f — Tdg) 0 (f +s IdE) (z) =0,

1 1
donc y € ker | f+ 2IdE). Ainsi Im (f —Idg) C ker <f—|— 2IdE>. D’autre part, d’aprés le théoréme du rang,
puisque dim (F) = n est finie,

dim (Im (f —Idg)) = rg (f — Idg) = n — dim (ker (f — Idg)) .
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1
Or d’aprés la question 18, £ = ker (f — Idg) @ ker <f + 3 IdE) donc

dim(ker(f—IdE))—i-dim(ker(f—i—;IdE>> n, dim(ker(f—i-;IdE)):n—dim(ker(f—IdE)).

Ainsi dim (Im (f — Idg)) = dim (ker (f + ;IdE)> donc Im (f — Idg) = ker (f + ;IdE).

20. Puisque f? =

—_

5 (f +Idg), on a bien
1 1 1 1 1 1 3 1
3 2 2

PP=fofi=fo (2 (f+IdE)) P4 f= oS+ lp s f =S 4+ 1 1dg,
3
8
21. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, il existe a,,b, € R tels que f* = a, f + b, Idg.

e Initialisation : Rappelons que par convention, f° = Idg. Alors, en posant ag =0 et by = 1, on a

fO=1dg =aof +boldg.
e Hérédité : Soit n € N, supposons qu’il existe a,, b, € R tels que f™* = a,f + b, Idg. Alors

i = Fo " = fo(anf +ba1dp) = anf? +buf = T f + Uy +bf = (T +bn) S+ S 1.

3

3 1 3 1 3 1 5
f4fo(4f+4IdE> b AR R R (PR LT T

En posant

a a
An+1 = ?n'i'bn» bn+1:7n,
ona f" = ani1f + bpy11dg, d'on hérédite.
On a donc montré que, pour tout n € N, il existe an,b, € R tels que " = a,f + b, Idg. Les suites (ay), oy et
(bn) ey vérifient les relations suivantes :

o0 =0 ; o =1 , VYneN, ny1 =5 +bn
bo=1 by =0 bny1 = %

22. Pour tout n € N, on a

Qnp Ap+1 Qnp
an+2:T+1+bn+1: 2+ _1_7

La suite (a,,) vérifie la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 suivante :

apg = 0, a; = ]_, Vn € N, Ap+2 — an2+1 — a?n =0.

Le polynéme caractéristique étant xr, on a déja calculé sa racines, qui sont Ay = 1 et Ay = —%. Donc il existe
C1,C5 € R tels que, pour tout n € N,
" Co
o
En particulier, pour n =0et n=1,0n a

Cr+Ca=0 Cy =
Ci—%2=1 " |C=

Ainsi, pour tout n € N,

) (71)n+1
=3T3t
De plus, pour tout n € N*,
b,, = On-1 — 1 + (_71)71
2 3 3x2n-l
On remarque que cette formule reste vrai au rang n = 0.
23. Puisque ngrilm 2"~1 — 400, on déduit des calculs précédents que

ap = Cl)\? + Cg)\g =Ci + (—1)

| wio

2
3

2 1
lim a, = -, lim b, = —.
n—-+4oo 3 n—-+oo 3
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Probléme 3

Partie I — Préliminaires

24. Soit n € N. Par croissances comparées,
: 2n  —t> n_—t2 1
lim t“t"e™" =0, t'e" ——o|—=].
t—oc0 t—-+o00 t2
25. La fonction f, :— e~ est continue sur [0, 4+o00[, 'unique borne incertaine est donc +oo. Or les fonctions f,, et
t— 7 sont continues et positives sur [1+oo[ et, d’aprés la question précédente,
t2f, () ——— 0.
fn( ) t——+o0
Ainsi, par définition, il existe a > 1 tel que
9 1
“+oo
Or l'intégrale / = est une intégrale de Riemann convergente. Ainsi, d’aprés le théoréme de comparaison des
¢ +o0 R +o00 R
fonctions positives, / t"e~ " dt converge. D’aprés la relation de Chasles, on en déduit que / t"e~ ' dt est une
a 0
intégrale convergente.
0
26. La fonction f,est continue sur |—oo,0]. Par changement de variable s = —t, les intégrales / et dt et
o0 5 -
(fl)n/ s™e™® ds ont méme nature, or la seconde converge d’aprés la question précédente. Donc I'intégrale
0 ’ 2 too 2
/ t"e~ " dt converge, et donc I'intégrale / t"e~"" dt est convergente (par définition).
—00 — 00 d
27. Soit P € R[X]. Alors il existe d € N et ag,...,aq € R tels que P = ZanX". Pour tout n € [0,d], l'inté-
=0
+oo 5 “+o0 R "
grale / t"e~ " dt est convergente, donc 'intégrale P (t)e " dt est convergente par linéarité de I'intégrale
— 00 — 0o
généralisée.
—¢2
e
28. Soit n € N. Soit x,y € R tels que x < y. Les fonctions t — t" ™! et ¢ — — 5 étant de classe C' sur [x,y], on a,
par intégration par parties,
_427Y
/y 2o gt = /y prze—ttgy — || 0t /y et dt.
Par croissances comparées, lim 2" e " Z 0 et lim y"“e*y2 = 0. On peut alors passer & la limite quand
T——00 y—+4o00
r — —oo et y — +00, et
n+1 [T n+1
Inyo =0+ / e dt = I,.
2 oo 2
2 too 2
29. Pour tout p € N impair, la fonction ¢ — t?*P*1e™" est impaire, et lintégrale / t2P e~ dt converge, donc
—00
+o0 5
Igp+1 = / t2p+167t dt = 0.
— o0
) _ (2p)!
30. Montrons par récurrence que, pour tout p € N, Iy, = Wﬁ
p!
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e Initialisation :D’aprés I’énoncé,

too ol
IO:/_Ooe dt:f:mﬁ,

la propriété est donc vérifiée au rang 0.

2p)!
e Hérédité : Soit p € N, supposons que [y, = ;25)| /7. Alors
P!

1, 4l (2p)!f_ (2p+1)(2p+2) (2p)!f (2p+2)! Jr
! )

Dopys = I = -
2T Ty T Ty VT T g apr ) x 22l VT 22092 (p 4 1)

la propriété est donc vérifiée au rang p + 1.

2p)!
On a donc montré que, pour tout p € N, I, = %ﬁ
!

Partie II — Recherche des extrema

31. Soit (x,y) € R. Alors d’apreés la question 27, l'intégrale F' (z,y) converge. Ensuite, par linéarité de l'intégrale,
Flay) = /+OC (t—a)* (¢t —y)* e dt
T,y) = —= —z) (t—y)e
VT

1 +oo
= NG / [t‘l — (22 4 2y) 3 + (w2 + 4y + y2) t2 — 2y (x +y)t+ m2y2} e dt
™ — 0o

1
= NG (Is — 2z +2y) I3 + (Jc2 +day +y*) I — 22y (x+y) L + nyQIO) .
Or d’aprés les questions 29 et 30,
3
IO:\/;T? 1120, IQZga I3:Oa I4:¥

Ainsi

31
V(z,y) €R? Foy) =7+ 5 (@ +day+y°) + 2%

32. La fonction F est polynomiale donc de classe C*> sur R%. Alors, pour tout (z,y) € R?,

oF oOF
55 @) = T + 2y + 2zy°, o (z,y) =2z +y + 22°y.

Alors, en remarquant que 1+ 222 > 0, on a

—2x
2x +y + 222y =0 T 14222
4z 83

+2y+22y° =0 —
xr X = _ —_
y Y x (1+2x2)+(1+2x2)2_0

Yy
VF (z,y) =(0,0) < {

—2x

V=T -z
=\ -3z —|—+4x% + 4a° = VT T2
5 =0 —3z 4 423 +42° = 0
(1+2?)

Alors, en notant z? = z,
—3r 4423 +42° =0 <= z=00udz*+422 -3=0 < r=00u4dz’+42—-3=0.

Le discriminant du polynoéme 4z + 4X — 3 vaut A = 16 + 48 = 64, donc ses racines sont

—4-38 3 —4+8 1
T = = —=, To = = .
8 2 8 2
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Ainsi
“Br+4rd+42° =0 = :U—00u952——§0u362—1 <= .%‘—OOULL'——LOU%‘—L
2 2 V2 V2
Alors
—2x
Y= 152
VF (z,y) =(0,0) < 0 1 1
zr=0ouzr=——=o0uz=—
V2 V2
1 1
—0 r=—— r=——
< {x ou 1\/5 ou \/51
y=0 y=— y=——
2 2

1 1 1 1
Les trois points critiques de la fonction F' sont donc (0, 0), (— , ) et ( —).

33. On a F(0,0) = Z Alors, pour tout = € R,

22 + 4a? + x2 4
B S

F(x,:c)—F(0,0):% 5 = z* 4 322,
2 gy2 4 g2
F(z,fx)—F(0,0):% %+x472:x47x2.

34. Soit x €] — 1, 1]\ {0}. D’une part,
2t + 322 >0, F(x,2)> F(0,0).
D’autre part,
et =2 =2 (2 -1) <0, F(z,—z)<F(0,0).

On en déduit qu’il n’existe par de voisinage de (0,0) sur lequel F est toujours supérieure (ou toujours inférieure) a
F(0,0). Ainsi le point (0,0) n’est pas un extremum local de la fonction F.

Partie III — Intégrale dépendant d’un paramétre

35. Soit z € R. La fonction s, : t — sin (xt) e™"" est continue sur [0, 4+00[, donc l'intégrale étudiée admet une unique
borne incertaine qui est +o0o. Or, pour tout ¢ € [0, +00],
2

|50 (£)| = | sin (zt) e < e .

2 .. .
" étant positives et continues

+oo
Or d’apres la question 25, I’intégrale / e thdt converge. Les fonctions s, et t — e~
0 .
sur [0, +oo], d’aprés le théoréme de comparaison des fonctions positives, l'intégrale / |s (t) |dt converge. Donc
0

+oo
lintégrale / sz (t) dt converge absolument, donc converge. De méme, la fonction ¢, : ¢t — tcos (xt) et est

0
continue sur [0, +0o[ et, pour tout ¢ € [0, +o0],
lco (t)| = t| cos (zt) e < te .

2 ., .
¥ ¢tant positives

+o0
Or, toujours d’aprés la question 25, I'intégrale / te=t"dt converge. Les fonctions ¢, et ¢ s te~
0 oo
et continues sur [0, +oo[, d’aprés le théoréme de comparaison des fonctions positives, l'intégrale / e (t) |dt
0

+oo
converge. Donc 'intégrale / ¢, (t) dt converge absolument, donc converge.
0
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36. Soit a,x € R et soit n € N. Soit f € C"™* ([a,2] U [z,a]). Alors

"L ) (a T —t)"
m)zzf kf )(x—a)k+/ o=t n,t) FOED (#) dt.
k=0 ' @ '

37. Soit a, A € R. D’aprés la formule précédente appliquée a f =sin € C2(R) et z = A +a, on a

a+A
sin()\+a)=sina+)\cosa—/ (A +a — t)sin (t) dt.

a

On a alors, pour A > 0,

a+\
g/ | (a+ X —t)sin (¢)|dt
a

a+A a+A 0
S/ |a—|—)\—t|dt:/ (a—l—)\—t)dt:—/sds
a a s=a+\—t A

A 2
S/sds:)\—
O 2

a+A\
|sin(/\+a)sina)\c0sa||/ (a+A—t)sin(t)dt

a+A
|sin()\+a)—sina—)\cosa|:‘—/ (a+ X —t)sin () dt
a

Si A <0, alors

§/a | (a+ A —t)sin(t) |dt

+A

a a —A )\2
§/ |a+)\—t|dt:/ (t—a—)\)dt:/ sds=—.
a+A a+\ s=t—a—X\ Jq 2

Ainsi, dans tous les cas, on a bien montré que

)\2
|sin (A + a) —sina — Acosa| < =

38. Soit x, h € R. Remarquons que les intégrales S (x + h), S (z) et C (x) sont toutes absolument convergentes, ce qui
justifiera 'inégalité triangulaire par la suite. On a, par linéarité de l'intégrale généralisée,

_ h)t) e dt — (at)etdt [T 2
S(x+h)—5S(z) O (z) = fo sin (= + fo sin (v1) - / tcos (zt) e " dt
h h 0
+o0 /sin (wt + ht) — sin (xt 2
— / (Sm (@t + h) sin (21) t cos (xt)) et dt‘
0

sin (xt 4+ ht) — sin (xt) — th cos (xt)
h

“+o00
</
0

Pour tout ¢t € R, en appliquant la formule de la question 37 avec a = xh et A = th, on a

h*t?
|sin (xt + ht) — sin (at) — thcos (zt)| < 5

‘ e_tzdt

D’ou

0< 5@ _ o)

h

S(x+h)—
~h 2

1 [T p2e2 h
< 7/ L e Pdt =21,
0 4

S(x+h)—

h
Or hn}) —I, = 0 donc, par le théoréme des gendarmes, hm S (@) — C (z)| = 0. Donc

—0
%%(S(zm]i—su) _O(x)> o

39. Soit x € R. D’aprés la question précédente, on a

lim S(x+h)—
h—0 h

5 () =C(x).

On reconnait le taux d’accroissement de la fonction S. Par définition, S est donc dérivable en z et ona S’ (z) = C ().
Ainsi S est dérivable sur R et S’ = C.
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40.

41.

42.

—¢2
e
Soit € R et y € R. Les fonctions ¢ — cos (xt) et ¢t — 5 sont de classe C! sur [0,y] donc, par intégration par

parties,
v 2 -7 v 2 1 -y’ 4 2

/ teos (xt) et dt = | — cos (zt) —/ Lsin (at) e Vdt = = — cos (wy)e” E/ sin (wt) e dt

) 2|, Jo 2 2 2 2 Jo
Or

cos (zy) eV’ e

< 0.
2 T2 y—=doo

cos (zy) eV’

Donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lim = 0. Donc en passant & la limite quand y — 400

y——+o0
dans ’égalité obtenue, on a
1 =
Cx)==-—-=5(z).
(0)=5-35@)
D’aprés les questions 39 et 41, la fonction S vérifie
1
VreR, S (z)==—=8(z).
2 2
Donc S est solution sur R de ’équation différentielle
, T 1
Ty = —. E
y+3v=75 (E)

(E) est une équation différentielle linéaire du premier ordre, non-homogene et a coefficients non-constants. Résolvons
d’abord I’équation différentielle homogéne associée :

X
Y+ 5y =0 (Eo)

2
Une primitive de x — g sur R est z — %, donc I’ensemble des solutions de (Ep) sur R est

Solg (Ep) = {x — Ce_m2/4/C S R} .

On va maintenant trouver une solution particuliére de (E) par variation de la constante. Soit C' € C* (R) et posons
y:xz— C(x) e~ /4 Alors y € C* (R) et, pour tout = € R,

Y (x) =C" (z) e /4 gC’ (x) e~ /4,

Alors
/ E 71 / 71:2/471 / 71 12/4
yESolR(E)<:>y(:c)+2y(x)f2<:>C'(x)e f2<:>C(3:)72e .
]_ 2 z et2/4
Or d’apreés le théoréme fondamental de I’analyse, une primitive de x — 5696 /% sur R est la fonction z — / 5 dt.
0
) T 17 /4
La fonction y, : ¢ — e~ " /4/ ——dt est alors une solution particuliére de (E), et donc
0

2 2 r et2/4
SOI]R (E) = T = 06726 /4 + e’ /4/ ?dt/c € R,.
0

D’apreés la question précédente, S € Solg (F) donc il existe C € R tel que
t2/4

Ve eR, S(z)= Ce /4 4 €7m2/4/ e?dt.
0

En évaluant I’égalité précédente en x = 0, on a alors
+o0o 5
S(O)z/ sin(0xt)e "dt=0=C+0.
0

Donc C = 0 et donc
T o7 /4

Ve R, S(z)=e "/ / < g
0 2
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