Centrale Supelec Maths 2 2017

CORRIGE

I Etude des torseurs

LA - L'espace 9 des torseurs

I.A.1) Soit Aet BE & :
M(B)=T AOB = n(OA+AB) =7 AOA+T AAB =.4((A)+ T A AB
L'application .4 est bien un torseur.

I.A.2) Lensemble des torseurs est non vide d’apres la question précédente.
Soit Ty et T» deux torseurs, et A € R.
1l existe donc deux vecteurs 7 ; et 7 » "associés" respectivement a T; et T>.

Soit Aet B€ & : (AT, + To) (B) = AT.(B) + T»(B) :)L(Tl(A)+F{/\H9)+ T,(A) + 75 A AB

= ATy + To) (A + (T +73) A AB
Ainsi, 'application AT} + T, est un torseur et par conséquent g est un sous-espace
vectoriel de & (6’, 6")

I.A.3)a) U A v = 0 sietseulement siles vecteurs © et v sont colinéaires.

1.A.3)b) Soit .# un torseur. Soit 7] etr, deux vecteurs "associés" a ..

On consideére trois point A, B et C non alignés de &.

On a donc M(B) = M(A) + 1 A AB = M(A) + T3 A AB donc (1] = 73) AAB=0.

D’apres la question précédente, le vecteur 71 — 7, est donc colinéaire a AB.

On montre de méme que le vecteur 77 — 7, est colinéaire a A_C: .

Le vecteur 77 — 1, est donc colinéaire 4 deux vecteurs de & eux-méme non colinéaires : c’est
le vecteur nul.

Ainsi, 71 = 7, ce qui prouve que le vecteur 7 de la définition est unique.

I.A.4) Soit U € &.

On consideére I'application .# constante, qui a tout point A € & associe u.

Soit Aet BE & : M (B) = M (A) = 4 (A)+ 0 A AB donc I'application .4 est un torseur, de
résultante (unique d’apres la question précédente) le vecteur nul.

L'ensemble des couples est bien entendu non vide.

Soit A € R, ./, (resp. .4) deux couples. Il existe donc un vecteur u; (resp.is), image de tout
point de &.

Soit A€ & : (At + M>) (A) = Aty (A) + Mo (A) = Auq + Uy donc application A4 + 4> est
un torseur constant : c’est un couple et par conséquent 'ensemble & des couples est un
sous-espace vectoriel de I .

—

€ — &

& — M(O)

SoitCretCre€etAeR: F(AC, + Cy) = (AC) + C2) (0) = AC1(0) + C2(0) = AF (Cy) + F (Co)
donc I'application F est linéaire.

L'application F est de toute évidence surjective.

Soit C un couple tel que F(C) = 0 :onadonc C(0) = 0 et comme C est un couple
CM)="0 pour tout M € & donc C est le couple nul et F est donc injective.

F est donc un isomorphisme.

Soit F:

Ainsi, dim € = dim & = 3.
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I.A.5)a) Soit Ag et A; les points de & tels que O—A()) =7 et m =7.

On alors go (Ao) = g1 (A1) = 0 donc 8o et g1 sont des glisseurs.

Supposons qu'il existe A € & tel que (go— g1) (A) = 0:onaalors T AOA—T A 0_1/1 =0 soit
T A 51—(3 =0 ce qui implique que 7 et 51—()) sont colinéaires : ainsi 'application gy — g, ne
s’annule pas et n’est pas un glisseur.

On a trouvé une combinaison linéaire g, — g, de vecteurs de ¢ qui n’appartient pas a ¢
donc I'ensemble ¢ des glisseurs n’est pas un sous-espace vectoriel de I~

I.A.5)b) L'ensemble % des glisseurs s’annulant en O n’est pas vide puisqu’il contient
I'application gy définie a la question précédente.

Soit G; et G, deux glisseursde 4 et LeR:

AG1 + G2 est un torseur et il est évident qu’il s’annule en O donc AG; + G2 € %, qui est donc
un sous-espace vectoriel de I~

Soit F:

% — éa, (définie a
-

g - &
—
— r

: F estlarestriction de 'application linéaire {
la question 1.A.3)b)) donc F est linéaire.

Soit T € & : I'application A— 7 A OA est un torseur qui s’annule en O donc c’est un
glisseur de % et F est surjective.

Soit 4 € ¥4, un glisseur de résultante nulle : un raisonnement identique a celui de la
question 1.A.4) prouve que .# est le glisseur nul donc F est injective.

F est donc un isomorphisme.

Ainsi, dim %, = dim & = 3.

I.A.5)c) Soit .# un torseur de 9, de résultante 7 : pour tout point Ade &, on adonc:
M(A) = MO)+T A 5)4 donc .4 estla somme d’'une application constante (qui a tout
point A associe .4 (0)) et d'un élémentde ¥y :ona 9 =€ +%.

Soit ./ un torseur constant qui s’annule en O : .4 est donc le torseur nul et € N4 = @.
Ainsi, on a bien 9 =€ ® %, et donc dim 9 =dim €+ dim %,=6

LB - Equiprojectivité

I.B.1) 801t A un torseur de résultante 7 et A et B deux pomts de & :
M (A).AB = (J%(B) LT A BA) AB=.4((B).AB+ T ABA.AB.

Or, 7 A BA est un vecteur orthogonal a AB donc 7 ABA.AB= 0 et par conséquent
M (A).AB =4 (B).AB

I.B.2)a) Une matrice antisymétrique est une matrice A telle que TA=—-A.

x\ (0 1 2)\(x y+2z -3
ILB.2)b)Soitu =|yle&:|-1 0 3||y|l=| -x+3z|=TAuavecr =| 2 |.
z -2 -3 0J\z —2x-3y -1

1.B.3)a) Soit % et U deux vecteurs de & et A et u deux réels.

On veut montrer que f (AU +uv)=Af(u)+puf (7).

Comme le suggere I'énoncé, considérons le vecteur w = f (AU +uv) - Af (u)—pf (V) et
unvecteur ¥ € &.

—

wxX=[f(Au+uv)-Af(u)-pf(V)].X=fAu+pv).x-Af(u).3x-uf(v).x
— (A + 1T f(F)-Af (@) % -pf (7). F

=AU f (%) + f(u) %) -p(v.f(X)+ (V). X)=0_

Ainsi, le vecteur w est orthogonal a tout vecteur X de & donc c’est le vecteur nul et par
conséquence, f estlinéaire.
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ailn a2 a3
I.B.3)b) Soit A=|az1 a2 ap3|lamatrice de f dans la base 2.
asp dasz dass
Le coefficient a;; représente la composante du vecteur f (E]’) selon le vecteur e;. On a donc

aij = f(ej).ei=—f(ei).€j = —aji.

Ainsi, on a ' A = — A donc A est une matrice antisymétrique.

0 ap a3
I.B.3)c) Soit A la matrice de f dans la base 98: on adoncA= (—alg 0 agg).
—a13 —apz 0

X\ a2y + dizz —az3
Soitu=|yle&:f(u)=|-anx+asz|=7TAuavecT =| a3 |.
< —a13xX —azsy —a

I.B.4) Soit .# une application de & dans & vérifiant la propriété d’équiprojectivité.

On considére 'application f: & — & définie par f (u) =4 (0')— 4 (O) ot O estle point
tel que U = 00'.

Il s’agit ici de montrer que cette fonction f vérifie la propriété étudiée en I.B.3).

Soit ¥ un vecteur de &, et soit P le point tel que 7 =0P.

Onaalors f(u).7 = [4(0) - 4(0)].0 OP = .4((0').0P — .4 (0).OP.

= (0).00 +.4(0').0'P— .4 (0).00 — .4 (0).O'P.

Or, ./ vérifie la propriété d’équiprojectivité donc .4 (O') %" = (0) %" donc

F(@). T =(0).0P -4 (0).0P.

De méme, on montre que u.f (V) = /%(O).O—’I; —J%(P).O_'ﬁ.

Onadonc f(u). v+u.f(V)=4(0) .O'P—4((P).0'P =0 puisque ./ vérifie la
propriété d’équiprojectivité.

Ainsi, f vérifie la propriété étudiée en I.B.3) donc il existe un vecteur 7 de & tel que pour
tout vecteur 7 de &, onait f (%) =T AT,

On a donc, pour tout point O’ de &, .4 (0') = #(O) + T A %" et donc ./ est un torseur
d’apres la question I.A.5)c).

II Produits infinis

I1.A - Définitions et premieres propriétés

. 1 n-1
II.A.1)a) Soitn=2:1—-—= .
n Nn N
1 2 N-1 N-1 1
PouerZ,onadoncPN:H(l——) H :—x—x...x x =
b o on 23 N-2° N N
Ainsi, lim Py =0 donc le produit infini H (1——) diverge.
N—+oo =2
1 n’-1 n-1 n+l
II.A.1)b) Soitn=2:1- — = = x .
n? n? n n
N N N
1 n—1 n+1
Pour N =2, on adonc Py H(l——z):(n )(H )
n=2 n n=2 N n=2 N
Nn+l 3 N N+1 N+1
I == x43x...x X =
n=p N 2 N-1 N 2
1 N+1 N+1 1 1
Py=—x = et lim PN——donc H converge vers —.
) 2N  N—+oo AU 2
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I1.A.2)a) Supposons qu’il existe n = ng tel que u, =0.Onaalors: VN =n,Py=0etle
produit infini H u, diverge.

n=nop

I1.A.2)b) On suppose que le produit infini H u, converge vers ¢ € R*.

n=np

[T un

. P N+1 n=np
Soit N = ny. On remarque que =

= UN+1-

Py N
[T un
n=ngm
. . . PN+1 .
lim Py, = lim Py=¢etdonc lim =letdonc lim wuy=1.
N—+o0 N—+ N—+oo Pp N—+o0

II.A.2)c) Cette condition n’est pas suffisante comme le prouve le contre-exemple étudié a la
question II.A.1)a).

I1.A.3)a) Soit N = ny. La suite u, est a termes strictement positifs donc Py > 0.

N N
I un) = Y Inu,.
n=ngp n=ngp

Supposons que Py converge vers ¢ € R* alors, la fonction In étant continue sur R* ,In (Py)
converge vers In (¢) donc la série de terme général In (u,,) converge vers In ().

Onaln(Py)=In

Réciproquement, supposons que la série de terme général In (u,,) converge vers K € R alors,

Y Inuy,

n=ng
infini de terme général u,, converge vers exp K.

la fonction exp étant continue sur R, exp converge vers exp K, donc le produit

On a bien montré I'équivalence, et dans ce casona ) In(u,)=In ( I1 u,,)
n=ny nz=nop

I1.A.3)b) On suppose que pour tout n = ny, u, >0 donc In (1 — u,) existe.

D’apres la question précédente, le produit infini H converge si et seulement si la série de
n=nop

terme général In (1 — u,,) converge.

Oroonaln(l-u,) ~ —u,donclasérie de terme général In (1 — u,,) converge si et seulement
+00
sila série de terme général u, converge.

II.A.3)c) En utilisant la question précédente, H (1 - q") est de méme nature que la série de
n=1
terme général g” qui est une série convergente.

sin (mx
I1.B - Développement en produit infini de sin ()

I1.B.1) Les deux fonctions dont on veut démontrer 1'égalité sont impaires donc si cette
égalité est vérifiée pour x €]0, 1] elle est vérifiée pour —x.

2
X

I1.B.2) En utilisant la question I1.A.3)b), le produit infini [ | (1 —~ —2) est de méme nature
n

n=1
2

Lo X
que la série ) —.
n=1
2

. i 1 i . i x
On sait que la série Z — estune série de Riemann convergente donc la série Z — est
n=11 n=1

2
convergente, ainsi que le produit infini ’!:[1 (1 - ﬁ)
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I1.B.3)a)V(a, b) € R?, on a cos(a+ b) = cosacosb —sinasin b et
cos(a—b) =cosacosb+sinasinb donc on a bien :

1
cosacosb = > (cos(a+ b) +cos(a—b)).

I1.B.3)b)

Il est évident que f est continue en tout point de R\ {kr; k € Z}.
Il suffit de prouver que f est continue en 7 par périodicité.
xlir?_ f(x) =cos(nx) = f (m).

lim f(x)= lim f(x-2n)= lim f(x)=cos(—xn)=f ().
x—m* x—mt x——n*

f est continue en 7 donc sur R.

f est clairement de classe C! sur tout intervalle du type | (2k — 1), (2k + 1)7[ donc f est de
classe C! sur R.

f est paire donc b,, = 0 pour tout entier n.

T

1

2 (" 1"
ao_gfo f(t)dt_;fo cos(xt)dt—;

sin(xt) sin(mwx

0 X

X

T

4 (7 2
Soitn=1,onaa;= —f f(t)cos(nt)dt = —f cos(xt)cos(nt)dt.
271 Jo T Jo

1 T
On utilise la question I1.B.3)a) : b, = —f (cos((x+n)t) +cos(x—n)r))dt
b4

1 [sin((x+n)t) sin((x—n)t)

— +
/4 X+n X—n o T X+n X—n
Si n est pair, on a sin(xx + nx) = sin(xm — nx) = sin(xmn).
Si n est impair, on a sin(xx + nx) = sin(xzw — nx) = —sin(xx)
Finalement, sin((x + n)7) = (—1)"sin(x7x) et sin((x — n)7) = (-1)" sin(x).
(=D" 1 N 1 ) 2x x (=" sin(xn)
= X
T \x+n x-—-n

an—

n _01 (sin((x+ n)) N sin((x — n)m)

On adonc a; =

T x2—n?

II.B.3)c) f est 2m— périodique, continue sur R et de classe C 1 par morceaux sur R : elle
satisfait donc aux hypotheses du théoreme de Dirichlet :

+00
VEeR, f(1)=ao(f)+ ) (an(f) cos(nwt) + b, (f) sin(nw?)).
n=1

Or, on a w = 1, 'égalité étant vraie sur R elle est vraie sur [-, 7] et on a donc :

_sin(mx) (1 T (-1)"2x
cos(xt) = (x + n;l o cos(nt))

I1.B.3)d) On applique I'égalité précédente a £ = 7 : on a donc
sin(x) (1 X (-1)"2x

+ Y ———cos(nn)].
X ,,X::l x2—n? ( ))
sin(mx) (1 N to o 2x )

X

cos(mx) =

On a cos(nm) = (-1)" donc cos(nx) =
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Comme sin(7x) # 0, on divise I'égalité précédente par et on trouve :

sin(mrx)

1
ncot(mx) =—+
X

u? ul us
I1.B.4)a) On a ucosu —sinu = u(l - + o(uz)) - (u— " + 0(u3)) == +o(ud).

1 mtcos(mt)—sin(mt) -@0)*/3+o0(?) a%t 1
mcot(me) —— = - = ~———cetlim|mcos(mt)——|=0.
t tsin(rt) o mrr+o(r?) 0o 3 =0 t

1
La fonction ¢ — mcot(mt) — n est prolongeable par continuité en 0 donc 'intégrale I,
impropre en 0, est convergente.

u3

. u-—+o(u?) 2 :
sin u u sin u
11.B.4)b) = 6 =1-—+o0(u?) donc lim — =1.
u o u 0 6 u—0 u ,
sin u sinu sinu u
Onadoncln( ):ln(l+( —1)): —1+o0(u?)=——+o0(u?)
u u 0 u 0 6
. 2
limln (sm(ne) =lim — () +o(e?)=0
e—0 TTE e—0

X

1
II.B.4)c) Soite >0:onal=1lim | mcot(wt)— ;dt.

e—0J¢

Ny , L. . sin(mt) 1
Comme le suggere ’énoncé, on dérive la fonction In ) et on trouve mcot(mwt) — pe
/4
sin(mzt)\]”*
Onadonc I =1lim ln( In(r ))
€—0 Tt
sin(rwx sin(e sin(mwx
Donc I = ln( ( )) —lir%ln( ( ) = ln( ( )) d’apres la question précédente.
€—>

2t
I1.B.4)d) Soit 7 € [0, 1]. Pour n =2, n®> — t2 # 0 donc P existe.
n —

2t . . fs
Pour tout n =2, P > 0 donc on peut appliquer les criteres sur les séries a termes
n —

positifs.
2t 2t

12— 12 400 2’

terme général d'une série de méme nature que la série de Riemann

1
convergente de terme général —.
n

2t 1 L, Yoo 2t
g2 converge et la quantite Z m es
n=N+1

Finalement, la série de terme général t

définie.

I1.B.4)e) On applique la question précédente avec ¢ = 1 : la série de terme général est

n-1
+00
convergente, la quantité Z

n=N+11"—

est le reste d’ordre N de cette série donc

+00 2
lim =0
N—+o0 nz%‘;l n*-1
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II.B.4)f) Soit t € [0,1[, NeN*etn=N+1:

1
Ona0<n?—-1<n®-t*donc0< < )
n2—¢2 2n2—1
Onaaussi0<2t<2donc0= < .
n2—r2 n2-1
+00 21» +00 2

Vte[0,1[VNeN*0=< ) < )
n=N+1 n?— n=N+1 n®—1

X +00
II.LB.4)g) Onal= f mcot(mt) — —dt = f dt d’apres la question II.B.3)d).
0 _
t X +oo Zt
Soit NeN* :onadonc I = f 2dt+f Y ———dt.
0 pm1 I5—n 0 p=N+1L°—n
X +oo Zt d
Soit I — ——dt
nZl 0 fz—nz 0 n:;+1 12— n?
+o00 2t +00
D’apres la question précédente, on a Z s Z o donc, en utilisant
n=N+1 n=N+1
I'inégalité de la moyenne :
X +oo 2t X +00 2t X +oo 2t X +oo 2
arf = [ drs [ drs | dt =
\/(; n:%—kl t>—n? 0 |n %ﬂ t>—n? 0 n:%+1 tz - n? 0 n:;\]"ﬂ n%-1

+i° 2

X _

n=N+1 n?-1

sin(mx)

Finalement, comme I = 1n( ) d’apres la question I1.B.4)c), on a :

sin(mrx)
In ( ) Z i t2 dt

X

+00 2

<=x )

2 _
n=N+1"1 1

+00 2
=0 donc la série

II.B.4)h) D’apres la question II.B.4)e), ona lim

THOp=N+1 T T

sin(mx
Z . dt converge vers 1n( ( )) d’apres la question précédente.
n=1 0 t TX
2t x 2t n%—x?
Une primitive de t — ——— sur [0, x] est In (n? — 2 doncf —— _dt= 1n( )
p Z_2 _ nz [ ] ( ) 0 Z—2 _ nz n2
sin(mx too n%—x?
Onadoncln( ( )) Zl ( )
TX
too (2 42 sin(mx
D’apres la question I1.A.3)a), le produit infini H ( 5 ) converge donc vers (7x) et
=1 n TX
finalement : . , . )
X (p°—x o0 X
sin(mx) =nx =7X 1-—
9 ;Bl( n? ) ,El( nz)

1
I1.B.5)a)i) On sait que la série de terme général ) converge donc d’apres la question
n

+00

1
IL.A.3)b) le produit infini [ | (1 - 4_r12) converge.
n=1

1
I1.B.5)a)ii) A I'aide de la formule établie a la question II.B.4)h) et pour x = > on trouve :
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1
I1.B.5)b)i) Pour a > 1, 1a série de terme général — est une série de Riemann convergente
n
donc { est définie sur ]1, +ool.
3,3

I1.B.5)b)ii) sin(zx) ? TX—

+o(x%).

3
II.B.5)b)iii) Le terme de degré 3 du développement limité de sin(zx) en 0 est e
On utilise le développement en produit infini de sin (;x) établi a la question IL.B.4)h) :

+00 x2
sin(mx) =mwx H (1 — —)

2
n=1 n

x? x? x? x?
sin(mx) = nx(l — ﬁ) (1 — ?) (1 - 3—2) (1 — E)

On voit que I'on obtient un terme de degré 3 de ce produit infini en multipliant 7x par une
infinité de 1 et par un facteur en x* de ce produit :

5 2 x% x® X
Cetermeenx’estnx|-—————-———...|.
12 22 32 42
+00
Ce terme en x° est donc — ) —2x3 , C'est-a-dire —{(2) x3.
n=1

On %dentiﬁe ces termes en x° :

7.[2

/4
e —n{(2) donc {(2) = e
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