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I Série et probabilités
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Q2. On pose u; = ( n )x”; Un+l = = x| ~ |x|] — |x|; d’aprés le théoréeme
k U, ny_, n n—-+oo n—+00
( k Jx ( k)
i 1, alors la séri bsol t
de d’Alembert sur les séries a termes positifs : Sl.|x| = aorsia Se,r l.e cqnverge a S(‘)\umen ; donc,
si|x| > 1, alors la série diverge grossierement
d’apres le lemme d’Abel, on peut dire que | le rayon de convergence de la série Z ( Z )x” estR=1
n=k
Q3. S = Z x"; on reconnait la série géométrique définie sur ] —1,1[ et| Vx €] —1,1[, Sp(x) = Z XM= —
n=0
Q4. D’apres le théoréme de dérivation terme a terme, Sy est de classe € sur]—1,1[ et Vx €] -1,1],
+00 1 n +00 +00
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On a bien montré la formule du triangle de Pascal : ( k ) + ( il ) = ( il )
Q6. Lerayon de convergence de Sy est R=1; prenonsdonc x€]—1,1[ et k < n.
sy n m+1 1 kil > m+1 1
Skr1(x)= Y. x" Z M=y Y x™*
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~
on regroupe

+00 +00 +00

= Z ( ) " :Zkﬁ(le)me:xn;:k(rll:)xm”m;m(kT1)xm
On a bien montre Vxel-1,1[:

[ Skt () = XSk (x) + xSpe1 (%) |
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k

X
Q7. On montre par récurrence sur k € N la propriété: Vxe] —1,1[, Sg(x) = m
-X

%0

et =
I-x (1-x%1 1-
Heérédité : On suppose la propriété vraie pour un certain k;

Initialisation : So(x) = ; donc la propriété est initialisée.
X

d’apres la question précédente, on sait que S, (x) = xSk (x) + xSg4+1(x) © Sg1(x) = %Sk(x); donc,
-X

k k+1
X X
ar hypothese de récurrence, S X) = X = ; ce qui prouve I’hérédité.
par hyp k+1(x) I—x -0k q_xke quip
k
Conclusion :VkeNetVxe]l-1,1[,| Sp(x) = ———
k (1-x) k+1

Q 8. Lavariable N est égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir la face blanche. A chaque lancer la

probabilité d’obtenir la face blanche est %. Donc| N suit une loi géométrique de parametre %

Q9. On sait que pour une variable N suivant une loi géométrique, les espérances E(N) et E (N?) sont finies.

Ensuite % €]-1,1[, donc % appartient a ’ensemble de définition des fonction Sy.
5

oo o 1 5\ 1 6%® (5\* 1 _(5)\ 1 § 1 5x36
EIN)=) nP(N=n)=) nx—x|= =—x-Y nlz| ==Si|3]|=zx25==x —6
= —=""6" |6 6 5, 6] 5 16) 5 (1) 5 1x6
1
On retrouve le résultat du cours : |E(N) = — =6
9 +00 +00
V(N) =E(N?)- (E(\)) = Y n®P(N=n)-36=)_ (n(n-1)+n)P(N=n)-36
n=1 n=1
+00 +00 +00 1(5 n-1
:Zn(n—l)IP(N:n)+ZIP(N:n)—36:Zn(n—l)—(—) +6-36
n=2 n=1 n=2 6\6
2
1 6 _*®pn-1)(5\" 2 (5 2 () 2 x 52 x 63
=—><—><22— -] =30==82|=-]-30==x -30= > —-30=60-30
6 5 = 2 \6 56 57 (1) 5x6
1_
On retrouve a nouveau le résultat du cours : | V(N) = 2P =30
p
n n 1.2 k-1 17=l(5 14 1 1_(§)n
10. P(N<n)=P N=k = P(N=k) =~ = = e 6
Q ( ) (kL:JI( ))pardéﬁnitionkgl( )= 6;() (= —16[:0(6) 6 1-%

5 n
Donc:|P(N < n)=1—(é)

Q11. Sin<k,I'événement ((X =k)|(N = n)) est impossible, et donc dans ce cas P(y=p) (X = k) =
Si n = k, la variable conditionnelle X(y=5) suit une loi binomiale de parameétres n et = et dans ce cas

k/\6) \6
sik>n: P(N:n)(X=k)=0

k n-k
siksn:Pn=pX=k = ( Z)(é) (g)

Pn=m X =k) = ( n ) (—) (—) ; pour résumer :

Q 12. D’apres la formule des probabilités totales :

+00 +001 5 n—1 n 1 0 5 n
[P’(X=O)=nX::1[P>((N=n)m(X=O)) EIIP(N NPy (X =0) = ;16(6) (0)(8) (8)
k

2n-1 o's) 2k+1 o's) 2
1 1 1
(?) _ —Z() _! 52(()) _5, 1 _5.36
\6)  k=n162 6 65 3 1-2 36 11
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Q13.

Q14.

Q15.

Q16.

II

Q17.

Ce qui donne bien:|P(X =0) = —

Tout d’abord £ P 3 appartient b1en al’ensemble de définition des fonctions Sg.

+oo too ] (5)\"71 1\f(5)"*
PX=k=) P(N=nnX=k)= ZP(N WP (X =k =) 2 () (n)(_) (_)

n=k n=k n= k6 6 k716 ¥
_(1)k+1(5) k— l-kzo:o( )( )Zn_(l)k+l(6)k+l-{f( )(25) B 1 S (25)
“ls) &) X “l6) \5) Z\k)l3e) ~5e17k (36
_ 1 § (g_ﬁ) ~ 52k x 36k+1 _ 5k % 36 '
5k (é_l)k 17 5k+lx 36k x 11541 ~ 5x11x 11k’

36(5
on obtient bien, Vke N*,|P(X = k) = =5 (—)

Tout d’abord X (Q) =

& 5 36%(5)\F 5,
Z IP(X=k)=IP(X=O)+Z|P(X:k)=_+_Z(_) -2 ( ( ) )
keX(Q) =1 11 55,73 \11 11
5 36( 1 _1)_5 36(11_1)_5 36 5_5 6
6 ) 11

= + = + =
11 55 1—% 11 55 11 55 6 11

Onabien:| ) PX=k=1
keX(Q)

EX)=) kP(X=k == Z k( ) ; OF 1—51 €] - 1,1[, donc on reconnait S; (13) ainsi X est d’espérance

k=1 k>1
_ 36x5x117
)2 e 1l 62,cequidonne E(X)=1

) 36 5 36
finieet E(X) = —; (—) =—x
+00 +00
D’apres le théoreme du transfert : E(X(X - 1)) = ) k(k—DP(X=k) = )_ k(k—DP(X =k)

:Icn

55 11 55 (

Slo

k=1 k=2
36 t® 5\ 36x2*t® ky\(5\F 36x2_ (5
E(X(X—l))——Zk(k 1)( ) o é(z)(ﬁ) = z(ﬁ)
36 %2 (1) _36x2x5°x11° 10 , 5
= 5 = —;cequidonne:|E(X(X-1)==
55 (%) 55 x 112 x 63 6 3
V(X)zE(XZ)—(E(X)) =E(X(X-1+X)-1? = E(X(X—l))+E(X)—1=§+1—1;
linéarité de I'espérance 3

donc X admet une variance et | V(X) = —

Séries de Fourier et équation de la chaleur

Si F est paire, alors la fonction ¢ — F(¢)sin(nnt) est impaire, et alors Vn € N¥,

1
b, (F) :f F(t)sin(nwt)de=0
-1

Preuve : Montrons que pour une fonction continue et impaire f fyde=o0.
-1

1 0 1
Par Chasles, on a : f f®de= f fde+ f f () dt; on effectue le changement de variable x = —¢
-1 -1 0

1 0 1
dans la premiére intégrale, on a dx = — d¢; il vient :/ f(r)dt :f f(=x)(—dx) +f f(t) dt; soit:
-1 1 0
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1 1 1 1 1 1
f f(t)dt:f f(=x) dx+f f(t)dtetcommefestimpaire:f f(t)dt:—f fx) dx+f f®de=0
41 0 0 -1 0 0

De méme, si F est impaire, alors la fonction ¢ — F(t) cos(nnt) est impaire, et donc, Vn e N,

1
a,(F) :[ F(t)cos(nxt)dt=0
-1

Q 18. Soit F une fonction de classe €' et paire, alors on a, Vx € R, F(x) = F(~x); en dérivant cette égalité, il

vient : F'(x) = —F'(—x); ce qui montre que

De méme, soit F une fonction de classe €' et impaire, alors on a, Vx € R, F(x) = —F(-x); en dérivant
cette égalité, il vient : F'(x) = —( - F'(—x)) = F'(—x); ce qui montre que

N 1o 1 .
Q19. ay(F) = Ef F'(pdt= E[F(t)]‘l = E(F(l) — F(-1)), or F est 2—périodique, donc F(-1) = F(1)
-1

et, finalement: ao(F) =0
u'(t) =F (1) = u(t)=F()

v(t) =cos(nt) = V'(t)=—-nusin(nnt) par IPB il vient:

1
an(F’):f F'(t)cos(nnt) dt; on pose
-1

1
an(F") = [F(9) cos(nnn)]' | + nn[ F(t)sin(nnt) dt = F(1) cos(nn) — F(=1) cos(—nn) + nb, (F)
-1
=F(1) x (-=1)" = F(=1) x (=1)" +nwby, (F) = nwby(F)

=0

u'(t)=F'(1) = u(f)=F@)

1
N ! : . .
bn(F) = f_lF (#)sin(nzt) dt; on pose v(t) =sin(nnt) = V'(t)=nncos(nnt) ’

u et v sont de classe €' sur [-1,1], donc par IPP, il vient :

1
bu(F') = [F() sin(nnt)]fl—nnf F(t)cos(nnt) dt = F(1)sin(nn) — F(-1)sin(—nnr) —nna,(F) = —nna, (F)
_1 ~ ~~ S
=0

Pour résumer,

ap(F) =0, etVneN*, a,(F") = nab,(F) et b, (F") = —nna,(F) \

Q20. Festdeclasse¢’, donc F' est continue; d’apres le théoréme de Parseval, les séries ) _ (ay, (F'))2 et) (bn (F'))2
sont convergentes; d’apres la question précédente, on en déduit que les séries Z (nn n,(F ))2 et Z (nn a,(F ))2

sont convergentes; c'est-a-dire que |les séries Y n%(a,(F))” et Y n?(bn(F))® sont convergentes

Q21. Comme F est impaire, alors F’ est paire, puis F" est impaire, et enfin F® est paire; donc b, (F®) =0.
F® = (F")’; F" est de classe €', donc d’aprés Q19, on a: ay(F® = 0.
Toujours d’apres Q9, a,(F®) = a,((F")) = nnb,(F") = —n?n?an(F') = —n®n3b, (F).

Conclusion :| ag(F®)=0; et, VneN*, a,(F®) = —nn3b,,(F) et b,(F®) =0

Q22. Festdeclasse 63, donc F® est continue et d’apres le théoreme de Parseval la série Y (a,(F®))” converge,
d’apres la question précédente, on en déduit que la série Z (n3 73by(F ))2 converge,

c'est-a-dire que | la série ) nﬁ(bn(F))2 converge

(a® + b?).

N~

Q23. (lal-1bl)*=0 & |al>—2lal |b|+1bl>>0 o —2lal |b| = —a? - b* & |al |bl <

1
On a bien montré : | |al |b| < E(az +b?)

Q 24. On applique I'inégalité précédente avec a = % et b= n*(b,(F)); il vient donc :

1(1
n?|b(F)| < S|zt n8 (b (F))?
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Q 25.

Q26.

Q27.

Q2s.

Q29.

1
D’apres Q22, la série Z nﬁ(bn (F))2 est convergente; de plus la série Z — est une série de Riemann
n

1(1
convergente; donc la série de terme général 3 (—2 + nG(bn( F))Z) est convergente.
n

1(1
D’apres la question précédente, on a n?|b, (F)| < 3 (ﬁ +n8(by, (F))Z), donc par comparaison on peut dire

que | la série Z n? b, (F) est absolument convergente

Supposons I'existence de deux fonctions F et G impaires, 2—périodiques et telles que F(x) = G(x) = f(x),
Vxe[0,1].

Par construction, F et G coincident sur [0, 1]; soit x € [-1,0]; comme F et G sont impaires, alors
F(x)=—-F(-x) et G(x) = -G(—x); or —x € [0,1], donc F(—x) = G(—x) et par suite, F(x) = G(x). Donc Fet G
coincident sur [—1, 1], c’est-a-dire sur une période.

Dorénavant, soit x € R, comme F et G sont 2—périodiques, on a F (x -2 [XT“J) = F(x) et
G(x-2|*])=G);orx—2 || e[-1,1[ donc F(x -2 [ ]) = G (x -2 [ %)),

et par suite F(x) = G(x).

On a montré que F et G coincident sur R tout entier, donc sont égales.

’ 11 existe donc une unique fonction F impaire, 2—périodique et telle que F(x) = f(x), Vx € [0,1]

F et f coincident sur [0, 1], donc la courbe de F sur [0, 1] est la méme que celle de f.
A partir de la courbe de f définie sur [0, 1], on obtient la partie de courbe de F définie sur [-1,0] par une

symétrie de centre O. Ensuite, on obtient la totalité de la courbe de F par translations de vecteurs 2n i,
avecneZ.

La fonction f est de classe 6, donc F est de classe €' sur [0,1]. F admet une dérivée a droite en 0 et une
dérivée a gauche en 1; appelons % et 7 les vecteurs directeurs des tangentes respectives en 04 eten 1_.

Considérons le dessin suivant pour illustrer la situation :

Par la symétrie de centre O le vecteur ;7
image de U est colinéaire 2 U ettangentala '~
portion de courbe définie sur [-1,0]; donc \\ 7
la courbe de F admet une tangente au point b
d’abscisse 0, donc le ceefficient directeur est \
f(0). _ \
De méme, le vecteur v/, image de v par la \
symétrie de centre O est colinéaire 2 U et |
tangent a la courbe de F déﬁgie sur [-1,0], \

<

0.5+

0.5 1y

/
puis le vecteur v" image de v’ par transla- ‘\ /’/ ‘\

tion de vecteur 2 7 est colinéaire a v’ , donc W
a U et tangent a la courbe de F définie sur
[1,2]. La courbe de F admet une tangente
au point d’abscisse 1 de ccefficient directeur
Q.

Dela méme facon, on montre que la courbe de F admet une tangente au point d’abscisse —1 de ccefficient
directeur f'(1).

D’apreés les conditions aux limites de la barre, les fonctions hy : t— u(¢,0) et h;
constantes égales a 0; donc V¢ € [0, +ool, hy (1) = h}(¢) = 0; c’est-a-dire :

t— u(t,1) sont

ou ou
Vte[0,+oo[, —(£,0) = —(£,1) =0
ot ot
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Q 30.

Q3l.

Q32.

Q33.

Q34.

Q 35.

Q 36.

2 2
D’apres la condition initiale, f(x) = u(0,x) donc f"(x) = %(O,x); en particulier f"(0) = %(0,0) et
f'a= az—u(O 1)
ax2
Or u est solution de 'EDP (II.1) donc V(t, x) € A a—u(t X) = az—u(t x); en particulier, az—u(O 0) = 6_u(0 0)
) ) at ) axz ) ) ) axz ) at )

2u ou . . o ou ou
et —(0,1) = —(0,1); d’apres la question précédente et en prenant ¢t =0, on a —(0,0) = —(0,1) = 0.
0x? ot ot ot

On en déduit donc que ’ froy=f"1m=o0 ‘

Vérifions que la fonction f satisfait toutes les conditions de la partie ILB : f est de classe 6> donc en par-
ticulier de classe €' sur [0,1]; £(0) = u(0,0) = 0 et (1) = u(0,1) = 0, d’apres les conditions aux limites; les
conditions de la question Q25 sont vérifiées, donc il existe une unique fonction F impaire, 2—périodique
et telle que F(x) = f(x), Vx € [0,1].

Il reste a montrer que F est de classe ¢3. Tout d’abord [ estde classe €3 sur [0,1]; ensuite fO)=f1)=0
et, d’aprés la question précédente, f"(0) = f"(1) = 0. Toutes les conditions sont vérifiées pour affirmer
que F est de classe 3.

On appliqéle le méme raisonnement : g; est dg classe €3 sur [0,1]; g:(0) = u(t,0) =0; g;(1) = u(t,1) =0;

0 ou

0
g:"(0) = a—xbzl(t,O) = a—l;(t,O) =0etg"(1) = a—;;(t,l) = a—t(t,l) = 0; toutes les conditions sont réunies

pour affirmer que g, est prolongeable en une unique fonction G, impaire, 2—périodique et de classe €>
sur R.

G, est de classe €2, 2—périodique, donc d’aprés le théoréme de Dirichlet la série de Fourier de G, converge
et coincide avec G, en tout x € R. De plus, G; est impaire donc a,(G;) =0, Vn e N. Donc:

+00 1
il existe une suite (B, (1)) .- telle que G;(x) = Y B, (1) sin(nmx); avec (1) :f G (x)sin(nmx) dx
n=1 -1

1
Bn(0) = f Go(x) sin(nmx) dx; avec Go l'unique fonction impaire, 2—périodique qui prolonge go.
-1

1
Or go = f, donc Gy = F et| $,,(0) :f F(x)sin(nnx) dx = b, (F)
-1

G; est impaire et de classe €3, donc G," est impaire et de classe €' et on peut 2 nouveau appliquer le

+00
théoreme de Dirichlet:onadonc VxR, G;"(x) = b, (G,")sin(nmx).
n=1

D’apres la partie ILA, on a by, (G,") = —nman(G)) = —n*n?b,(G,) = —n?w?B,(1); donc Yx € R:

+00
G/"(x)= - Z I’lzﬁn(t) sin(nrx)
n=1

V't € [0,+o00[, G; estla fonction qui prolonge g;; donc V¢ € [0,+co[et Vx € [0,1],0ona:
Gi(x) = g+(x) = u(t, x); autrement dit V(t,x) € A, on a: U(t, x) = u(t, x) et donc V(t,x) € A, U(x, t) vérifie
2

d’EDP (II.1.); ce qui donne V(t,x) € A aU(t x) = 0 U(t x) 9
ieed S T T
] PN y 2 ~ aU sy ! .
D’apres I'énoncé, E(t, x) = Z B, (t)sin(nmnx); et, comme U(t, x) = G;(x),ona:
n=1

2

6 U _ " _ 2+OO 2 .
W(t’x) =G/'"(x)=-m n;ln Bn (1) sin(nmx)

+00 +00
Légalité & s’écrit donc:| V (¢, x) €A, Z B, (1) sin(nmx) = —n? Z n? B, (t) sin(nmx)
= =1

n=1 n
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Q 37. Les solutions de I'équation différentielle y'(¢) + n?z?y(t) sont définies par :

Vn(t) = Cpe” "™l avec C, € R

+00
Q 38. Onsaitque V(f,x) € A,ona: u(t,x) = Z Bn(t)sin(nmx);
n=1

/ 2.2 _ _ -n?mtt
or 3, est solution du probleme de Cauchy : { ’g”ES)) irll) JZFI?H(I) =0 o { g”i(t))) B I(jn?F)

ce qui donne C,, = by, (F) et ainsi ,(¢) = b, (F)e™""""!; on en déduit que la solution cherchée est définie

par:
+00

Vit,x) €A, ult,x)= Y by(Fle”™ ™ 'sin(nrx)

n=1
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