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TD Informatique TSI2

Differential equations and systems

SOLUTION
Paragraph I

Resolution differentiels equations order 1

On commence par écrire I’équation différentielle sous la forme y'(t) = f(y(t),t) et la condition initiale
y(to) = yo, ce qui permet de généraliser & une équation non linéaire, c’est-a-dire dans le cas ot f(y(t),t)
n’est pas de la forme a(t)y(t) + b(¢).

1. Utilisation de odeint

On peut utiliser la fonction odeint du sous-module scipy.integrate. Cette fonction nécessite une liste
de valeurs de t, commencant en tg et une condition initiale yg. La fonction odeint renvoie des valeurs
approchées (aux points contenus dans la liste des valeurs de t) de la solution y de I’équation différentielle
qui vérifie y(to) = yo. Plus précisément, si 'on désire les solutions pour t € [tg, t,,] avec un pas h, on tape
selon le modele suivant :

import scipy.integrate as integr ; def f(y,t) : return expression

T = np.arange(tO,tn,h) ; Y = integr.odeint(f,y0,T)

Y renvoyé est un tableau dont chaque ligne correspond & la valeur d’une fonction & un instant donné.
Ainsi Y[0] renvoie yo et Y[-1] renvoie y(¢1). On tape alors :

plt.plot(T,Y) ; plt.show( )

On a le tracé de la courbe intégrale.

Exemple : déterminons sur [0,1] la solution de y'(t) = ty(t) +t qui vérifie y(0) = 1 en utilisant odeint

[1]: import matplotlib.pyplot as plt
In [2]: def f(x,t)
return (x*t+t)
In [3]: import scipy.integrate as integr; import numpy as np
In [4]: T = np.linspace(0,1,100);Y = integr.odeint(f,1,T);plt.plot(T,Y)
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2. Utilisation de la méthode d’Euler

On cherche & déterminer une solution approchée de y'(t) = f(y(t),t) valable sur un intervalle donné,
c’est-a-dire t € [to, t,]. On suppose la condition initiale y(tg) = yo. Pour cela, on choisit une subdivision
(to,t1,...,tn) de [to,tn] & pas constant h = (t, — to)/n.

Donc : Vk € [0,n — 1], tg+1 = tr + h.
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On définit alors la liste (yi, ..., yn) telle que V& € [0,n — 1], yrr1 = hf (yk, t) + Yg-

Explication : La méthode d’Euler consiste a considérer que si h est petit alors y(tx + h) est proche de
y(tr) + hy'(tr), c’est-a-dire de y(tx) + hf(y(tx),tx). Ainsi, pour connaitre y(tx + h) = y(tr+1), on doit
partir de ¢ et de y(tx) et on suppose qu’entre les points My (tr, y(tx)) et Mgi1(tx+1,y(tk+1), la courbe
représentative de 'unique solution y reste < proche > de sa tangente au point tj.

On tape alors une fonction Euler qui prend en argument f, t0, tn, n et y0. On créera dans une boucle la
liste T' des abscisses et celle Y des valeurs prises par la solution y aux points considérés. On renverra Y.

In [1]: def Euler(f,t0,tn,n,y0) :
h = (tn—t0)/float(n); t=t0; y=y0
T = [t0] ; Y= [y0]
for k in range(n)
y = y+hxf(y,t); t=t+h; T.append(t); Y.append(y)
return Y

Exemple : déterminons sur [0, 1] la solution de y'(t) = ty(t) +t qui vérifie y(0) = 1 en utilisant Euler
avec n=100

In [1]: def f(x,t)
return (x*t+t)

In [2]: Euler(f,0,1,100,1)
Out[2]:

[T, 1.0, 1.0002, 1.00060004, 1.0012002200119998,

1.0020007001000046, 1.0030017004500547, 1.0042035014703248,
.005606443921354, 1.007210929076491, 1.00901741891266,
.0110264363315726, 1.0132385654115375, 1.0156544516900312,
.0182748024772283, 1.0211003872006965, 1.0241320377814975,
.0273706490419479, 1.0308171791453191, 1.0344726500677808,
.0383381481029095, 1.0424148243991154, 1.0467038955303536,

[ T G T W G 'y
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.0922259959737155, 2.1212929203358684, 2.150945203079059,
.181194277028618, 2.2120518615157954, 2.2435299697586504,
2.275640916459261]

N

On va écrire maintenant une fonction Euler_Affich de mémes arguments, qui doit renvoyer ’affichage
de la courbe reliant les points calculés. En notant At et Ay les amplitudes des valeurs manipulées, on
créera une fenétre graphique qui déborde de 10% de chaque coté du tracé.

In [1]: import matplotlib.pyplot as plt
In [2]: def Euler_Affich(f,t0,tn,n,y0)
h = (tn—t0)/float(n) ; ymin = y0; ymax = y0
t=1t0 ; y=y0; T=[t0]; Y= [y0]
for k in range(n)
y =y + hxf(y, t); t =t + h; ymin = min(ymin,y)
ymax = max(ymax,y); T.append(t); Y.append(y)
deltaT = (tn—t0)/10; delta¥Y = (ymax—ymin) /10
plt.plot(T, Y, color = 'b"); plt.grid()
plt.axis ([t0O—deltaT ,tn+deltaT ,ymin—delta¥ ,ymax+deltaY])
plt.axhline(color="0 ");plt.axvline(color = ' 0 ")
plt.show()

Exemple : Afficher sur [0,1] la courbe intégrale de la solution de y'(t) = ty(t) +t qui vérifie y(0) =1
en utilisant Euler_Affich avec n=100 et comparer avec la courbe obtenue avec odeint

In [1]: def f(x,t)
return (x*t+t) "Avec Euler (n=100) "
In [2]: Euler_Affich(f,0,1,100,1) "Ci—dessous courbe de gauche”
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A gauche avec Euler_Affich et a droite avec odeint dessiné déja plus haut.
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Paragraph II

Resolution differentiels systems order 1

1. Utilisation de odeint
. . s Z'(t) = ax(t)+by(t)
Nous allons traiter le cas du systeme différentiel
Y { y'(t) cx(t) +dy(t)
x(to) = o et y(to) = yo. Ici a,b,c et d sont bien entendu constantes. On cherche une solution t —
(x(t),y(t)) pour t € [to,t,] de pas h.
On tape :

avec la condition initiale

import numpy as np
import scipy.integrate as integr
def F(x,t) : return np.array([a*x[0]+b*x[1], c*xx[0]+ d*x[1]])
T = np.arange(t0,tn,h)
X = integr.odeint(F,np.array([x0,y0]),T)
X est un tableau de deux colonnes. Chaque k% ™° ligne correspond a z(tk) et y(tk).
Ainsi, X[:,0] (resp. X[:,1]) donne la fonction ¢ — x(t) (resp. t — y(t)).
Pour afficher ces deux fonctions, on appliquera respectivement les commandes plt.plot(T,X[:,0]) et
plt.plot(T,X[:,11).
Pour afficher ¢ — (x(t), y(¢)), on appliquera plt.plot(X[:,0]1,X[:,1])
) , oo [l (t) = —a(t) —y(t)
Exemple. Résolvons avec odeint le systeme différentiel { V() = alt) =yt sur [0,10] de pas

0.01 avec (0) =1 et y(0) = —1. On affichera ensemble t — x(t) et t — y(t).

In [1]: import numpy as np ; import scipy.integrate as integr

In [2]: import matplotlib.pyplot as plt

In [3]: def F(x,t) : return(np.array([—x[0]—x[1], x[0] — x[1]]))

In [4]: T = np.arange(0,10,0.01) ; X = integr.odeint(F,np.array([1,—1]),T)
In [5]: plt.plot(T,X[:,0]) ; plt.plot(T,X[:,1]) ; plt.show()
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2. Utilisation de la méthode d’Euler
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Considérons le systéme différentiel du premier ordre ou f et g sont des
y P { () = gy, T

fonctions de R? dans R. Les conditions initiales sont z(t0) = z0 et y(t0) = y0.

Adaptons la fonction Euler_Affich du paragraphe I en une fonction EulerSyst_Affich qui a pour ar-
guments f, g, t0, tn, n et 20, y0 et qui affiche la courbe intégrale ¢t — (z(t),y(t)) pour t € [t0,tn] avec
un pas h = (tn — t0)/n.

In [1]: import matplotlib.pyplot as plt
In [2]: def EulerSyst_Affich(f,g, t0O,tn,n,x0,y0) :
t=t0; x=x0; y=y0; h=(tn—t0)/float(n); T=[t0]; X=[x0]; Y=[y0]
for k in range(n)
X,y = x + hxf(x, y,t), y + h *g(x,y,t); t=t+h
T.append(t); X.append(x); Y.append(y)
plt.plot(X,Y)

Exemple : Appliquons au systéme différentiel

{ a'(t) = x(t)(1-y(t))
y'(t) = y@)(=(t) - 1)

avec [t0,tn] = [0,10], (0) = 2, y(0) = 1 et n = 500.

In [1]: import matplotlib.pyplot as plt
In [2]: def f(x,y,t) : return(xx(1—y))
In [3]: def g(x,y,t) : return(yx(x—1))
In [4]: EulerSyst_Affich(f,g,0,10,500,2,1)
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Paragraph III

Resolution linears differentiels equations order 2

Soit y” (t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = g(t) avec la donnée de y(to) et de y'(to).

S5 Iétape 1. On transforme notre équation différentielle en un systeme différentiel d’ordre 1 car nos
procédures ne peuvent résoudre directement une équation différentielle d’ordre 2.

On pose X(f) = ( 5,((?) >,A(t) - ( _f(t) _;(t) ) et B(t) — ( g?t) >
Alors X'(t) = ( y(t) )

y"(t)
On a le systeme différentiel linéaire d’ordre 1 :
X'(t) = A(t) X (t) + B(t).

i Etape 2. A partir de 14, on rentre integr.odeint de scipy.integrate :

import numpy as np ; import scipy.integrate as integr
iz Etape 3. On rentre éventuellement les fonctions a, b et g (sauf si ce sont des constantes ou des

fonctions simples que 1'on incorpore directement dans np.array).
1= Etape 4. On tape le systeme différentiel et on 'exécute.

On cherche les solutions sur un intervalle T de borne gauche ¢ et les conditions initiales y(¢g) et
y'(to) sont traduites par le tableau Python np.array ([x0,y0]). On tape donc la syntaxe suivante :

def F(x,t) : return(np.array([x[1],-b(t)*x[0]-a(t)*x[1]+g(t)]))
T = np.arange(t0,tn,h)
X = integr.odeint(F,np.array([x0,y0]),T)

X est un tableau de deux colonnes, X[:,0] renvoie ¢ — y(t) et X[:,1] renvoie t — y/(t).
1=z Etape 5. Pour tracer ces deux fonctions, on tape pour commencer :

import matplotlib.pyplot as plt
Puis on appliquera la commande plt.plot(T,X[:,0])

Exemple : Résoudre et afficher pour t € [0,4] 'unique solution de
(E) y"(t) + 4ty(t) = 0,

de condition initiale y(0) = 1 et y'(0) = —2 en utilisant odeint et on prendra un pas de h = 0.01.

Posons X (t) = ( 5,((?) ) , 'équation (FE) correspond au systeme X'(t) = A(¢t) X (¢) en posant

avec ici B(t) =0. On a :

Passons a la partie Python.

In [1]: import numpy as np; import scipy.integrate as integr
In [2]: def b(t):
return 4xt

In [3]: def F(x,t):

return(np.array( [x[1] , =b(t)*x[0]]))
]: T=np.arange(0,4,0.01); X0 = [1,—2]; X = integr.odeint(F,X0,T)
]: import matplotlib.pyplot as plt
]: plt.plot(T, X[:,0]);plt.show()

In [
In [5
[

In
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Le lecteur enthousiaste tapera :

In [7]: plt.plot(T, X[:,1]); plt.show()

Et verra apparaitre ¢ — y/(t), et on a bien y'(0) = —2.
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