2TSI. Devoir surveille 05
CORRECTION

Exercice

Dans ’espace euclidien rapporté a (i, 7, E) orthonormé direct, soit I'endomorphisme ¢ canoniquement

1 2 -1 2
associé a la matrice A = 3 2 2 =1 1.
-1 2 2

e A € O3(R), en effet si C1, C, et C3 sont les colonnes, on a clairement :
(C1,Co) = (C1,C3) = (C,C3) =0et (Cp,Cp) = (Cg, Ca) = (C3,C3) =1

e Puis comme C; A C; = C3, la matrice A € SO3(R) et est donc une rotation vectorielle.
e On détermine I’axe de ¢ par :

x b 2x—y+2z = 3x —x—-y+2z = 0
Aly | =1y | 2x+2y—z = 3y & 2x—y—z = 0.
z z —x+2y+2z = 3z —x+2y—z = 0
| . ,
On trouve x = y = z et le vecteur 7i = \T?)(l, 1,1) porte et oriente l'axe.

e Puis si 0 est 'angle de ¢, on a:

1
tI‘A:2:2C059+1:>C059:§:>9::|:g.

1
Puis on prend par exemple 7 = —=(1,—1,0) et 7.7i = 0.

V2
On a rapidement : ¢(%) = 7(3 0,-3) = \}2(1, 0,—1). On fait :
1 1 1
Det (7,5, (@) = | 1 -1 0 | =2 Y3 _qne

2V3|1 o 1| 23 2

. . . . T
On en déduit que si I'on oriente ’axe de la rotation par #, 'angle est 6 = 3

Probléme

Dans tout le sujet, I'espace R® est muni de sa structure euclidienne usuelle et d"un repére orthonormé
direct (O,ZT,E) On note E, l'espace vectoriel des fonctions de classe C! sur R® a valeurs dans R et F,
I’espace vectoriel des fonctions continues sur IR® a valeurs dans R3.

Pour toute fonction f de E, on note V f son gradient.

On définit la fonction ¢ sur E par : Vf € E, ¢(f) = V.

Pour tout vecteur i de R3, on définit la fonction @i par

Vf € E, pz(f) = il.o(f) (produit scalaire de ii et ¢(f)).



PARTIE I

1. Démontrons que ¢ est une application linéaire a valeurs dans F.

of of of

Soit f € E. Notons 5%’ 3y’ 9z

ses dérivées partielles respectives par rapport aux premiére, deuxiéme

et troisieme place.

f étant de classe C! sur R3, les fonctions E)J; ajyc gf y sont continues.
, - of df of N
@ est 'application f — (ax' ' 9z )" Elle est donc bien a valeurs dans F.
Par linéarité de la dérivation sur I’espace des fonctions de classe C! sur RR, les applications f %,

f— ]yc f— % sont linéaires.

Ainsi, Vf,g € EEVA, u € R, ¢(Af +ug) =

IAf +ug) I(Af+pug) o(Af+ Mg))
ax ' ay oz '

P(Af +pg) = A @; gj; g];) i (gigigﬁ) =Ap(f) + po(g)-

Donc ¢ est bien une application linéaire a valeurs dans F.
2. Déterminons le noyau de ¢. Qu’en déduit-on pour ¢?

of of of

Soit f € E, ¢(f) =0, 5%’ 3y’ 3z sont des fonctions nulles sur R, donc f ne dépend ni de x, ni de y, ni

de z. f est donc constante sur RR>.
Réciproquement, si f est constante sur IR, sont gradient est nul.
On en déduit que le noyau de ¢ est 'ensemble des fonctions constantes sur IR®. Il n’est pas réduit
a la fonction nulle, donc ¢ est non injectif.
3-a Enoncons le théoreme de Schwarz pour les fonctions a plusieurs variables.

of

Soit f une fonction de classe C2 sur U, ouvert de R3. On note 5 la dérivée par rapport a la i° place.
i

g ?f >f
Alors Vi,j € {1,2,3},Va € U, 9x;0x; (a) = ox 8xl( )

3-b SoitV: (x,y,z) — (P(x,y,2), Q(x, ¥,2z),R(x,y,z)) une fonction de classe Cl appartenant a I'image
de ¢.

Démontronsque:gl;—(;% ; %8—(;1; ; g—szg—lj
Soit V : (x,y,z) — (P(x,y,z),Q(x,v,2),R(x,y,z)) une fonction de classe C! appartenant a I'image de
.
_ _of of of

df € E, telle que V = ¢(f). On a alors P = 3 Q= 3y etR = 3

V étant de classe C! sur R?, P,Q et R le sont aussi. Les dérivées partielles de f sont de classe C! sur
IR3, donc f est de classe C? sur R>.

On déduit du théoreme de Schwarz :

oP  9%f  *f 9Q

dy  dydx 0xdy  ox

0Q 9*f 9*f OR

9z 920y oydz By

oP  9°f  9*f R

9z  0zox  0x0z  0X
4-a On pose, pour tout (x,y,z) de R?, V(x,y,z) = (1 +y* + y?2%, xy(1 + 22), xy?z).
e Justifions qu’il n’existe pas de fonction f telle que Vf = V.

V est bien de classe C! sur R3, ses composantes étant des fonctions polyndmes en x, y, z.

Si par 'absurde, il existait une fonction f telle que Vf = V, on aurait — = ==.

ody  ox
opP 9Q oP , 0Q ,
Or V(x,y,z) € R?, 3y (x,y,z) = 2y(1+z%) et . (x,y,z) = y(1+z*), donc 3y 5, Ce qui est

contradictoire.



Donc il n’existe pas de fonction f telle que Vf = V.

e Qu’en déduit-on pour la fonction ¢?

On en déduit que la fonction ¢ n’est pas surjective.

4-b Déterminons toutes les fonctions f telles que V(x,y,z) € R3, Vf(x,y,z) = xV(x,y,z).

x2

La fonction x — — 3 (1+ y? + y?2?) est une primitive de x — x(1 + y? + y?z2).
2

On consideére la fonction i définie sur R® par V(x,y,z) € R3, h(x,y,z) = %(1 +y2 + y?z%). Les

fonctions coordonnées de h sont des polyndmes en x, y et z donc sont de classe C! sur R3.
oh oh oh

V(x,y,2) € R, 5 vz =x(1 + 2+ y22?%), @(x,y,Z) = x2y(1+2%) et 5, (xy.2) = x2y2z.

On a donc bien V(x,y,z) € R3, Vh(x,y,z) = xV(x,y,z).

Soit f € E.f vérifie « V(x,y,z) € R?, Vf(x,y,z) = xV(x,y,z) »si et seulement si ¢(f) = ¢(h),
c’est-a-dire, par linéarité de ¢, f —h € ker ¢.

D’apres la question 2., 'ensemble des fonctions f telles que V(x,y,z) € R, Vf(x,y,z) = xV(x,y,2)

f: R - R
t 2 JkeR 3.
es X %(1+y2+y222)+k

PARTIE II

Soient f1, f2, f3, fa, f5, f6 les fonctions de E définies par :
V(x,y,z) €R3  fi(x,y,z) =cos(x), fax,y,z) = sin(x),
f3(x,y,2) = yeos(x),  fa(x,y,2) = ysin(x),

f5(x,y,2) = zcos(x),  fo(x,y,2) = zsin(x).
On considere alors 'espace vectoriel G engendré par les fonctlons f1, f2, f3, fa, f5 et fo.

Dans cette partie et la suivante, if désigne le vecteur i + j 4 k. On peut remarquer qu’avec ce choix

de i, ¢z(f) = % + 8£ o . On dit alors que ¢;(f) est la divergence de f. De plus, on note ¢; la

restriction de la fonction gou a G.
1. Démontrons que (f1, f2, f3, f1, f5, f¢) est une base notée B de G.

(f1, f2, f3, fa, f5, fe) est une famille génératrice de G. Donc pour montrer que c’est une base, il suffit de
montrer que c’est une famille libre.

6
Soit (A1, -+, Ag) € R tel que Z Aif; = 0. Ainsi, pour tout (x,y,z) € R?, on peut écrire :
i=1
A1 cos(x) + Agsin(x) 4+ Azy cos(x) + Agy sin(x) 4+ Asz cos(x) + Agz sin(x).

Pour (x,y,z) = (0,0,0), on obtient : A; = 0.
Pour (x,y,z) = (7t/2,0,0), on obtient : A, = 0.
Ainsi : V(x,y,z) € R?, Azycos(x) + Agysin(x) + Asz cos(x) + Agzsin(x).

Pour (x,y,z) = (0,1,0), on obtient : A3 = 0.
Pour (x,y,z) = (7t/2,1,0), on obtient : Ay, = 0.
Pour (x,y,z) = (0,0,1), on obtient : A5 = 0.
Pour (x, y, z) = (1t/2,0,1), on obtient : Ag = 0.

Ainsi : Z)\z’fi =0= (A, -+ ,A)=1(0,---,0).
i=1
Ainsi B est libre, donc c’est une base de G.
2. Démontrons que ¢ est un endomorphisme de G.
e La linéarité de ¢; découle de celle du gradient et de la bilinéarité du produit scalaire. Plus précisé-
ment, si (f,g) € Get A € R, alors :

¢1(f+Ag) = ¢alf + Ag) =i-V(f+Ag)
=1 (V(f) +AV(g)) car le gradient est linéaire
=i -V(f)+ AiiV(g) par bilinéarité du produit scalaire
= ¢a(f) +A¢a(g)
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Alors : 1(f +Ag) = 1(f) + Ad1(g)-
e Comme G =Vect{B}, pour justifier que ¢, € L(G), il suffit que montrer que : Vi entier entre 1 et 6,
¢1(fi) € G. of o of
Remarquons que : Vf € G, ¢1(f) =i - V(f) = 55 3y 3y +o Ainsi :
¢1(f1) = —f2; ¢1(f2) = f1

<P1(f3) h=fa; (fa)=fatfa

¢i1(fs) =h—fo; d1lfe)=fatfs
e En conclusion, ¢, est linéaire et ¢1(B) C G donc ¢ € L(G).
3-a Déterminons la matrice A de ¢ dans la base B, puis calculons A2
D’apres les calculs de la questions précédente, la matrice A de ¢; dans la base B vaut :

0 1. 1 0 1 O
-1 0 0 1 0 1
A— 0 0 0 1 0 O
0 0 -1 0 0 O
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 -1 0

Pour calculer A? on peut soit faire soigneusement le calcul matriciel, soit calculer ¢?(f;) pour i = 1, .6.

P2(f1) = p1(—f2) = —f

03 (f2) = 1(f1) = —fa

O3 =¢1(i—fa) =—fa—(2+f3)=—2f—fs

Gi(fa) =pr1(a+ ) =fi+fi—fa=2fi—fa

$(fs) =p1(fi—fo) = —fo— (fat+ f5) = 22— f5

$1(fe) = ¢1(f2+ f5) =2f1 — fo

On en déduit :
1 0 0 2 0 2
o -1 -2 0 -2 0
0 0o -1 0 0 0
A = 0 0 0 -1 0 0

0 0 0 0O -1 0
0 0 0 0 0 -1

3-b e Sans calcul, donnons les valeurs propres de A? et dire si A? est diagonalisable dans RR.

La matrice A? est triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.
Ainsi Sp(A?%) = {-1}.

Raisonnons par I'absurde. Si A2 était diagonalisable, il existerait donc une matrice P inversible telle
que P~1A?P = D ou1t D est une matrice diagonale contenant les valeurs propres sur la diagonale;
ainsi on aurait P~!A?P = (—1)Is. Donc on pourrait écrire A?> = P(—1)IgP~! = —I4 et donc A? serait
diagonale, ce qui n’est pas le cas. Ainsi A% n’est pas diagonalisable dans RR.

e Qu'enest-ilde A?

Si A était diagonalisable, il existerait une matrice Q inversible et une matrice A diagonale telles que
QO 'AQ=Aetlon pourrait écrire A? = QAQ1QAQ T = QA2Q 1 avec A? digonale. Donc A? serait
diagonalisable, ce qui n’est pas le cas.

Ainsi A n’est pas diagonalisable dans IR.

3-c De quelle(s) équation(s) aux dérivées partielles les vecteurs propres de ¢? = ¢ o ¢ sont-ils
solutions ?
Soit f un vecteur propre de ¢;. Comme la seule valeur propre de ¢ est —1, f vérifie : ¢3(f) = —f.
of L of  of
2(fF) = el

= o (a£+a£+ajz[)+ay(a£+g§+g£)+a (a£+a£+g]zc)



Or f est de classe C?> donc d’apres le théoréeme d’Hermann Schwarz :

O (N9 (o 9 (Af\_ 9 (9fN 9 (of_ 9 (I
dox \dy/) 9y \dx/)’  o9x\dz) 0z \ox oy \oz) 9z \ay/)’
2f 0*f  0°f 2f  0*f  9Pf
206\ _ S 7]
) =gt ozt a2 t?2 (E)xay * 9voz ayaz> ‘
Ainsi I’équation aux dérivées partielles vérifiée par les vecteurs propres de ¢ est :
2f Pf 0%f 2f  Pf  Pf
9x2 ' 9y2 822+2<8x8y+8xaz+8y82>+f_0'

+35+

3-d Déterminons I'ensemble des fonctions f solutions de I'équation ¢3(f) + f = 0.

Indication : on cherchera des vecteurs colonnes X qui vérifient A2X = —X.
Chercher les solutions dans G de « ¢7(f) + f = 0 »revient a chercher les vecteurs propres de A2, cest
a
b
a dire les éléments de Ker (A% + Ig). Posons X = 2 . Alors :
e
f
00 0 2 0 2 a 0
00 -2 0 -20 b 0
00 0 0 0 O c 0
2 —
X eKer(A*+ 1) & 00 0 0 0 0 1= o
00 0 0 0 O e 0
00 0 0 0 O f 0
Sd+f=0etc+e=0.
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
& X=a 0 +b 0 +c 0 +d 1
0 0 -1 0
0 0 0 -1
Ainsi :
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
2 —
Ker (A + 16) = Vect 0 ’ 0 ’ 0 ’ 1
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Cette famille est libre de maniére évidente, donc c’est une base de l’espace propre. En revenant a
l'application linéaire ¢7 associée a la matrice A dans la base B, on obtient :

P3(f)+f =0 f e Vect{fi; fa; f3— f5: fa — fo}-

PARTIE III

Soit f une fonction non nulle de E. On note S la surface d’équation f(x,y,z) = 0. On suppose que les
fonctions f choisies dans la suite sont telles que la surface S est non vide et qu’au moins un point de S
est régulier.

Nous allons nous intéresser a quelques fonctions f de E telles que en tout point régulier M de S, le
vecteur normal au plan tangent & S en M est orthogonal au vecteur if.
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1-a Donnons la définition d’un point régulier My de S puis donnons une équation du plan tangent a
S en ce point My. On notera (xg, o, 2o) les coordonnées de M.

On dit que M est régulier lorsque V(f)(My) # 0.
Lorsque My est régulier, V(f)(Mp) est un vecteur normal au plan tangent, que 1'on notera 7.
Ainsi

M(x,y,2) € Ty, < MoM L V(f)(My) ¢ MoM - V(f) (M) = 0

& (x - xo)%(Mo) +(y - yo)gjy[(Mo) +(z— ZO)%(M0> =0.

ce qui est une équation cartésienne du plan tangent a S en Mj.
1-b e Lorsque f est définie par : V(x,y,z) € R3, f(x,y,z) = x>+ 2y> — 22 — 2 et M est le point de
coordonnées (1, —1,1), donnons une équation du plan tangent a S au point Mj.
On suppose que : V(x,y,z) € R3, f(x,y,z) = x* +2y?> — 22 — 2 et My est le point de coordonnées
(1,—-1,1). Alors V(f)(x,y,z) = (2x,4y, —2z) et donc V(f)(My) = (2, —4, —2); My est régulier.

Une équation cartésienne du plan tangent a S en My est 2(x —1) —4(y+1) —2(z—1) =0 cesta
dire :

2x —4y —2z—4=0.

o Cette fonction f répond-t-elle au probleme?
Enfin V(f)(My) - ¥ = —4 # 0 donc cette fonction f ne répond pas au probleme.
2-a e Soit [ la fonction définie par: V(x,y,z) € R?, F(x,y,z) = (y—z)? —a, ot &« € R% ?. La fonction
f = F; répond-elle au probleme?
On suppose que V(x,y,z) € R, f(x,y,z) = F(x,y,z) = (y —z)> —a ot a € R%.

Alors V(f)(x,y,2) = (0,2(y — z),—2(y —z)) =2(y — z) - (0,1, -1).

Tous les points My(xo, Yo, 2o) tels que yo # zo sont donc réguliers. En chacun de ces points, la nor-
male au plan tangent est de plus dirigée par le vecteur 7i de coordonnées (0,1, —1). Ce vecteur étant
orthogonal a i, la fonction f = F; répond au probleme.

e Décrivons la surface associée.

M(x,y,z) € S & (y — 2)*

sy—z=+aoubieny—z=—a

=a& |y—z|=wnaveca >0

Comme & > 0, on peut dire que /o # —+/a et donc :
S est la réunion des deux plans d’équations respectives y —z = \/a ety —z = —/a.

N.B. : ce sont des plans paralléles.

2-b Soit ¢ une fonction non nulle de classe C' sur IR? a valeurs dans RR.
Vérifions que la fonction f, définie par: V(x,y,z) € R?, f(x,y,z) = g(x —y, x — z) répond au probléme.

Soit ¢ une fonction non nulle de classe C! sur R? a valeurs dans RR. Soit f définie par : V(x,y,z) € RS,

fley,z) = glx —y,x —z).
f est de classe C! (composition de fonctions de classe C') et de plus

af

a(x,y,z) =019(x —y,x —z) + dog(x —y,x —2)
0

a]y‘(x/ylz) = —018(x —y,x —z)

of

Lxyn) = —ogx-yx-2)

Donc V(f)(x,y,z) - (¥+ ¥+ ¥) = 0.

Ainsi, en tout point régulier My de S , le vecteur V(f)(Mp) est normal au plan tangent et est
orthogonal & i+ f—l— k. Donc la fonction f répond au probléeme.
2-c La fonction Fj est-elle de la forme précédente?
Si 'on pose g(u,v) = (v—u)? —a,alors g(x —y,x—z) = (x—z—(x—y))? —a = (y—2)2%—a =
Fi(x,y,z). La fonction F; est bien de la forme précédente.



7

3-a SoitI'; = SNITouSestla surfac (x— 2)2 + (y —z)? = 1 et I est le plan d’équation x + y +z = 0.

On considere les vecteurs 3 = ” T , e = 7( ?), ete; =e3Neq.

On note P la matrice de passage de (7,7,k) a (&1, 6, 3).
e Fcrivons P.

1 1 - - -
— i—2j+k)etdonc:
7 (i—2j+k)

V6
(—1/\@ 1/v/6 1/\@)

Ona:é3 = (;+f+E) eter =

P= 0 —2/v6 1//3

1/vV2  1/V6 1//3

e Vérifions que P est une matrice de rotation dont on donnera 1’axe et le cosinus de son angle.

Les vecteurs €] et é3 sont de norme 1 et de plus é1 L é3.

Comme é; = €3 A ¢7, on en déduit que (€3, ¢7,¢3) est une base orthonormée directe de R3; puis, par
permutation circulaire : (€1, €3, €3) est aussi une base orthonormée directe de RS.

P étant la matrice de passage d'une base orthonormée directe a une autre, P est une matrice de
rotation.

Remarque. Le lecteur courageux ou inconscient fera le calcul du déterminant et trouvera apres épui-
sement 1.

x
Pour l'axe, on pose X = ( y | etonrésout:

z

-1/vV2 1/vV6 1/V3 x x
PX—X«:»( 0 —2/v6 1/\@)(y)—(y).
1/vV2  1/V6 1/V3 z z

o

—xV3+y+zv2 = xV/6 —x(V3+V6)+y+zv2 = 0
ﬁ{ “2y+zv2 = yv6 ﬁ{ —2+Vey+zv2 =
V3+y+zv2 = xV/6 xV3+y+z(v2-v6) = 0

Il ressort en faisant la différence des deux premiéres lignes,

_3+f _V3+V2
Sy Ay = (V3+V2)(vV2-1)y.

De méme, z = —\'—f\[ = (V2 +V3)y. Il reste :

(x,y,2) = (VB+V2)(VZ=1)y,y, (V2+ V3)y) .

Une base de 1’axe est (ﬁ —1, V3 -2, 1) .
De plus :

2 1
— + —= = cosf = +\f f

1
1+4+2cosf =—=—
2 V6 3 4 6

e Quevaut P71?
On a tout simplement : P~! = PT.
3-b Démontrons qu'un systéme d’équations de la courbe I'; dans le repere (O, ¢3, é3,€3) est

{ 5X2 4+ 24/3XY +3Y2=2
Z=0 ’

ot (X,Y, Z) désignent les coordonnées d'un point M dans le repere (O, ei, €3, €3).
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Indication : on rappelle que si (x,1,z) sont les coordonnées de M dans le repere (O, i, j, k) alors

(1)=(2)
() ()= () (2)

1
Ainsi Z = ﬁ(x + v+ z) donc la condition « x +y +z = 0 »s’écrit « Z = 0 ».

N R

Par ailleurs :

;)

Sl

-X Y Z (X Y ZN\\’ /-2y Z [X Y
w2 = (Gt s (vt ) T e (Bt
-2+ (V%)
=2X?+ X?/2+3Y?/2+V3XY
Ainsi :

(x =22+ (y—2)?2=12X2+X>/2+3Y2/2+/3XY =1 & 5X% +3Y? +2/3XY = 2.

Ainsi :
x+y+z=0 Z=0
MGSHH@{ (x—z)??+{y—-2z)?%=1 ﬁ’{ 5X2 4 3Y2 +2v/3XY =2
3-c On pose U = ( }; ),Vériﬁons que l'équation 5X2 + 21/3XY + 3Y? = 2 s’écrit : UT AU = 2, ot
A=( > V3
=l 3 )
Ona:

urau = ( x Y)(\% ?)(ﬁ)—(sxwﬁ X\@+3y)<§)

= UTAU = X(5X +YV3) + Y(XV343Y) = 5X% +3Y2 + XY2/3 = 2.

3-d Onpose Q = < \45//22 \_/%;5 ) . Reconnaissons 'isométrie plane associée a Q et déduisons sans
calculs Q1.
On remarque que c’est une rotation plane d’angle 6 = g et Q! est la rotation plane d’angle § = — %

3-e Calculons D = Q1AQ.

e (GR JR) (5 008 HR)-
33 3 V3/2 —1/2
(™ 507 i)

Et finalement : Q"1AQ = ( 8 g ) .

+ 1 - 1 !
3-f Onposel = ?Zlntié’z et ] = —EE&—i—?e} et = ( };/ ) =Q'u.

e Calculons (U')" DU

W' pu’ = (Q—lu)T DQ U =UTQDQ'U =UTQ(Q'AQ)Q~'U = UTAU = 2.



e Déduisons en que dans (0, I, ]), T1 a pour équations paramétriques

X" = wcost
Y = PBsint ’

out € [0,27[ et «, B sont a déterminer.

On peut écrire, d’apres plus haut :

W)’ DU = ( X' Y’)(g g>(§:>:(6X’ 2Y’)<§:)

Ce qui donne :

(U)' DU’ =2 = 6X2 +2Y? = 3X2+ Y2 =1.

7

3X’2+Y’2:1<:>XT+Y’2:1

3

1
Doncon posea = — et g = 1.
p 75 otF
3-g Etudions l'arc paramétré t — (« cost, Bsint),
avec les valeurs & et B trouvées, puis dans le repere (O, €y, €;), dessinons les axes OX’ et OY’ puis I'y.

Dans le repere (O, I, J), étudions I'arc. On remarque que les fonctions t — X'(t) et t — Y’(t) sont de
période 27t. On prend t € [—7, 7t]. Puis comme X' est paire et Y’ est impaire, on se ramene a t € [0, 77]
et on effectuera une symeétrie par rapport a OX'. Puis X'(w —t) = —X'(t) et Y/(r —t) = Y'(t), donc
on peut se ramener a t € [0, 5] et on effectuera une symétrie par rapport a OY’.

On a pour tout t € [0, Z], X’(t) décroit de 1/+/3 a 0 et Y’'(t) croit de 0 a 1. La pente de la tangente en
t = 0 est verticale et est horizontale en t = 7.



