TSI2. Devoir mathématiques 06

Solution

Exercice

Dans cet exercice, I'espace euclidien R® est muni de sa structure euclidienne usuelle et d'un repeére
orthonormé direct R = (0;1i,j, k).

On considere la surface S de représentation paramétrique dans R :

x(u,v) =u+3v
{ uv ,(u,0) € R2.
z(u,v) = sin(mu) + cos(mv)

On note M(u,v) le point de S de coordonnées (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) dans R'.

On peut remarquer que le vecteur OM (u,v; a aussi pour composantes (x(u,v),y(u,v),z(u,v)).

Ainsi la surface S est 'ensemble des points M(u,v) quand u et v parcourent R.

En particulier le point A de composantes (1,0,1) dans R appartient a S car pour u =1l etv =0, 0on a
(x(1,0),y(1,0),z(1,0)) = (1,0,1) et donc M(1,0) = A.

1. Résolvons le systeme d’inconnue (u,v) : { " :UBU z _21

Par exemple partons de u = 2 — 3v et remplacons dans 'autre équation.

1
uU:—1:>(2—37J)U:—1:>302—20—1:Oé71:10u7}:—§.

Alors on obtient deux solutions (1,0) = (—1,1) et (1,v) = (3,—3%) car u = —1.

2. Trouvons alors I'unique couple (u,v) tel que M(u,v) est I'unique point B de S de coordonnées
(2,-1,—1) dans R.

u+3v=2
B(2,-1,-1)eS& ¢ uv=-1 admet au moins une solution dans IR?
sin(7tu) 4 cos(mtv) = —1
1 1
Si (u,v) = (—1,1), sin(mtu) + cos(mv) = —1 etsi (u,v) = (3, —3), sin(7tu) 4 cos(mtv) = 3 # —1.
u+3v=2
Donc le systéme ¢ uv = —1 admet pour unique solution (—1,1).
sin(7u) + cos(mv) = —1

2
Ainsi, M(—1,1) est I'unique point de S de coordonnées ( -1 ) .

-1
BOM(u,U; taOM(u,U;

Ju dv
dOM(u,v) dOM(u,v)
A
Jdu du

= (1,0, tcos(mu)) e = (3,u, —msin(mv)).

4. e Les coordonnées de pour tout (1,v) € R? sont :

(—vmsin(mv) — urcos(mu), mwsin(mo) + 37w cos(mu), u — 3v).

e Calculons ce vecteur pour u = —1 et v = 1 que 1'on notera 7. Inmédiatement 7i(—7, —37, —4).
e Trouvons une équation du plan IT orthogonal a 7i et qui passe par le point B(2, —1, —1).



Un point N(x,y,z) € ITsi et seulement si
x—2 1 3

o
BNi=0<|y+1 1 —-1=0& —n(x—2)—-3n(y+1)—4(z+1)=0.
z+1 —m 0
Finalement, 7x + 37y + 4z = —7T — 4 est une équation cartésienne du plan I1.

Probléme

Ici I'espace euclidien IR? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d’un repeére orthonormé direct
noté (O; i,]_'>.
On considere les fonctions

w 1o définie sur Iy = [0;271] par Vt € Iy, ro(t) = Rout R > 0;
v rq définie sur I} = {—g; g} par Vt € Iy, r(t) = cos(t).
w5 1y définie sur I, = R par Vt € I, rp(t) = €'

sin?(t)

w73 définie sur I3 =] — cos(t)

N[

;g [ par Vt € I3, r3(t) =

Pour tout n € [0, 3], on note

. , stri X (t) = ru(t) cos( :
& A, la courbe de représentation paramétrique { o (8) = 1y (1) sin(t) tely;
w M, (t) le point de A, de parametre f pour t € I,.
Partie A :
1. Quelle est la nature de A ? Précisons ses éléments caractéristiques.
. . - xo(t) = Rcos(t)
Ag est la courbe de représentation paramétrique { Jo(t) = Rsin(t) ,t €[0,27]

Ainsi, M(x,y) € Ag & x* + y*> = R? et A est le cercle de centre O et de rayon R.

x1(t) = cos?(t) -
yi(t) = cos(t) sin(t) te ]

7

2. Aj est la courbe de représentation paramétrique {

B
MR

]

1 1 1
Or, pour tout t € [—%; %], cos?(t) = 5+5 cos(2t) et sin(t) cos(t) = 5 sin(2t).

On effectue le changement de paramétrage admissible u = 2t.

1 1
X1(u) = = + 5 cos(u)
A est donc aussi la courbe de représentation paramétrique 2 Ju € [—m, 7]
Yq(u) = Esin(u)

1 1
On reconnait le paramétrage du cercle de centre () (2,0> et de rayon R

Partie B :

X (t) = (COSt— Sil’lt) = \/Eet CcoS (t + E)

1. x et y sont € sur R, et pour tout réel f,
Y P / (t) = e (cost +sint) = v/2¢! sin (t + —)

NS NS

y

Ll =N



2. La longueur de A; entre les points Mp(—1In(3)) et M»(31In(2)) est

l= 311:((32)) \/Eet\/cosz (t + g) + sin? (t + g) dt =2 <e3ln(2) - 3*1“(3)> =2 (8 - :1)’) ul.

23+/2
La longueur de A; entre les points My (—1n(3)) et M»(3In(2)) est 3v2 unités de longueur.

—+o00
3. La courbe A; est de longueur finie si et seulement si / V2¢tdt converge, ce qui est faux, donc Ay
J —00

n’est pas de longueur finie.

4. Soit t € R. Etant donné que x%(t) +y2(t) = 2¢* # 0, la tangente au point My(t) est verticale si et
seulement si x5 (t) = 0.

s
Or x(t) = v/2e! cos (t + Z)' donc la tangente au point M;(t) est verticale si et seulement si

te {%Hm,kez}.

Les points de A, pour lesquels la tangente est verticale sont les points de coordonnées

<(—1)k226z+k”, (—1)"2262“‘”) , ol k décrit Z. .

Leur abscisse est égale a leur ordonnée, ils appartiennent donc a la premiere bissectrice et sont donc
alignés.

Finalement, tous les points M(t) pour lesquels la tangente & A; est verticale sont alignés, ils appar-
tiennent a la droite passant par O et dirigée par le vecteur 7 + ;.

Partie C :

. . o T T
1. Az est la courbe de représentation paramétrique {

22

I3 est symétrique par rapport a 0, x3 est paire et y3 est impaire, donc pour tout t € I3, M3(—t) est
I'image de M3(t) par la symétrie orthogonale par rapport a I’axe des abscisses.

T . .
Ainsi, on peut réduire 'intervalle d’étude de A3 a Ié = {O, 5 [ On obtiendra la courbe A3 en entier en
tracant la symétrique de la courbe tracée pour t € I} par rapport a (Ox).

2. x3 et y3 sont de classe €' sur I}.

2(1) sin2(t (¢
Pour tout t € I}, x5(t) = 2sin(t) cos(t) et y5(t) = 3cos” () sin” (¢) + sin’(#)

cos2(t)
x3 est continue sur [O, g} et par limites usuelles, lim y3(t) = +oo.
=5~
On en déduit le tableau de variations :
t 0 7
3 |0 +
1
/
X3 0
3 - +00
y3(t) +




3. On a x4(0) = y4(0) = 0. M3(0) est donc un point stationnaire (ou singulier).
x3(t) ¥ t? et x5 est paire donc x3(t) n 2 +o(t3)

3\ 2
On peut aussi partir de x3(t) = (t - t6> +o(3) = t2 +o(13).

ya(t) ~ t3, donc y3(t) = 2+ o(13).

3\ 3
(1-5) +o) s,
On peut aussi partir de y3(t) = 2 = (t - 6) (1 + 2) +o(£3) =2 +o(t3).
-5+ o(£?)

()Y _ (O0) 2 (1), 5 (0 3) of 3) deci P 2
On a donc : (ys(t)> = (0 (o) T4 + oR2(#), ot oR2(#°) désigne un élément de R* dont

les coordonnées sont négligeables devant t> au voisinage de 0.

On en déduit que le premier vecteur dérivée non nul est le vecteur dérivée seconde, il est égal a i, et
dirige la tangente a Az en M3(0).
Le premier vecteur dérivée lui étant non colinéaire est le vecteur dérivée 3°.
M3(0) est donc un point de rebroussement de premiere espece et la tangente en ce point est ’axe des
abscisses.
T , 11 e , . , .
4. M; (Z) a pour coordonnées 575 ) le vecteur dérivée ne s’annule pas en ce point, c’est un point
régulier de la courbe.
Le vecteur dérivé en ce point est donc un vecteur directeur de la tangente “ a A3 en ce point et il a pour
coordonnées (1, 2).
. . 7T . . ’ 2
5. lim x3(t) =1.et lim y3(t) = +o0, Ay admet donc pour asymptote en 5 la droite verticale d’équa-
t=5" -5
tionx =1

6. Figure :




