2TSI. DEVOIR LIBRE N°03

CORRECTION
Exercice 01

On considére les matrices suivantes :

10 11 2 1 2 0 30 11
e (o v)as (i )me (e ) e=(0 ) o= ()= (0 )

1-a Montrons que P est inversible et déterminons son inverse.

On applique Gaup-Jordan. On concaténe P et Is puis on fait Lo < Lo — L.

1 1 10§11 1 0
1 -1 01 0o -2 -1 1)

Puis, Ly « Lo/(—2) et ensuite Ly < Ly — Lo donne :
L1 1 0 \_ (10|12 12
0 1| 1/2 —1/2 0 1| 1/2 —1/2 )"

1/1 1 1
, N -1 _ * _t
On déconcateéne et P~* = 5 ( 1 1 ) = 2P.

1-b A2 — 24 = 0,.
1

1-c OnposeUz(})etVz(_l).Alors:

= (E D) (1) () arame= (1) (4)-(8) e

Déduisons que si ¢ est ’endomorphisme associé canoniquement & A, et si 'on pose la base
B = {61 = (17 1)v Uy = (1v 71)}

de R2, alors la matrice de ¢ dans la base B est C.

En effet, ¢(dy) = 2id; et la premiére colonne de la matrice de ¢ dans la base B est 2U. Puis, comme
@(tl2) = 0 et la seconde colonne de la matrice de ¢ dans la base B est la colonne nulle, ¢’est bien C.

Comme P est la matrice de passage de la base canonique & la base B, on a bien I’égalité P~1AP = C.
2-a Exprimons B en fonction de I et de A.

On a immédiatement : B = A + I.

Exprimons de méme D en fonction de I3 et de C.

On a immédiatement : D = C + I5.

2-b Déduisons que P~'BP = D.

En effet, P"'BP = P"Y(A+ L)P =P AP+ P 'LP=C+1,=D.

3-a Montrons que, pour tout n € N, on a : P"1B"P = D",

e Initialisation : vrai pour n =0 et n = 1.

e Hérédité : On suppose vrai au rang n. On a :
Dt =prpD = P~1B"PD = P~'B"PP~!BP = P~'B"BP = P~ B"tlp.

q.e.d.

0 1

3-¢c  On en déduit alors que pour tout n € N,

1/1 1 30 11 1/3"+1 3"—1
n _ np-1_ — —
Bt =ppip _2<1—1>(0 1)(1—1)‘2(3"—1 3”+1>'

3-b PourtoutneN,D":<3 0).



2

4-a Ben et Nuts jouent au Badminton. On suppose que lors de chaque échange, le joueur qui a le
service emporte le point avec une probabilité — et le perd avec une probabilité 3 On suppose que c’est

Ben qui a le service lors du premier échange. Ensuite, selon les regles de ce jeu, celui qui emporte I’échange
marque un point et obtient le service pour ’échange suivant.

Pour tout entier naturel n > 1, on note A,, I’événement « Ben gagne le n®™¢ échange > et B,, ’événement
< Nuts gagne le n®™° échange ». On note a,, et b, leurs probabilités respectives.

2
11 est clair que a3 = P(4;) = 3

Puis on utilise :

2
Puis Py, (As) = 3 est la probabilité que Ben gagne le second échange sachant qu’il a le service car il a
gagné le premier échange.

1
Puis Py (A3) = = est la probabilité que Ben gagne le second échange sachant qu’il n’a pas le service car

il a perdu le premier échange. Il reste :

2 1_.— 2 2 1 1 5

4-b On observe que Ben emporte le deuxieéme échange. Quelle est la probabilité qu'il ait emporté le
premier échange ?

11 s’agit de calculer Py, (A1). On use de la formule :

Py, (A1) = Lay (A2) P (A1) (];4?34]:)(141) = %

4-c On utilise la formule des probabilités totales et pour tout entier n > 1, on a :

An+1 = (A7L+1 n An) U (An—l-l ﬂfn) =P (An+1) = PAn (An+1) P (An) + PT” (An+1) P (Tn) .

2
Puis Py, (Ant1) = = est la probabilité que Ben gagne léchange numéro n + 1 sachant qu’il a le service
car il a gagné I’échange numéro n.

1
Puis Pi— (An+1) = = est la probabilité que Ben gagne I’échange numéro n + 1 sachant qu’il n’a pas le

service car il a perdu I’échange numéro n. Il reste :

2 1 — 2 1
an+1 = P(An-‘rl) = gp(An) + gp (An) = gan + gbn-

Exprimons de méme b,,41 en fonction de a,, et de b, pour n > 1.

On utilise (encore) la formule des probabilités totales et pour tout entier n > 1, on a :

BnJrl = (BnJrl N Bn) U (Bn+1 an) = P (Bn+1) = PBn (Bn+1) P (Bn) + Pﬁ (Bn+1) P (Bn) .

2
Puis Pg, (Bpt1) = 3 est la probabilité que Nuts gagne 1échange numéro n + 1 sachant qu’il a le service
car il a gagné I’échange numéro n.
Puis Pg- (Bn+1) = = est la probabilité que Nuts gagne I’échange numéro n + 1 sachant qu’il n’a pas le

service car il a perdu I’échange numéro n. Il reste :

2 10— 2 1 1 2
7P (Bn) + ;P (Bn) ==by+ zan, = -an+ -bn.

botr = P (But1) = 3 3 373 3" T3

4-d Pour tout n € N*, on note X,, la matrice colonne Gn

7N
S
S

) On a immédiatement :

on ()3 D) (1) 3o

1
3n—1

4-e Montrons par récurrence que pour tout entier n > 1, X,, =

Initialisation : c’est vrai pour n =1 car X; = I .X;.



Héredité : Supposons la formule vraie au rang n. Alors :

1 1 . 1.
Xog1 =3 x Bx oo B" 1 Xy = 2B X
L . . 3" +1 . . .
4-f Déduisons de la question 3-c que pour tout entier n > 1, a,, = 5 3 3n et déterminons de méme une

expression de b, en fonction de n pour tout entier n > 1.
G 1 3nly1 3l a1
Xn = = 9n—_1 o o n—1 n—1
by, 3=l x2\ 3 -1 3 +1 by
1 3141 3 l-1 2\ 1 3" +1
T3nx2\ 3t-1 34 1) 3nx2\3-1)°

341 3 _ 1
TR

On peut écrire que :

On aboutit & :

Qnp
5-a Calculons V5 et Ws.
2 1 1 2
Ona:V1:§V[)+§W0 et W1:§V0+§WO- Alors :

2 1 1 2
Vo= _Vid+ oWret Wo = Vi + WL

3 3 3 3
Soit :
2 (2 1 1/1 2
Vo = g <3V0 + 3W0) + g <3% + 3W0> .
Ou encore :

22 1 2 2

La proportion de vodka est donc dans le premier verre rempli :

2 2
o 33 4
T 12 2 9
EiEeEtye
De méme,
1/2 1 2 /1 2
Wy==(Vo+ =W, S ZVo+ W ).
2 3(3°+3 °>+3<3°+3 0)
Ou encore :

2 2 22 1

La proportion de vodka est donc dans le deuxieme verre rempli :

1 22
wae 3 5
T2 12 29
3y
2 1
Vn == 7Vn71 + 7Wn71 V
5-b Comme % % , la relation entre la matrice colonne ( W? ) , la matrice B
Wn = gvnfl + an,1 "

. Vn—l Vn 1 Vn—l
> = — .
et la matrice colonne ( W, ) est pour n > 1, ( W, ) 3B < W,
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5-¢ En utilisant les résultats des questions 3 et 4, déterminons la proportion de vodka dans le pre-
mier verre plein. On a :
14 3™ 3 —1
n — o+
3" x 2 3" x 2

Wo.

La proportion est :

3" —1

3nx2 31
1+3"3" -1 3nx2°
3" x 23" x 2

De méme, la proportion de vodka dans le second verre plein & l'issue de la n®™¢ opération, pour tout
entier n > 1 est :

3"+1

3N % 9 3" +1
14+3"3" -1 3nx2’
3" x 23" x 2

Quand on fait tendre n vers +o0o, on constate que ces deux proportions tendent vers 1/2.

Exercice 02

1) On considere 'application : ¢ : R[X] — R[X], P — P — P’.
Pour montrer que ¢ induit sur R3[X] un endomorphisme, il faut montrer la linéarité de ¢ et montrer que
I'image de R3[X] est incluse dans R3[X].

Linéarité de ¢

Soient P et @ deux polynomes de R[X] et A € R, on a :
HPH+AQ)=P+AXQ - (P+AQ)=P+AQ—-P - AQ'=P—-P +X(Q-0Q).

On retrouve ¢(P) + \p(Q).
La restriction de ¢ oA Rg|X] est elle un endomorphisme ?
Si le degré de P est inférieur ou égal & 3, celui de P — P’ aussi. Et donc si P € R3[X], ¢(P) € R3[X].

Par ailleurs, comme R3[X] est le sous-espace vectoriel de R[X] engendré par la base (1, X, X2, X3), une
autre méthode pour démontrer que ¢3 est un endomorphisme, c’est de vérifier que pour tout k € [0, 3],
#(X*) € R3[X]. On a :

6(1) = 1, (X) = X — L.
Puis :
vk € [2,3], qb(Xk) = Xk _ pxk-1,

Le polynéme X* — kX*~! est de degré k pour tout k& compris entre 1 et n. Donc ¢(X*) est un polynéme
de degré au plus 3 pour tout entier k compris entre 0 et 3.

On peut conclure : ¢ induit sur R3[X] un endomorphisme, noté ¢s.

2) On veut expliciter la matrice de ¢3 dans la base canonique de R3[X], c’est-a-dire dans la base notée
B = (1,X,X? X3). On utilise la question précédente. On sait que ¢(1) = 1 et que pour tout k € [1,3],
#(X*) = X* — kX*1. On en déduit chaque colonne de la matrice Mg(¢$3), matrice représentative de ¢
dans la base canonique 8 de Rg[X].

1 -1 0 0
0 1 -2 0
Ms(@s)=10 0 1 -3
0 0 o0 1



3) On veut démontrer que ¢3 est un automorphisme de R3[X]. Donnons plein de méthodes.
Méthode 01

Le calcul de M~! permet de montrer que ¢3 est bijectif. Faisons le, étant donné que de toute facon, c’est
demandé. On commence par concaténer M et Iy.

1 -1 0 0 10 0 0
0 1 -2 0 0 1 0 0
0 O 1 =370 0 10
0 O 1 0 0 01

Puis on fait successivement :

L3 < L3+3L4, Lo < Lo +2L3, Ly & Ly + Ls.

1 0 00|11 2 6
. 01 00|01 2 6
On obtient : 00 1 0 00 1 3 . Et on peut conclure.
0 00 1|00 O0T1
1 1 2 6
01 2 6
-1 _
M_0013
0 0 0 1

Méthode 02

Si vous connaissez les déterminants d’ordre n, on peut remarquer que le déterminant de Mpg(¢3) est
triangulaire supérieure et est donc égal au produit des ses éléments diagonaux qui sont tous des 1.
Ainsi, Det Mg(¢3) =1 # 0 et ¢3 est un automorphisme de Rg[X].

Méthode 03

On peut prouver que le noyau de ¢3 est nul. En effet, si tel est le cas, comme ¢3 est un endomorphisme
en dimension finie, ¢3 qui est alors injectif est bijectif (par le théoréme du rang).

Soit donc P € Ker ¢3,ona: P = P’. Orsi P est de degré k > 1, P’ est de degré k—1. Donc si P € Ker ¢3,
P est constant et comme P’ est alors nul, Ker ¢3 est réduit au polynéme nul.

Méthode 04

On peut montrer que Mg(¢3) est de rang 4, ce qui permet alors de dire que ¢3 est surjectif donc bijectif
(endomorphisme en dimension finie). Si 'on fait les opérations élémentaires simultanées :

Cy Co+Cp, O3+ C3+20,, ..., Cy + Cyq + 3C5,

la matrice Mg(¢3) se transforme en Iy, qui est bien de rang 4.

Méthode 05

On peut expliciter l'inverse de ¢3, ce qui prouvera son existence et par la méme occasion que ¢z est
bijectif.

Soit @ = P — P’ = ¢,(P). En dérivant, Q' = P’ — P”, puis de maniére générale,

VE € [1,2], Q) = p(k) — plkt1),

Et enfin Q©®) = PG car P est un polynome de R [X], donc de degré au plus 3. En sommant toutes ces
égalités, on aboutit &A :

3
YW =pP-P+..+P®-pPA 4 pPp®=p
k=0

3
Tout @ € R3[X] possede donc un antécédent unique qui est : Z Q(k).
k=0
Ainsi, ¢3 est un automorphisme de R3[X].



Xt
4) La famille <'> est une base de R3[X] car cette famille est formée de 4 polyndmes (non nuls)
v/ ielo,3]

tous de degrés différents dans un espace vectoriel de dimension 4.

Xi
5) Comme ¢3 est un automorphisme de R3[X], pour tout ¢ € [0, 3], le polynéme - élément de R3[X],
i

posséde donc un antécédent unique par ¢3 que 'on peut appeler s;. Et s; € R3[X ]
Finalement, il existe une unique famille de polynémes sg, s1, ..., S3 telle que :

. X

Vi e H073]]7 ¢n(sz) =

il

7
Par ailleurs, <Z>§1 est un automorphisme de R3[X]. On peut conclure que 'image de la base ()
v/ ielo,3]

par 'automorphisme ¢ (qui est la famille (si)icfo,3]) est encore une base de R3[X]. On peut conclure :
(80,81, ..., $3) est une base de R3[X].

6) On note Id ’endomorphisme identité de R3[X] et ¢ 'endomorphisme induit par la dérivation sur le
R-espace vectoriel R3[X].

Or §* = 0 car la dérivée quatrieme d’un polynéome de R3[X] est nulle.
La quantité :

(Id—0)o(Id+6+...46%)
vaut, en la développant :
Id+6+... 468 —6—..—86 -
Donc :
(Id —68)o(Id+ & + 6% + 63) = Id.

Donc ¢3! = Id+ 6 + 62 + &°.
On calcule les matrices My, My et M3 respectivement de §, de 62 et de 6 dans B.

0100 00 2 0 000 6
o0 20 , |00 06 o0 o0 o0
M=l oo0s|"M=[0oo000|®M=|yo00o0
000 0 0000 0000
112 6
EtonabienM’l=I4+M1+M2+M3:0126
00 1 3
000 1

7) On remarque que ¢3 = Id — ¢ et donc qbgl = Id+d + ...+ 63. On retrouve I'expression trouvée a la
quatrieme méthode du développement de la question 3).
X X
Vi € [0,3], ¢3* (Z'> =(Id+d+..+ 6% <> )

i!

Alors, pour 4 fixé dans [0, 3],

7 7 i—1 1—1
67! (X) X +in b i(i— )i — (i — 1))Xi' .

C’est-a-dire :

¢—1 E _£_|_ Xiil + _|_£O
3 T R S TR T

On peut conclure :

' _ Xz i Xk
vie[0,3], ;" (Z') _y
! K



