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Dans cet exercice, on étudie la trajectoire d’un point P fixé sur un cercle de rayon 1/2 qui
1 ) roule sans glisser & extérieur d'un autre cercle de rayon 1. La figure E:dessous représente trois

instants de ce mouvement. On remarquera que la longueur de I'arc AM est égale 4 la longueur
de I’arc MP.
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. Pour montrer que le repére %= (2, u,v) est orthonormal, il faut démontrer que
(ﬁ;ﬁ) =] @;5) =1 (ﬁ; 5} =0;

ou { ; ) désigne le produit scalaire faisant de S un repére orthonormal (implicitement d’aprés I'énoncé
le produit scalaire canonique de R?).
—sint
cost J°

(ﬁ;ﬁ) = cos(t)? +sin(t)* = 1
(‘_I'.:’} 5) = sin(t)? + cos(t)? = 1
(1]; 5.) = —cos(t)sin(t) + sin(t) cos(t) = 0.

On se raméne donc au coordonnées de u et v dans & :

- (cos t) -
Y= : et
sint

On en déduit alors par un calcul en coordonnées que

Ainsi le repére S est bien orthonormé.

. On veut montrer que les coordonnées du point P dans le repére 2 sont

(_606(20 sin 2-5) :

P 2

On sait déja que QF = % Calculons I'angle (Q_M", EP)

Notons tout d’abord que I'angle (E,mb) = 7 car les points O, M et () sont alignés (d'apres la question
2).

Ensuite. d’aprés la question 1 et I’énoncé 'angle (W, ﬁﬁ’) = 2¢. Done I'angle (ﬁ,ﬁ?’) mesure
(AN 0P) = 7+ 2t
On sait par ailleurs que
cos(m + 2t) = —cos(2t) et sin(m+2t) = —sin(2t).
On en déduit donc que les coordonées de P dans le repére SPsont

_COS(%} _sin?t)
DA 2 :

1 i
(Ecos(w+2t),§sm?r+2£) = (

. Comme les coordonnées de N dans le repére P= (R, u, v) sont (X,Y), ces coordonnées (z’,) dans le

repére (€2, 1,7) valent
3 z'\ _ (cost —sint) (X
y') ~ \sint cost bl

car le vecteur u (resp. v) est obtenu a partir du vecteur ¢ (resp. 7) par la rotation d’angle ¢ qui s’exprime

matriciellement par :
cost —sint
sint cost

De 14, on obtient les coordonnées de N dans le repére & par la translation de vecteur o0 =

@]

3o J ]

(d’aprés la question 2). On a ainsi

z\ _ 3 fcost ¥ cost —sint) (X
y) ~ 2 \sint sint cost S




6. D’apres la question 4, les coordonnées du point P dans le repére 9= (12, ﬁ,'ﬁ) sont

_ (_cos(2t) sin2t
)= (28}

D’apres la question précédente les coordonnées (z,y) du point P dans le repére & sont données par
) _ 3 (cost + cost —sint\ (X
v/ 2 \sint sint  cost Y

3 1 iy
=3 cost + -2-( — cost cos(2t) +smtsm(2t))

On calcule donc :

i 1 ; :
5= §smt+ 5(—smtcos{2t) —costsm(Qt))

Ce qui donne en développant les cos(2t) et les sin(2t) :

H— Eoost-i— l(—cc:st(2(cost)2 —1) +2(sint)zcost)
2 2
__§_ i l erd) £ A v B
= 231nt+2( sin #(1 — 2(sint)*) — 2(cost) smf,)
puis
= goost + -é( —cost(2(cost)® — 1) + 2(1 — (cost)?) cost)
y=gsmt+%(—sint(l—~2(51'.nt)2)—2(1—(51'.11?&)2)51'_115)

et en simplifiant

e L Sk
= 2coxst+g( cos t(4(cos ) 3))

ke e
y—zsmt+2(51nt( 3 + 4(sint) ))

Enfin on obtient que les coordonnées du point P dans le repére & sont données par
o= 3cost=2(cost)®
y = 2(sint)*

ce qui est bien 'expression demandée.

Partie B - Tracé de la courbe décrite par le point P
Celte partie peut étre traitée méme si la partie A n’a pas été abordée.

1. Comme les fonctions cos et sin sont 27-périodiques, on a pour tout t € R :
z(t + 2r) = 3 cos(t + 2m) — 2(cos(t + 2r))* = 3 cos(t) — 2(cos(t))® = z(t)

* y(t + 2r) = 2(sin(t + 2n))3 = 2(sin(t))® = y(1).
Ainsi les fonctions z et y sont 27-périodiques.
2. On sait que pour tout ¢ € R on a cos(t 4 ) = — cos(#) et sin(t + ) = —sin(t). On en déduit que pour
tERona
P(t+7) = (et +n),y(t + 7))

= (3cos(t + ) —2(cos(t + 7)), 2(sin(t + x))°)

= (— 3cos(t) +2(cos(t))®, —2(sin(t))?)

= (=a(t), —u(1).




Ainsi, le point P( + 7) est obtenu & partir du point P(£) par la symétrie centrale de centre O. Les
fonctions x et y étant 2r-périodiques, on étudie la courbe A pour les pointa de paramétres ¢ € [—m, 7).
On en déduit qu'il suffit d’étudier /" pour les points de paramétres ¢ € [—7, 7.

Du fait que la fonction cos est paire et la fonction sin impaire, on a pour t € R :

P(—t) = (z(=t),y(=t))
= (3 cos(—t) — 2(cos(—t))?, 2(sin(—1))?)
= (3 cos(t) — 2(cos(t))?, —2(sin(t))?)
= (a(t),—y(t)).

Aiinsi, le point P(t+) est obtenu & partir du point P(t) par la symétrie d’axe (0,1, I axe des abscisses.
D’apreés le travail précédent, on étudie la courbe 4 pour les points de paramétres t € [—= = (,] On déduit
de la symétrie ci-dessus qu’il suffit d’étudier 4 pour les points de paramétres £ € [O,

. Les fonctions z et y sont des fonctions €% car sommes el produits de fonctions trigonométriques. On
apourt€ [ =[0,%]:

2'(t) = —sin t(3 — 6(cos t)?)
el
y'(t) = 6(cost)(sint).
Comme pour tout ¢ € [0, Z] on a
O0<cost <1 et 0<sint < 1,

on en déduit le tableau de variations conjoint de z et ¥ :

Ele i z




On a ici calculé :

2(0) = 3cos(0) — 2cos(0)®* =3—2=1

o) = 3oos(3) ~2008(%)7 = 2 - 12— 3
m(g)—Scos() 2cos(%)3 0

m(o) —sm([])(S 6(cos(0))?) =

y(35) = 2sin(3)* =2
¥/(0) = 6cos(0) sin(0)* = 0

T V2 _ 3V2
) 6cos(4)sm (4)2—6%— 372-

(2) 6(:05(4)511'1 (%) =1
On a aussi remarqué que pour tout f € ]0, % [

z'(t) 20 < —sin(t)(3—6cos(t)?) 20
& 1—2c0s(t)* <0 car —sin(t) <0
& sin(t)® — cos(t)®> <0
<> —cos(2t) <0
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C’est-a-dire en tenant compte des calculs précédents
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