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CLASSE DE 2TSI
PREPARATION PLANCHES ORAUX

KORREKTUR

[Planche 01. CCS 2019]

|
, . . a™n! .
Etudions la nature de la série E — en fonction de a > 0.
n
n>1

a™n!

On pose u, = pour tout n > 1. On utilise d’Alembert,

n+1 1) n n 1 -n
Yntl _ 4 (nJr)x LN =all+— .
Up (n+41)nt+l an! (n4+ 1)
1
Dong : 22HL _ a exp <nln <1 + —)> . On applique un développement limité d’ordre n. On obtient :
Up, n

n 1 1
Un+1 = aexp (n (— + o0 (—))) — ae_1+0(1),
Up, n n

quantité qui tend vers ae™! quand n tend vers +oo.

a™n! .
Alors, si a €]0, e[, la série E — converge et si a > e, la série E
n
n>1 nz=1
Si a = e, on ne peut pas conclure avec la regle de d’Alembert.

Utilisons la formule de Stirling : n! ~ (E) v2mn quand n tend vers +oo.

a™n!

en!

Alors, pour n tendant vers 400, u, ~ v/2mn et donc la série Z
n>1

[Planche 02. CCS 2019]

diverge grossierement.
n"

Ici, la fonction f est continue sur J C R, F' est une primitive de f et enfin, u et v sont deux fonctions de
classe C! de I dans J.

1. Comme f est continue sur .J, toutes ses primitives F sont de classe C' sur J puis l'on a : H(z) =
F(v(z)) — F(u(z)), pour tout € I. La fonction H est la somme de composées de fonctions de classe C*
sur I et est donc de classe C! sur I.

De plus, pour tout = € I, H'(x) = v'(z) f(v(x)) — v/ () f(u(x)), en remarquant que F’ = f.

1
2. Posons, pour tout & > 0, g(x) = arctanx 4 arctan —. Cette fonction est dérivable et :
x

1 1 1 1 1

!
g'(z) 1+22 22 (1)2 1+22 14 22

T T
En conclusion, g est constante et comme g(1) = 2arctanl =2 x — = —, on a bien le résultat demandé.

4 2
't tant
3. Posons G : x — f{: ;Zn dt avec x > 0. On applique le résultat de 1) avec I = J = R%
1
t arctant . . i
u(z) = 1/x et v(z) =z, f(t) = ar o On remarque que f est bien continue sur R et que u et v

sont bien de classe C! sur R%.
Enfin, pour tout > 0,

G’(x)le(z)%xf<;>.
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or. f 1 _%arctan%_ﬁarctan% Bt d '
) T g T e

z arctanz —1 2%arctan % xr arctanx T arctan %

B (N () A (P

Il reste & appliquer la question 2).

G’( ) T (arctanx + arctan %) - T

= 1+ 22)2 T 21+ 222
r t

4. e C(Calculons Il :/0 mdt

On fait le changement de variable w = t? et donc dw = 2tdt.

I_/$2 dw—dw— o Z—l—il
)0 w2 [ 20w, 2 2(1+a?)

X ¢ arctant

Calculons I>(X) = / dt, ou X > 0 fixé.
0

1+ 2y
O t— ! t imitive de ¢ — ! ’ i lculant
n remarque que —————— est une primitive de ————, ce qu’on a pu voir en calculant ;.
q q 2(1 +t2) p (1 +t2)25 q b 1
On pense donc a une intégration par parties.
X X X
t arctant -1 1 -1
IQ(X):/ Mdt:—/ x dt + | ———— x arctant| .
o (1+1t2)2 o 20+ T 142 2(1 + 2) o
X X
1 — arctan X 1
Cela donne : I(X) = /0 TAEREE + S0+ X7 Il reste le calcul de K(X) = /0 eI dt.

X ,2 X X 2
t“+1-1 1 t
Alors : 2K (X) = ———dt = ——dt — ———dt.
ors : 2K (X) /0 201+ 12)2 /0 1+ /0 1+ 2)2
Il reste a faire une ultime intégration par parties,
X X
-1 t 1 X

2K (z) = arctan X — |— ——dt _— = —arctan X + ——.
() = arctan [ /0 2+t {2(1 +t2)]0] g A ST XY

X arctan X
414+ X?)  2(1+X2)°

1
Cela donne : I(X) = 1 arctan X +

+oo
t tant
e Calculons I, = / LE;HQ
0 (1+1¢2)

Il suffit de faire tendre X vers +o0o. On a : Iy = %

T
Remarque : La fonction G est strictement croissante sur R} et a pour valeur [0, 3 [

[Planche 03. CCS 2019]

1. e Pour montrer que ¢ est un endomorphisme de M., (R), montrons que sia € Ret (M, N) € M, (R)?,
alors on a 'égalité : ¢(M + aN) = ¢(M) + ap(N).

$(M + aN) = Tr (M + aN) I, = (Tr (M) + Tt (N)) I, = Tr (M) I, + a Tt (N) I, = ¢(M) + a $(N).
(

e Pour montrer que ¢ est un endomorphisme de M,,(R), on peut comme précédemment montrer que si
a€Ret (M,N) e M,(R)?, »p(M+aN) = 1(M)+ap(N). Cest trés semblable. On peut aussi remarquer
que ¢ = Idpg, r) — 2¢ et est un endomorphisme de M,,(R) par différence de deux endomorphismes de
My (R).

2. Il est clair que Im ¢ C Vect I,, et comme ¢ n’est pas ’endomorphisme nul, (car par exemple ¢(I,,) =
nl,), dimIm¢ > 1 et comme dim Vect I,, = 1, on a nécessairement : Im ¢ = Vect I,,.

D’apres le théoreme du rang, dim M,,(R) = dimIm ¢ + dim Ker ¢ = n? = 1 + dim Ker ¢.

On a bien le résultat : dimKer ¢ = n? — 1.

3. Dans la suite, on suppose n = 2. Déterminons la matrice B de ¢ dans la base canonique
(Ev1, Er2, Eoj, Eap) de Ma(R).
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Par exemple, Fq 1 = ( (1) 8 > et :

¢ (Era)=Tr (B1q) Io =1 = E11 + Ea.

De méme, ¢ (E12) = ¢ (Ez,1) =0 et ¢ (Ea2) = E11 + E22. On a donc les colonnes de B et donc de A.

100 1 ~1 0 0 -2
000 0 0 10 0
B=| g 000 |TA4=h-2B= ¢ o1 o
100 1 2.0 0 -1

Comme A est une matrice symétrique réelle, on sait que A (et donc 1) est diagonalisable (et on peut
choisir la base de vecteurs propres orthonormale).

4. On sait que I'on peut trouver une matrice P orthogonale telle que PT AP soit diagonale. En effet,
P est alors la matrice de passage de la base canonique de M3(R) & une base orthonormale de vecteurs
propres. On va commencer par trouver les valeurs propres, on sait que Ker ¢ est de dimension n? —1 = 3.

Or,
MeKerp = d¢(M)=0<yp(M)=M < M € E(y).

Donc 1 est valeur propre associé & un sous-espace vectoriel propre de dimension 3. Comme Tr (4) = 0,
on en déduit que —3 est une valeur propre simple.
Commencons par une base de ce sous-espace propre E_3(¢). Si M € E_3(1)), alors

M —2¢(M) = —3M = Tr (M)I, = 2M.

Alors M € Vect Is. Comme dimVect I = 1 et comme dim E_3(¢)) = 1, on a : E_3(¢) = Vect Is. Une
base de E_3(¢) est (I2).
Pour E1(v),

M € By(4) & Tr (M) = 0.

Il suffit de trouver trois matrices (formant une famille libre) de trace nulle. On connait déja deux matrices
E1 2 et Ey . 11 suffit de prendre Eq ; — E» 2 comme troisieme matrice de la base. Comme les colonnes de
P doivent étre orthogonales, cela donne :

1/V2 0 0 1/V2
P 0 10 0
- 0 01 0

1/vV2 0 0 —1/v2

Remarque : on peut aussi écrire le polynéme caractéristique de A qui est, apreés factorisation, xa(t) =
(t — 1)3(t + 3) puis résoudre les systemes AX = X et AX = —3X. Et retrouver une base orthogonale de
E1(A) puis en déduire P.

Comme 0 n’est pas une valeur propre de A, Ker ) est réduit a la matrice nulle. Et donc comme v est un
endomorphisme en dimension finie, on sait que 1) est bijective (car son noyau est nul).

[Planche 04. CCS 2019]

On se place dans R? euclidien, rapporté a (O, f, f, E) orthonormé direct, pour déterminer la matrice de la
symétrie orthogonale par rapport a la droite D : 2z = 6y = 3z, on commence par déterminer la matrice
de la projection orthogonale sur la droite D : 2z = 6y = 3z. La droite D est I’ensemble des triplets
1
V14

(7). On sait que si p est la projection orthogonale sur D,

(x,y,2) = (By,y,2y) = y(3,1,2). Si I'on pose @i = (3,1,2), une base orthonormée de D est donc :

1

2 1,2).
—(Br+y+22)(3,1,2)

p((z,y,2)) = ((x,y, 2).W)7

La matrice P de p est dans la base canonique : P = 1

Y W ©
N =W
=N O
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On sait que si s est la symétrie orthogonale par rapport & la droite D et si @ € R?,

—

—(s() + @) = p(¥) = s(u) = 2p(¥) — 4.

Ainsi, si @ est la matrice de la symétrie cherchée,

L[908 6 L [2 3 6
Q=2P-L=-|312]|-L==|3 -6 2
7 7

6 2 4 6 2 -3

[Planche 05. CCINP 2019]

3
x
1. On a immédiatement : sinz = x — 5 + o(x?).

B

3 x3
zlnz —sinz In(sinz) = xlnz — (Jc r + 0($3)) In (Jc - —+4 0($3))

x3 x?
=zlnzx — <:L' % + o(xg)) <lnx+ln (1 % + 0(x2)>)
3 2
=zlnz— (ac - % + 0(1:3)) (lnx - % + 0($2))
3 3 3 3
=zlnz—zlnx + % + %lnero(:rg) = % + %1nz+o(x3).
Inz — sin In(si 1 6o(x® 1 6o(x®
On en déduit : T s;nac n(sinz) = — o ) Les quantités — et o(z) tendent vers 0
x Inx 3Inx Inz 3
—Inx
quand z tend vers 0% et donc :
1 _ K 1 . 3
lim ——" s;n:r a(sinz) =1=zlnz —sinz In(sinx) ~ R
z—0t R 6
6
[Planche 06. CCINP 2019]
2 -1 -1
Onposed=[ 1 0 -1
1 -1 0
2 -1 -1
1. Rapidement, A2 1 0 -1 = A et A est la matrice (dans la base canonique) d’une
1 -1 0
projection vectorielle.
2. e Commencons par le noyau Ker A.
T T 0 2r—y—2 = 0 T T
Y eEKerAs Al vy |=( 0 | & T —z =0 <<|ly|=1]z=
z z 0 T —y = 0 z T
1
Donc Ker A = Vect 1
1

e D’apres le théoreme du rang, dimKer A = 1 entraine dimIm A = 2. Comme Im A est engendré par
ses vecteurs colonnes C1, Cy et C3, Im A = Vect(Cy,Cq, C3) = Vect(Cq,Cs) car C; et Cq sont libres et
forment donc une base du plan vectoriel Im A.

e Pour montrer que Ker A et Im A forment deux espaces supplémentaires, on commence par remarquer
que dimKer A +dimIm A = dimR3 = 3 et donc il suffit de montrer que si X € Ker AN Im A alors X est
la matrice colonne nulle. En effet, comme X € Im A, X est une combinaison linéaire de C; et de C5 et
comme on voit rapidement que ACy = Cy et ACy; = (s, alors AX = X. Et si X € KerA, AX =0 et
donc X = 0.
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3. Silon pose B’ =((2,1,1),(-1,0,—1),(1,1,1)) alors la matrice de 'endomorphisme associé & A dans
la base canonique est Diag (1,1,0).

[Planche 07. CCINP 2019]

On commence par déterminer le polynome caractéristique x 4,, (t) de A,,.
t—m—-1 —-m—-—1 -1

Xa,, () = m t+m 1
-m -m+1 ¢
t—1 t—-1 0 1 1 0
= m t+m 1 =({t—1)(t+1)| m t+m 1 |,en faisant les opérations élémentaires Ly
0 t+1 t+1 0 1 1

L1+L2 et L3 (*L2+L3.
Puis l'opération Cy < C5 — C donne :

1 00
XA, () =t—-Dt+1)|m t 1 |=(-1)>%t+1).
0 1 1

Le spectre de A,, est {—1,1} et A,, est diagonalisable si et seulement si dim E1(A4,,) = 2.

x x x (m+Dax+m+Dy+z = =
Alors: | y | e FEi(An)eAn |l v | = v | & —mx —my — z =y
z z z max + (m— 1)y = z
Il ne reste que deux équations : me+(m+y+z = 0 . Elles sont indépendantes si et seulement
mr+(m—-1y—z = 0
x
si m # 0. Donc le seul cas ot dim By (A,,) =2 est m = 0. Et dans ce cas, | y | € E1(Ap) si et seulement
z

si y + z = 0. Une base est ((1,0,0), (0,1,—1)).
e Pour exprimer Af en fonction d’une matrice diagonale, pour n € N, il faut trouver la matrice de
passage P & une matrice diagonale. Il reste & trouver une base de E_1(Ap).

x T -z
y € F_1(Ay) & Ao | v = —y |. On trouve que z = —y et 2z = y. Une base est
z z —z

((=1,1,1)). Finalement, ’endomorphisme associé¢ & Ay dans la base canonique de R® a pour matrice
D = Diag (1,1, —1) dans la base ((1,0,0), (0,1,-1), (=1,1,1)).

1 0 -1
Silonpose P=| 0 1 1 |, Ap=PDP!etdonc: A} = PDiag(1,1,(—1)")P~L.
0 -1 1

[Planche 08. CCINP 2019]

1. e Posons deux suites U et V dans E et a € R. Alors pour tout n € N,
(U + aV)nyp = Unigp + AVnyp = Uy + AUy = (U + aV)yp.

Donc U +aV € E.

e Pour tout entier i, u, 4+p = 1 si et seulement si n + p — ¢ est un multiple de p et donc si et seulement
si n — i est un multiple de p et donc si et seulement si uf, = 1. Donc U® € E.

2. Montrons que (U%);c[o, p—1] est une famille libre.

Supposons que agU° + a;U + ... + a;U* + ... + a,—1UP~1 = 0.

Alors, pour tout n € N, agu® + ajul + ... + aul, + ... + ap_1uP~t = 0. (1)

Pour n =0, u) =1 et u) = 0 pour i € [1, p — 1]. Donc (1) devient ag = 0.

Pour n =1, u} =1 et u} =0 pour i € [0, p— 1]\ {1}. Donc (1) devient a; = 0.

Ainsi de suite, jusqua n =p—1, ugj =1let ufgfl =0 pour i€ [0, p—1]\ {p — 1}. Et donc a,—1 = 0.
Ainsi ag = a1 = ... = ap—1 = 0 et notre famille est bien libre.

3. On peut remarquer qu'une suite U de I est parfaitement définie connaissant ses termes ug, ..., up—1.
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p—1
Posons V = ZuiUi alors v; = u; pour tout j € [0, p — 1].
i=0 »
En effet, pour tout j € [0, p — 1] fixé U;{ L . 1= . etv-:IDZuiU?:u-UJ:u-.
: ! : 0 . iefop-1\{y T LMY Tl =
Enfin, comme V' € E, la donnée de vy, ..., vp—1 détermine parfaitement V' et donc U = V. Ainsi toute

suite de E est une combinaison linéaire des suites de la famille (Ui)ie[[07 p—1] qui est donc une famille libre
et génératrice de E, donc une base de E. Et il en découle que la dimension de E qui est le cardinal de
cette famille est p.

[Planche 09. CCINP 2019]

1. Posons pour tout t € [0, 7], ¢(t) = t — sint. On dérive, ¢'(t) = 1 — cost > 0. La fonction ¢ est
croissante sur [0, 7], et ¢(0) = 0, donc ¢(t) > 0 pour tout ¢t € [0, 7.

4 dt

2. Soit pour tout n € N*, a,, = / ———————. On a l'implication, pour tout ¢ € [0, 7] et tout
o 1+ (nm)?sin“t

n € N*,

sint <t =1+ (nm)?sin?t < 14 n?72t2.

4 dt
Alors : ap, > / ———— Posons le changement de variable x = nnt dans la derniére intégrale. Cela
o 1+ (nm)%t?
donne :
< /”’T2 dx w s arctan(nm?)
a ——=a _—
"7 o nr(l 4 x?) " nmw

3. Pour tout n € N et tout ¢ € [0, 7],
1+ (nm)?sint <1+ (nm+1t)?sint < 1+ (n7+ 7)2sint.

Et donc :
1 1

> > .
1+ (nm)2sint = 1+ (nm+t)2sint ~ 1+ (nw+ 7)2sint
Il reste a intégrer de 0 a m. On tombe bien sur a, = u, = apy1-

4. Comme les séries g a, et E Uy, sont a termes positifs, on va utiliser les comparaisons de séries

neN neN
- arctan(nm?)
numériques. Posons v,, = ——————=. Alors nnv, tend vers /2 quand n tend vers +oo.
nm
m 1 - .
Donc v,, ~ — = o La série E vy, est donc divergente.
™ n

2n
neN*
Comme a, > v, a partir de n = 1, la série g an, est elle aussi divergente.
neN
Enfin, comme a,4+1 < uy,, la série E Uy, est a son tour divergente.
neN

[Planche 10. CCS 2019]

1. e Ensemble image de X + 1, c’est-a-dire (X + 1)(9).
—+oo

Ona: qu" =2 —1etdonc X (Q) =Ndonc (X +1)(Q2) = N*.
n=0 147p

e Ensemble image de Y + 1, c’est-a-dire (Y + 1)(9).

De méme, on a : (Y +1)(2) = N*.

e Ensemble image de S, c’est-a-dire S(€2).

Comme tout entier naturel est somme d’entiers naturels, S(£2) = N.

2. e Pour tout k € (X +1)(Q), P(X +1=k) = P(X =k —1) = ¢*"!p. Donc X + 1 suit bien une loi
géométrique de parametre p. De méme, Y + 1 suit une loi géométrique de parametre p.

1 1
D’apres le cours, F(X +1) =—-etdonc E(X)=FE(X+4+1-1)=FEX+1)—-1=-—-1=E(Y).
p p

De méme, V(X +1) = ]% = V(X)=V(Y).
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3. Déterminer la loi de S signifie calculer P(X +Y = n) pour tout n € N.
P(X+Y =n) :ZP(X:nfk,Y:k) =Y P(X =n-k)PY =k)
= k=0

n
= " Fpdp = Z (n+1)g
k=

4. e Pour tout k € N, P(I>k) = P(min(X Y)> k)= P((X YN (Y > k) =P(X > k)P(Y > k).

Puis P(X > k)=1- P(X <k—1 f1fquf1f ¢ = ¢". Ainsi P(I > k) = ¢*¢* = ¢**.
—q

e Puis, pour tout k e N, P(I =k)=P(I > > k) PI>k+1)=q¢%* —¢*+2 =21 - ¢?).
Remarque : Attention, I ne suit pas la loi géométrique de parametre 1 — ¢? car I(2) = N.
e Il reste & calculer E(I) et V(I). On peut remarquer que I suit le méme type de loi que X avec ¢ &
1 2 2

la place de q et 1 — ¢? & la place de p. Alors E(I) = T2 1= 13—(12 et V(I) = OEIT)Q
Remarque : On peut calculer E(I) et V(I) directement pour ceux qui n’ont pas vu le lien avec la loi
de X (ou de Y'). Mais c’est bien plus long.

—+o0

+oo
Ainsi: E(I) =Y kP(I=k)=(1-¢°) Z kq**.
k=0
—+o0

Or, pour tout z €]0,1], Zxk
k=0

éka 1_$)2
2 2

Et E(I) = (1 - ¢%) a _qq2)2 ikl z Z en utilisant la formule précédente avec x = ¢.

+o00 too
Calculons maintenant E(I?) = Z EP(I=k)=(1-q% Z kg

400 +oo 2
2 2x
. k k-2 _ k _
Puis, pour tout z €]0, 1] kiox = k—1)z T—ap = Eﬁ k(k —1)z" = 1—2)3
“+o00 +oo 2 2
2x T 2z
On a alors : K22k = k2zk + = + .
N R e N )
2 4 2 4
q 2q q 2q
P E(I? 1-— = )
LllS ( ) ( q)((1q2)2+(21q2)3) 17q2+£17q2)2
2q q
Et enfin V(I) = E(I2) — E2(I) = — L 4 -
i V) = B B0 = T+ e~ ( p
q q o q

Tt U-eE A-or

[Planche 11. CCS 2019]

1. On place n boules dans n tiroirs numérotés, on fixe i entre 1 et n et N; est le nombre de boules dans

le #®m¢ tiroir. Chaque boule atterit dans le ®™¢ tiroir avec une probabilité % Si ’'on pose Ni(J ) la v.ar

égale & 1 si la j*™e boule est dans le :*™® tiroir et 0 sinon, N;(j) suit une loi de Bernoulli de parametre %
n

et comme toutes les boules sont indépendantes, N; = Z Ni(j ), les v.a.r sont indépendantes mutuellement
j=1
et donc N; suit la loi binomiale B (n, %) .
. \"
2. On note A; Pévénement : < le ¢ tiroir est vide >. On a: P(4;) = P(N; =0) = (1 - —) .
n

1 si A
0 21 w ; A et V;, le nombre de tiroirs vides, soit w un événement,

Vo (w) = k signifie que pour w, k tiroirs sont vides et n — k ont au moins une boule. Comme 14, (w) = 1 si
le i®me tiroir reste vide, 14,(w) = 1 pour les k tiroirs vides et 14,(w) = 0 pour les n — k tiroirs non vides.

3. Onnote lA:QH{O,l},wH{

Z 14,(w)est donc une somme de k fois la valeur 1 et vaut k. C’est bien V,, (w).
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On a donc : V,( Z 14, (w). Et cela pour tout w € Q.

4. Ona: E(la) = 1 X P(la=1)+0xP(la) = P(la =1). Or (la(w) =1) & (w € A) et donc
P14 =1)=P(A).

Et E(V,) = E (i 1Ai> = Zn:E(lAi) = ZN:P(Ai) —nP(A) =n (1 - %)n

[Planche 12. CCINP 2018]

2 1 0 1 (t)
Onpose A= | 0 2 0 | et X(t) = | z20t) |. Alors X'(¢t) = AX(t). Il reste & réduire A. Le
2 -3 4 3(t)

polynéme caractéristique de A est :
A—2 -1 0

)= 0 A=2 0 ()\2)‘ Y ‘ (A= 4)(\ —2)
-2 3 A—4
(On a développé selon la ligne Ls.)
0
On remarque immédiatement que F4(A) est Vect 0
1
x x x
Puis : F5(A) est formé des vecteurs colonnes | y | telsque A| y | =2 | y | cest-a-dire vérifiant
z z z
2 +y = 2x 1
le systeme 2y =2y .Onadoncy=0etz=—z, et E2(A) est Vect 0
20 —3y+4z = 2z -1

Il est clair que comme dim F5(A) +dim E4(A) = 2 < 3, A n’est pas diagonalisable. Comme y 4 est scindé
dans R, A est trigonalisable. Il reste a se placer dans une base dont les deux premiers vecteurs sont ceux
de la base de E4(A) et de la base de F2(A) et on compléte par un vecteur simple, par exemple le second
vecteur de la base canonique. (Il faut que les trois vecteurs choisis forment une famille libre.) La matrice

0 1 0
de passage de la base canonique a cette nouvelle base est alors P = 0 0 1 |.La matrice de
1 -1 0
4 0 a
I’endomorphisme associé canoniquement & A dans cette nouvelle base est de la forme T'=| 0 2 b
0 0 2
OnaT =P 'AP et donc PT = AP.
0 1 0 4 0 a 2 1 0 0 1 0
Pr={(0 0 1 0 2 b |=AP=[0 2 O 0 0 1
1 -1 0 0 0 2 2 -3 4 1 -1 0
Cela donne :
0 0 2 1
0 =10 O 2 =b=1leta=-2.
4 —2 a— b 4 =2 3
v (t)
Posons Y (t) = (t) et X(t) = PY(t), alors Y'(t) = TY (¢).
ys(t)
yi(t) = 4dyi(t) —2ys(t)
Cela donne le systeme différentiel : ¢ y5(t) = 2ya2(t) + ys(t)
ys(t) = 2y3(t)

On commence par résoudre la derniere équation difffentielle de ce systeme. Il existe K3 € R tel que pour
tout t € R, y3(t) = K3 e?.

La deuxieme équation différentielle devient (1) y5(t) — 2y2(t) = Kze*. L’équation homogene associée
a pour solution y2(t) = K e?!. On applique la méthode de variation de la constante & (1) en posant
y2(t) = K(t)e* et on a : K'(t) = K3 ce qui donne K (t) = K3t + Ko
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Et pour tout t € R, ya(t) = K3t e? + Ky e?t.

La premie¢me équation différentielle devient (2) y4(t) —4y1(t) = —2K3e?'. L’équation homogene associée
a pour solution y3(t) = K e**. On applique la méthode de variation de la constante & (2) en posant
y3(t) = K(t)e* et on a : K'(t) = —2Kze 2 ce qui donne K(t) = Kze 2! + K; et pour tout t € R,
yl(t) = K3 e?t + K4 ett.

.171(25) 0 1 0 K3 €2t+K1 €4t (K3t+K2)€2t
Alors X(t)= | z2(t) | = 0 0 1 Kste? + Kye?t | = K3e?t
.I’3(t) 1 -1 0 K3 €2t K1€4t + (—K3f+K3 —Kg)@Qt

[Planche 13. CCINP 2018

1/2
e Calcul direct de I = / 2t cos(t?) dt
0

On pose le changement de variable u = 2 = du = 2tdt et t € [0, 3 < u € [0, 1].

1/4 N 1
Alors I :/ cos(u) du = [sinu|j = sin (Z) .
0
—+oo
(="
Calcul d —_—
¢ alett de T;) (2n + 1)1167

+oo (7 1)n$2n
On développe cos en série entiere, on sait que cosx = g W
n)!

n=0

avec z € R car le rayon de convergence

est +00.
+00 Ix
' 2(—1)n¢4n 2(=1)"eintt
. 2 — =
On en déduit Vt € R, 2t cost® = E W*ZW

n=0 n=0

D’apres le cours, on peut donc permuter Z et / et :

1/2 +o0 2(71)nt4n+1 +oo 1/2 2(71)nt4n+1
= / A / AV

n=0

W=

| 94n+2°
— (2n+1)! 2

+o00 n 1/2 +oo n 4An+2
_ 2(-1) dnt1 gy 2(-1) ¢
Cela donne I = Z (2n)! /0 t dt = Z (2n)! |4n+2

Comme 2% = 16, on obtient finalement :

N G VS W S G Y L 6
Izngomsln<z>:>2m4sln<z)

n=0

[Planche 14. CCINP 2018]

n=0 n= 0

R X (=1)iad
. xTr __ _ —Tr __
1. Ona.efzj! et e *Z 7 avec r € R.
j=0 j=0

! —1)7 2! 1+ (—1)7)2
Alors e* +e7% = Z — + (7) = Z M On décompose la somme pour j variant de
— 4! 4! 4!
‘7:
0 & +00 en deux sommes, la premiere avec j pair et la deuxieme avec j impair. Comme (—1)7 +1 =0
pour j impair, la deuxiéme somme est donc nulle et (—1)7 4+ 1 = 2 pour j pair. Si 'on pose k = 2j,

Jj=0

too 2k too 2k T —x
, , 2z T e’ +e
€T I = =
o te kz_o 20! kz_o 2! 2

, , ! —1)72) 1—-(-1)7)2) ,
De méme, e* —e % = Z — — (7) = Z M On décompose encore la somme pour
; 4! 4! = 4!
Jj=0 =
j variant de 0 & 400 en deux sommes, la premiére avec j pair et la deuxiéme avec j impair. Comme
1—(—1)? =0 pour j pair, la premiére somme est donc nulle et 1 — (—1)7 = 2 pour j impair. Si 'on pose
k=241,

+oo 9 2k+1 too p2k+1 x —x

@kt 1! &2kt 1)

e —€

2

—e T =

k=0

€
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2. X et Y sont deux v.a.r indépendantes qui suivent toutes deux une loi de Poisson de parametre
)\n

A>0,et donc P(X =n)=P(Y =n) = e_’\—' pour tout n entier naturel.
n!

. (=X 1
La matrice M = ( (—1)Y 1

signifie que X et Y doivent étre des entiers de parité contraire. La probabilité que M soit inversible est

U (sz)]m U =26+1)

est inversible si et seulement si Det M = (—1)% — (=1)¥ # 0. Cela

la probabilité de la réunion des deux événements disjoints A =

keN keN
B = U (X =2k+1)]N U Y = 21@)] . Comme X et Y suivent la méme loi, la probabilité cherchée
keN keN
est P(A)+ P(B) = 2P(A). Par ailleurs, si 'on pose C = U (X =2k) et D= U =2k + 1), comme

keN keN
X et Y sont des v.a.r indépendantes, P(A4) = P(C N D) = P(C)P(D).
Finalement, la probabilité cherchée est 2P(C)P(D).
—+o0

Calculons P(C) = P ( Ux= 2k)> => P(X =
keN k=0
/\Qk 7/\

_Z fA T(e/\—i—e*/\)
Calculons P(D) = P < U =26+ 1)) = io P(Y =2k +1)
k=0

keEN
)\2k+1 67)‘ 1

72 2k +1)! =5 (@) =g (1=,

Ainsi 2P(C)P(D) = % (1—e) (14 ) = % (1—e ™).

(1+e )

N)I»—A

3. M admet 0 pour valeur propre si et seulement si M n’est pas inversible, sa probabilité est donc
1

1—=(1—e).
(e

4. Comme (—1)% et (—=1)Y valent £1, il y a quatre cas & faire et dans chacun des cas, examiner si la

matrice M est diagonalisable ou pas.

-1 1 t+1 -1
s M= _ ):'XM(”_ 1 t—1
Ici O est une valeur propre double et si M est diagonalisable, M est alors semblable a la matrice nulle et

est donc la matrice nulle, ce qui est absurde.

* M<_1 1>:»><M(t) tzl t_—ll =(t—124+1=(t—1—0)(t—141).

= {2,

11
Alors M a deux valeurs propres complexes non réelles distinctes et M est donc diagonalisable dans C et

pas dans R.
(-1 1 2 S T
° M—( 1 1):X]p[(t)— ] 1 =t 2.
Alors M a deux valeurs propres réelles distinctes et M est donc diagonalisable dans R et dans C, car qui
peut le plus peut le moins!
t—1 -1

11
'M<1 1>;‘XM(t) 1 t—1
Alors M a deux valeurs propres réelles distinctes et M est donc diagonalisable dans R et toujours aussi

dans C.
e Conclusion : M est diagonalisable dans R pour X a valeurs impaires et Y a valeurs paires ou pour
X et Y simultanément a valeurs paires. Donc la probabilité pour que M soit diagonalisable dans R est

U (X2k:)] n | =2k

keEN keN

=(t—-1)—-1=t(—-2).

la probabilité de la réunion des deux événements disjoints F = et

U (v =2k

keN

B=||J (X=2k+1)

keN

. On procede comme plus haut.
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La probabilité cherchée est P(E) + P(B).

OrP(E):P(U(X:Qk:)) P(U (Y:Qk))

keN keN
too too too 3 N2k too B A2k
- (o) (e -0) - (£ (2a)

e A ‘1 222 -
(T(e + e )) :1(14’67 )

1
Et comme P(B) = P(A) = 1 (1—e™*"), cela donne :

P(E) + P(B) = i (=™ + (+e)’) = % (1—e ).

Remarque

On peut aussi remarquer que M est diagonalisable dans R si Y est a valeurs paires puisque les cas X
a valeurs paires et X & valeurs impaires forment un systeme complet d’événements incompatibles et la
J— 67
2
Enfin, comme M est diagonalisable dans C sauf pour le cas ou X et Y sont a valeurs impaires si-
multanément. La probabilité que X et Y soient a valeurs impaires simultanément est la probabilité de

U =26+1)

keN

A A
probabilité que Y soit & valeurs paires est e~ ( ), ce qui donne le méme résultat.

c’est-a-dire

3

I’événement [ U x=26k+1)n
keN

+oo +oo
P (Uen(X =2k +1)) P (Ugen (Y =2k +1)) = <Z P(X =2k + 1)) <Z P(Y =2k + 1))
k=0 k=0

= pRlans ’ 1 2
=\ X)) i
k=0 (2k +1)! .
Et finalement, la probabilité pour que M soit diagonalisable dans C est 1 — 1 (1 — e*QA)Q.

[Planche 15. CCINP 2018]

+oo dt
e Existence de I = / —_
0 (1 + ¢2)3/2

1
On pose f : t +— la fonction f est continue et positive sur [0, +oof et f(t) ~ e quand ¢ tend

(1+¢2)3/2
vers +00. On en déduit que comme t — 5 est intégrable sur [a, +0o[ (intégrale de Riemann convergente)

avec a > 0, I existe.
Calcul de I = o dt
e Calcul de I = ; TERDEEL
Xoat
On pose I(X) = / W et I'on pose le changement de variable ¢ = tanu. Alors u = arctant et
0

dt = (1 + tan® u)du.

arctan X 2 arctan X arctan X

1+t d

I(X):/ H—a;lu)du:/ —UQ:/ cosudu.
0 (1 + tan? u)3/2 0 (1 + tan? u)1/2 0

—1/2

En effet, 1+ tan?u = et comme u = arctant > 0 car t > 0, (1 + tan?u)

= COS U.

On a alors : I(X) = [sinu]3™*"* = sin(arctan X). I reste & faire tendre X vers +oo et alors I(X) tend
vers 1.

Remarque : on peut montrer (le faire) que sin(arctan X) = = et en faisant tendre X vers 400,
+

on retombe sur 1.
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|Planche 16. CCINP|

1. Pour tout (Z, ) € R? et tout a € R, on développe f(F + aff)
(f+ag+<f+ag, D+ \/§m(f+ag))
1
h (f+<f, @i + \/5@7/\37:‘) +a(§ (gj+<z7, @i+ ﬁmg))
= f(@) + af(®).

2. D’apres le cours, dans le plan orthogonal & @, on peut choisir une famille orthonormale (7, @) telle
que B = (i, ¥, W) soit une base orthonormée directe de R3. On a :

1
2
1
2

INT =, TAT =T, AT =7.
3. De plus, (u, ¢) = (4, W) =0et @, u) =1

1
Alors f(7) = 5 (mw, @)@+ V3@ A ﬂ') —-(20) =4

1 1
Puis /(7) = 5 (7+ (@, @a + V3TAT) = 5 (7+ V3@
1 1
Enﬁn,f(w):5(w+<w,ﬁ>ﬁ+\/§mw) 5(137\/517).
1 0 0
La matrice M de f dans la base Best M = | 0 % —@
0 ¥ 1
2 2

Il s’agit d’une rotation d’axe dirigé et orienté par @ et d’angle § = /3.
1
4. Posons ¥ = (r1,x2,73) dans la base canonique de R? et prenons donc % = —=(1,1,1). Trouvons les

V3

coordonnées de f(Z).

1 1 1 1
(@, U)u = g(:nl +x2 +23)(1,1,1) = (g(m + x3 + x3), g(m + x3 + x3), g(m + T2 +:Es)) :
\/gﬁ/\f:(1,1,1)/\(301,1:2,173)z(xg—xg,xl—x3,x2—$1).
Et 2f (%) = & + (Z, )i +V3UANT
1 1 1
= (1,22, 23) + g(m+IE2+!E3),§($1+IE2+!E3),§(IE1+IE2+£E3) + (z3 — 2,01 — 3,22 — 1)

i 2 + 4 i + i 2 + 4 + i
=\ =zx1 — = =3, =T —r9 — =3, — =X =T =T .
3 1 3 2 3 3 3 1 3 2 3 3 3 1 3 2 3 3

4 -2 4 2 -1 2
La matrice cherchée est — 4 4 -2 == 2 2 -1
6\ 2 4 4 3\ 1 2 2

[Planche 17. CCS 2017]

T
tan™ ¢t dt est bornée car [tant|™ < 1 pour t € [——

—|. Et
vl

1
1. e La suite de terme général w,, = /

R
4

%
/ tan™ t dt
-I

1 0 1 0 1
® Wopi = / tan®" Tt dt = / tan?" ! tdt+/ tan®" 1 ¢ dt = / tan®" ! (—u) (—du)+/ tan?" 1 ¢ dt
- -3 0 i 0

donc pour tout n € N,

E; 3 r
</ |tan"t|dt</ dt < 3.

us
4

s
4

4

0 E
= / tan®" ™! u du + / tan®"T! t dt = 0. Ainsi, tous les termes de rang impairs sont nuls.
z 0
4

2. e Pour commencer, pour tout z € C,

+oo —+oo T —+oo
I B SITHIEII) piF
n=1 n=1 n=1
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i

— |Z|2

T
Si |z] < 1, alors |f(2)] < 51 et donc le rayon de convergence est au moins 1.

e D’apres la question précédente, f(z Z Won, 2™ et f(— Z Wan (— = f(2) et f est paire.

3. e (way,) est une suite décroissante si pour tout n € N, way, 42 — way, < 0. Alors way, 1o — way, vaut :

T T T T
/ tan?" T2 ¢t dt — / tan®" tdt = / (tan2"+2 t — tanZ" t) dt = / tan®" t (tan2 t— 1) dt.
_T _T _% —

4

FNE
]

9 T T
Comme tan“t < 1 pour tout ¢t € [_Z’ Z}
tan2" ¢ (tath — 1) < 0, pour tout t € [—Z, Z} et il en est de méme de wa, 49 — wWay,.
e Calculons pour tout n € N, wa, 12 + wa,. On commence comme plus haut, pour tout n € N. Alors
Wap+2 + Way vaut :

T T T
/ tan?" T2 ¢ dt — +/ tan®" tdt = / (tan2"+2 t + tan®" t) dt = / tan®" t (tan t+ 1) dt.
_ _x =z

4
On fait le changement de variable w = tant qui donne dw = (1 + tan?t)dt. Et les nouvelles bornes sont

—1let 1.
w +w _/1 w? dw = w ] __2
2n+2 on = » = |1 71—2n+1-

T T
et comme tan®”t < 0 pour tout t € [—Z, Z} , on a :

LB
P

4. e Comme n — wa, est décroissante et a valeurs positives, elle converge vers une certaine quantité

. Comme wop 42 + wa, = , quand n tend vers +o00, 2/ tend vers 0 et donc [ = 0.

2n+1
e L’idée est de montrer que 2nws, tend vers 1. Partons de ’égalité trouvée a 3 et multiplions chaque
membre par (2n + 2).

4dn + 2

(1) (2n + 2)w2n+2 + 2nwsay, + 2ws, = 271—4_1

Premier cas : 2nway, tend vers 0, alors le premier membre de (1) tend vers 0 et le second membre de (1)
tend vers 2. Absurde.
Second cas : 2nwa, tend vers +oo, alors le premier membre de (1) tend vers +oo et le second membre
de (1) tend vers 2. Absurde.
Troisiéme cas : 2nws, tend vers m # 0 alors le premier membre de (1) tend vers 2m et le second membre
de (1) tend vers 2. Donc m =1 et :

1

lim 2nws, =1 = wo, ~ —.
n——+oo 2n

5. La série g (—=1)™wa, est convergente car n +— way, décroit vers 0, d’apres le critére des séries al-

1
ternées. Par contre comme |(—1)"way,| = way, ~ 5 la série E way, N'est pas absolument convergente.
n
neN

[Planche 18. CCS 2017]

1. f:(x,y) = 2%y +In(1 + y?) est définie et continue sur A = [—1,1]? qui est une partie de R3 fermée
et bornée et d’apres le cours, possede un minimum et un maximum sur A = [—1,1]%
2. (20, ¥o) € B =] — 1,1[% est un point critique de f si et seulement si

of

—(zo, = 0 2z0y = 0

O (z0,%0) 0Yo

=
2y
of 2 + 0 = 0
6—y($07y0) =0 00 1442

Si zg = 0, alors yo = 0 et (0,0) est un point critique dans B.
Si yo = 0, alors on retrouve z¢g = 0 et le point (0, 0).

3. Utilisons f(z,2%) = 2% + In(1 + 25) = g(z). La fonction g est dérivable sur | — 1,1[ et ¢'(z) =
5
)
T Alors ¢’ s’annulle pour z = 0 et pour 5 + r 0.
1+ ab

54
vt 1+ 26
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Inutile de résoudre cette derniere équation dont les solutions sont nécessairement strictement négatives.
Faisons plutét un DL de g’ au voisinage de 0. On a : ¢'(x) = 5z* + 62° + o(2®) et donc ¢/(z) > 0 dans un
voisinage de 0. Donc, toujours dans un voisinage de 0, g est croissante et g(0) = 0. donc g est négative
dans un voisinage de 0~ et positive dans un voisinage de 0. Plus concrétement, il existe ¢ > 0 tel que
f(z,2%) < £(0,0) = 0 pour = €] —¢,0[ et f(x,23) > 0 pour = €]0,¢[. Donc f ne présente pas d’extremum
n (0,0).

4. On sait d’apres la question précédente qu'un extremum ne peut étre que sur les bords de A. On va
donc faire quatre cas.

o Caszx=-1
2
Posons h(y) = f(—1,y) = y+In(1+y?) avecy € [—1,1]. La fonction h est dérivable et h/(y) = 1+ 1 +y 5 =
Y
(1+y)? .y i, . :
T2 Cette dérivée est positive ou nulle et h est donc croissante. Puis h(—1) = =14+ 1n2 < 0 et

h(1) =1+4+1n2 > 0. Le maximum est pour y = 1 donc en (—1,1) pour f de valeur 1+ In2.

o Casz=1

Posons encore h(y) = f(1,y) = y + In(1 + y?) avec y € [-1,1]. On retombe sur un maximum pour y = 1
donc en (1,1) pour f de valeur 1+ In 2.

o Casy=-1

Posons I(x) = f(x,—1) = —2® + In2 avec x € [—1,1]. La fonction [ est dérivable et I'(x) = —2x. Cette
dérivée est positive et donc [ est croissante sur [—1,0] et elle est négative et donc I est décroissante sur

[0,1]. Puis I(—1) = (1) = =1 + In 2 fournit le minimum (donc pour 2 = +1) et f présente un minimum
en (—1,—1) et en (1,—1) de valeur 1 — In 2.
e Casy=1

Posons m(z) = f(z,1) = 22 + In2 avec 2 € [—1,1]. La fonction m est dérivable et m/(z) = 2z. Cette

dérivée est négative et donc m est décroissante sur [—1, 0] et elle est positive et donc m est croissante sur
[0, 1]. Puis m(—1) = m(1) = 1+ In 2 fournit le maximum (donc pour z = £1) et f présente un maximum
n (—=1,1) et en (1,1) de valeur 1 +1n2.

|Planche 19. CCINP|

1. On pose [ :t+— cette fonction est décroissante sur [2, +ool.

1
t(Int)3/2’
k
On sait que : Vk > 3, (k — (k—1))f(k) < f@)dt < (k= (k—1))f(k—1), ce qui donne :
k—1

k
d
Vk}&f(k)g/klmgf(kl)-

En posant u,, = pour n > 2, on a bien le résultat demandé.

1
n(Inn)3/2
2. On écrit la double inégalité précédente pour k variant de k =3 a k= N, ou N est fixé > 3.

Alors : Zuk Z/k 1tlnt3/2\ZUk 1-

N
Ce qui donne (avec Chasles) : I;guk < /2 lnt e S Zuk 1-
N g
Il reste a intégrer Iy = / ————— en posant le changement de variable z = Int.
o t(Int)3/2
In N
dx InN 2 2
O Iy = [ } - .
nes / 232 In2 N | VinZ
N 9 9 N
On a alors : (1) VN > 3, U < — + < Up—
® ,;3 * mN V2 =
N

Comme la série de terme

On fait tendre N vers +oco dans (1) et lim Zuk est majoré par
N —+oc0o

2
\/1112-

général u,, est une série a termes positifs, on peut en conclure qu’elle est convergente.
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[Planche 20. CCINP|

1. Montrons que f est paire et m-périodique.
Il suffit d’écrire pour tout t € R,

f(=t) =|cos(—t)] =|cost] = f(t) et f(t+7)=]|cos(t+m)| =|— cost| =|cost| = f(¢).

T
Pour le tracé, on vous fait confiance. Il suffit de tracer sur [0, 5} la fonction cos puis de faire la symétrie
orthogonale par rapport a Oy puis on translate.

2. Pour déterminer la série de Fourier de f, il faut trouver les coefficients de Fourier. Comme f est paire,
b, = 0 pour tout entier n. e Calcul de ag.

On va intégrer sur [0, g} IeiT=met:

1 [otT 1 (2 9 %
a0 = f(t)dt =~ f@)dt == cost dt.
T a T _ e 0

=
On a rapidement :
2 L
ag = — [sint]§ = —.
0 [sint]g = —

e Calcul de a,, pour n non nul.
T
On va encore intégrer sur [0, 5} IeiT=mmw=2et:

9 a+T 2 z 4 5
ap = — f(t) cos(nwt)dt = — f(t) cos(2nt) dt = — cost cos(2nt) dt.
T/, T T Jo

i
2

On utilise : 2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b) et donc :

s

2 2
ap, = ;/0 (cos((2n 4+ 1)t) + cos((2n — 1)t) dt.

Cela donne :

L2 [sin((2n+1)t) sin((2n — 1)1:)]%
" x| (@2n+1) 2n — 1 o

Ce qui donne :

_2 sin((2n+1)%)  sin((2n —1)F)
a"w( 2n + 1) on — 1 )

Alors :

ST EC N A C

On a alors pour tout ¢t € R,
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3. Comme f est continue sur R, d’apres le théoreme de Dirichlet, on a :

+

=~ (="
1—4n?

VEER, f(t) = %

3

+ cos(2nt).

Il
-

n

Si Pon applique avec t = 7/2, on a : cos(2nt) = (—1)™ et donc :
P
n?2—-1 2
n=1
Si l'on applique avec t = 0, on a : cos(2nt) = 1 et donc :

K ()t o

1
PO e bt

Pour la derniere somme, il faut utiliser 1’égalité de Parseval :

1T, 1, 2\ 1 16
?/0 f(t)dt;/o cos (t)dt(;) +§Zlm

n=

™ ™ 1
Puis : / cos?(t) dt = / —(cos(2t) + 1) dt = T Alors :
0 0 2 2

1 7 4 1 16 1<% 16 1 4 1 2 1
2T + 2 ; m2(4n? —-1)2 2 7;1 m2(4n?2 -1)2 2 72 7;1 (4n2-1)2 16 2

[Planche 21. CCINP 2017]

Si C; est la i*™e colonne, on fait successivement C,, < C,, — Cy, C,, < Cp, — Csy, ..., C,, < C,, — Cpi_1.
s ; . : : — n(n—1)
La derniere colonne n’a alors que des 0 sauf le dernier coefficient qui est n — Z k=mn-— — Le
k=1

déterminant obtenu est triangulaire inférieur et vaut :

(n—1)! <n”(”T_1)) :n!?’;".

[Planche 22. CCINP 2018]

n
1. e On pose pour un entier n non nul fixé, ¢,(x) = sz. On se restreint & x € [0, +oo[. Comme
k=1
®p, est une somme de fonctions croissantes sur Ry, ¢, est croissante. De plus ¢,, est continue par somme
finie de fonctions continues. Et comme ¢,,(0) = 0 et 1iIJ1rr1 ¢n(x) = +00, d’apres le théoréme des valeurs
Tr—r+00

intermédiaires, il existe une unique valeur réelle positive u,, pour laquelle ¢, (u,) = 1.
e Comme ¢1(x) =z, ¢1(u1) =1 < uy = 1 et comme ¢o(z) = 2 + 22,

2
_ us+uz—1 = 0 L
¢72(u2)—1(:>{ dy > 0 <:>U2—2( 1+5).

1—2"

2. Sixz #1, on ala formule : ¢, (z) =2 1 et comme u,, # 1 pour n > 1 (car sinon ¢, (1) =n = 1),

on écrit :

1 —
(bn(un):l@unl u”zl@un(l—u:ﬁ)zl—un.
“u,
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Le cas n = 1 s’ajoute sans souci (on a alors 0 = 0).

Up +u2 + ...+ u? =1
3. Part d =1let =1= "
* Partons de ¢ (un) ot Gnt1(Unt1) { Upg1 + un+1 + o tupg + uZﬁ =1

On fait la différrence des deux égalités :

2 2 1
(1) tpgr — un +u g — w2 + .+ uly —ul +unt =0.

P
Rappelons la formule : a? — b” = (a — b) Z a®b?~F pour tout (a,b) € R2.

k=0
P

Pour tout entier p, ub .| — u? = (upy1 — un) E ul Ul = (g1 — up)Ap, ot 4, E ul ulr,
k=0
Il reste & remplacer dans (1) et & mettre w,4+1 — u, en facteur.

(2) (tns1—un) (Ao + A1 + ... + Ap) +ul ] = 0.

Comme wu,, et u,y1 sont strictement positifs, il en est de méme de uZﬁ et des quantités Ag, ..., Ay,.

Si Upt1 — un, > 0, alors le premier membre de (2) est strictement positif, ce qui est absurde. Donc

Upt+1 — Up < 0.

e La suite (uy,) est décroissante et minorée par 0, donc est convergente. De plus elle est bornée car

convergente ou alors car u; = 1 majore cette suite.

Comme pour n > 1, u, €]0,1[, lim w] = 0, en posant lim wu, = [, et en utilisant la relation de la
n—-+oo n—-+o0o

question 2, ona:lx1=1—1]et doncl=1/2.

[Planche 23. CCINP 2018

e Résolution dans Cde : 22 +z2—1=0.

On pose z = x + iy, avec (z,y) € C2. Alors : 22 — y? + 2izy + x — iy — 1 = 0. On sépare partie réelle et
partie imaginaire. L’équation devient :

P?+r—y? = 1 o -y t+r—1
2xy —y =0 2z — 1)y

(I
oo

1
1 1
Stz = 2 —y2 — = =0et il n’y a pas de solution réelle.

En conclusion, S = {(%(—1 +/5), 0) , (%(—1 —5), o)} .

e Résolution dans C de : 22 42z +1 = 0.
On pose z = x + iy, avec (z,y) € C2. Alors : 22 — y? + 2izy + 22 — 2iy + 1 = 0. On sépare toujours partie
réelle et partie imaginaire. L’équation devient :

-yl = 0 [ a?—y’+2tl =
2zy — 2y = 0 2y(x — 1) =

o O

Siy=0,224+2x+1=0etz=—1.
Siz=1,4—y>=0et y==+2.
En conclusion, S = {(-1, 0), (1, 2), (1, —2)}.

[Planche 24. CCINP 2017]

1 0 =z
1.Soit A= 1 1 0 |,ouzeC. Donnons le polynéme caractéristique de A.
1 0 1
On écrit :
t—1 0 —z
xalt)y =] -1 t—-1 0

-1 0 t—1
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Par exemple, on développe selon la premiere ligne et :
xa(t)=(t—-17°-2(t-1)=(t-1)((t-1)* —2).

On pose § et —4 les racines carrées de z.
e Alorssi z#0,

t—1)2=zet-1l=4+fst=1+dout=1-4.
On a deux racines distinctes et donc le spectre a trois valeurs distinctes,
SpA={1,1+94,1-4}.

Donc A est alors diagonalisable dans M3(C).

e Si z =0, 1 est une valeur propre triple et alors si A est diagonalisable dans M5(C), A est semblable &

1 00
I3 donc égale a I5. C’est absurde car A = 1 1 0 | #Is.
1 0 1

Donc A n’est pas diagonalisable dans M3(C).
2. On choisit z = 2¢. Calculons les racines carrées de z.
On pose :
z =20 =§% =227,

-

oi1 k est un entier relatif. On pose alors z = pe'’ et on trouve p = /2 et § = Toufl=7%+m. Alors:

(i)l
, ce qui donne :
d=14ioud=—-1—1.
Puis résolvons ¢ — 2t +1 — 25 = 0.
On écrit :
t2—2t+1—-2i=(t—-1)2-2i=0.

Donc pas besoin de calculer le discriminant. On remarque que ¢ = 1 £ §. Il reste pour solutions de
I’équation :

t=14+14i=24dett=1—-1—14=—i.
Déterminons les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

Iei: SpA={1,2+1, —i}.
Pour les trois sous-espaces propres, il faut résoudre les trois systemes :

AX = X, AX = (241X, AX = —iX,

x

ot X = | y |.On trouve un vecteur de base (car les dimensions sont toutes égales & 1). On vous laisse
z

finir.

3. On choisit z de module 1. Donnons les valeurs propres de A sous forme algébrique et trigonométrique.

Ici z = €' et donc il s’agit de résoudre : (t — 1) = €.

Alors :

t=1+¢% ett=1—¢i%.

On rappelle que 1 + e'® = 2¢'% cos (g) et que 1 — e’ = —2ie'® sin (g) .
Ici, on applique avec ¢ = 0/2.
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On trouve :
) 0 . 0
t = 2¢'% cos (Z) ot t = —2ie’T sin <Z) .
Finalement,
) ) ] . 0
SpA= {ezo, 2¢'1 cos <Z) , —2ie'T sin <Z) } )
Ou encore :

) 0\ . 0\ .o s
SpA = {ezo, 2 cos <Z) ', 2sin (Z) ez(?ﬁsz)} )

SpA={1,1+i,1—i}.

Sous forme algébrique,

[Planche 25. CCINP 2017]

1
1. Pour tout couple de réels (z,y), zy < 5(302 +y) e 2y <+ o 0< (x—y)t

2. Appliquons 'inégalité précédente avec = u,, et y = 1/n.

Un _ 1 1 - 1 : :
Pour tout n > 1, — < 3 (ui + — | - Les séries g u? et E — convergent et leur demi-somme aussi
n n n
n>1 nz1
un 7. un
et comme — > 0, la série E — converge.
n
n>1

[Planche 26. CCINP]

Si D est I’événement <« objet est défectueux » et M, (resp. Mp) < lobjet est fabriqué par M, (resp.
My) >, on calcule donc Pp(M,). On connait déja :

1 2 5 6
P(M,) ==, P(My) ==, Py, (D)= — et Py, (D) = —.
Alors :
Py, (D)P(M,)
Pp(M,) = <
Puis :
5 1 6 2 110 11
P(D)= Py (D)P(M,)+ Py, (D)P(Mp) = — X =+ — X — = = —.
(D) = Prt, (D)P(Ma) + Par, (D)P(My) = 356 % 3+ 5055 X 5= 565755 = 150
Enfin :
5 1
1003 _ 5
PD(MG):T:ﬁ'
150
[Planche 27. CCINP 2018]
8 1 —4 .
1. Posons B=—-| —4 4 —7 |, qui est 'expression de f dans la base canonique (i, j, k). B est
1 8 4

une matrice orthogonale puisque ses vecteurs colonnes forment une base orthonormée de R3. En effet, les
produits scalaires des vecteurs colonnes pris deux & deux est nul et les normes des vecteurs colonnes (ne
pas oublier de diviser par 1/81) valent 1.

Puis le produit vectoriel des deux premiers vecteurs colonnes est égal a son troisieme vecteur colonne,
donc la base orthonormée formée des trois vecteurs colonnes est directe et B € SO(3).
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Et en conclusion, f est une rotation vectorielle de R3.

2. On connait une méthode pour trouver un vecteur orienté de ’axe et ’angle correspondant de la
rotation mais comme la suite propose une méthode, autant la suivre.

On assimile ici un vecteur W et son vecteur colonne W qui représente ses coordonnées dans la base cano-
nique.

On a immédiatement BW = W et donc axe de f est la droite vectorielle : A = Vect (3, —1, —1). Posons

.1 .
I'=——(3,—1,-1), pour avoir un vecteur unitaire. Alors ’axe de f est porté et orienté par I.

V11
1
3. Ici, on propose de prendre le vecteur J = —— | 3 | qui est clairement unitaire et orthogonal a I.

Vio |

= =

Posons : K = I A J, on crée ainsi une nouvelle base orthonormale directe (I, J, K ). On a :

3 1 3
- 1 1 1
K= -1 A 3 = — -1

VIO Vil | 0 V10 \ 1

1 0 0
Dans (I_»7 J, I?), la matrice de f est la matrice réduite: | 0 cosf —siné
0 sinf cosf

= = =

Ona: f(J) =cosfJ +sinfK = cosf = (f(J),J) et sinf = (f(J), K).
Alors les composantes de f(.J) sont :

L[ 8 1 4N | (1 ) 11 ) )
404 7| —=[3]|=-=]| 8 |= = ——(11,8,25).
9\ 1 g 4 J VIOl 9v10 \ o ) 9\/10( )

Puis : cos = ( 55 (11,8,25) |45 (1,3,0)) = .

Cginf = _ 275 _ _55 _ 5VI1
Bt enfin : sin0 = ( 545 (11,8, 25)| SAr5(3,-1,10) ) = (2% = (25 — SIT

7 - 7
En conclusion, § = Arccos 18 et f est la rotation d’axe orienté par I et d’angle Arccos ITh

[Planche 28. CCS 2018]

o 1 ... 1 1 1 ... 1
o Lo
On remarque que A, = = —I,=B,—1,.
| |
1 ... 1 0 1 ... 1 1

Puis, on voit rapidement que B2 = nB, puis B = n?B,,. Donc il semble que B? = nP~!B,, pour tout
p = 1. L’initialisation est faite. Pour la transmission, on écrit :

Br+l = BPB, = nP~1B2 = nP"InB,, = nPB,.

Alors pour tout k € N, A¥ = (B,, — I,)*. On peut développer avec la formule du binéme de Newton car
B,, et —I,, commutent. Pour la cohérence des formules, on suppose k > 2, (pour k =0, on a Afl =1, et
pour k=1, A¥ = A,).

k k
Alors : Ak = § <k> BE(—1)F=Prk=P = (0> (—1)*I, + § (k) BE(—1)FPIk-P
p p p
p=1

p=0

_ k[ +Z<> kpnp 1B

On a utilisé le fait que B,IF¥"? = B,,.

.
Et donc : AF = (—1)*I, + % <Z (’;) np(1)kp> B, = (-DFIL, + % ((n+ (=1)" = (=1)*) Bn.

Cela donne, en remplacant B, par A, + I,

AZ _ % ((n _ 1)k _ (_1)k) A, + % ((n _ 1)k +(n— 1)(—1)k) I,.
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[Planche 29. CCINP 2019]

1. On considere S la surface d’équation f(z,y,z) = (22 + 3% + 22 + 3)?2 — 16(2? + y?) = 0. S est
réguliere en tout point (xo,yo, 2z0) si et seulement si le vecteur gradient en My(xo,yo,20) & f est non

0 0 0
nul, c’est-a-dire si et seulement si 8f (0, Yo, 20)s a—f(aco, Y0, 20), a—f(aco, Y0, 20) | est non nul, donc si et
Y z

x
seulement si (4xo(xd + yd + 28 + 3) — 32w0, dyo(xd + y3 + 28 + 3) — 32y0, 420(23 + Y3 + 23 + 3)) est non
nul. Supposons par ’absurde que ce vecteur gradient soit nul, alors la troisieme composante nulle entraine
que zg = 0 car z3+y32 + 23+ 3 ne peut pas s’annuler. Et les deux autres composantes nulles (en remplagant

zo par 0) deviennent :

dao(zd +y2 +3) =322 = 0
dyo(x3 +y3 +3)—32y0 = 0

Si 29 = 0 et yo = 0, alors on a le point (0,0,0) qui n’appartient pas a S.

Si zg # 0 et yo = 0, alors 4xg(22 + y2 +3) — 3229 = 0 = 22 = 5 et les points (1/5,0,0) et (—/5,0,0)
n’appartiennent pas a S.

Si 2o = 0 et yo # 0, alors 4y (x2 +y2 +3) — 32y = 0 devient y2 = 5 et les points (0,/5,0) et (0, —+/5,0)
n’appartiennent pas a S.

Si zg # 0 et yo # 0, alors 23 + y2 = 5 et pour que (z9,¥0,20) € S, avec ici 29 = 0, en remplacant dans
f(zo,yo0,20) = 0, on obtient 64 = 80, et donc c’est encore impossible.

Bilan : il n’y a pas de points critiques.

2. On rappelle que si une surface S a pour équation f(x,y, z) = 0, alors le plan tangent en My(xo, Yo, 20)
a cette surface est :

0 0 0
(35 - Uﬂo)a—i(ﬂﬁo,yo, Zo) + (y - yo)a—z(xovyo, ZO) =+ (Z - Zo)a—i(ffo, Yo, Zo) = 0.

Soit ici My = (3,0,0). On vérifie que My € S sans souci. Le vecteur gradient en My est : (48,0,0). Et
Iéquation est : 48(x — 3) = 0, c’est-a-dire z = 3.
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[Planche 30. CCINP 2019]

1
Les fonctions @ : t — t2 —t et y : t — t* — 2 sont dérivables sur R et 2/(t) = 2t — 1 = 2 (t - 5) et

1 1
") = 4¢3 — 2t = 4¢ (t — —> <t + —> . La valeur qui annule 2’ est 1/2 et celles qui annulent 7/(¢
y'(t) 7 7 q / q y'(t)
sont 0 et +1/+/2.

1 1
Ainsi 2/(t) < 0 pour ¢ € |—o0, 3 et 2/(t) > 0 pour t € [5, +oo[. Et donc z est décroissante sur
1 ) 1
—00, 5 et croissante sur > +o00]| .

Puisy’(t)<0pourt€]oo L} y'(t) > 0 pourt € {L 0] y'(t) < Opourt e {0 L] y' () >0
) \/5 ) \/5, ) 7\/5 3

, décroissante

1 1
pour t € [— +oo[ et donc y est décroissante sur | —oo, — } , croissante sur [—E, 0}

7

1 1
sur |0, — | et croissante sur | —, +00| .

On remarque qu’il n’y a pas de point stationnaire.
Puis, lim z(¢t) = lim y(t) =+occet lim z(t) = lim y(t) = +oo.
T—+00 T—+00 T——00 T—>—00

On a par ailleurs, z(—1/v/2) = 1/2 +1/v2 = 1.2, y(—1/v/2) = —1/4, 2(0) = y(0) = 0, z(1/v/2) = —0.2,
y(1/v/2) = —1/4, 2(1/2) = —1/4 et y(1/2) = —0.1875.

De plus pour affiner le dessin, y s’annule pour ¢ = 0, t = 1 et t = —1 et donc franchit 'axe Ox en
M(t=-1)(2,0), en M(t=0)(0,0) et en M(t =1)(0,0). Ainsi (0,0) est un point double.

En M(t = —1/v/2)(1.2,-0.25), en M(t = 0)(0,0) et en M(t = 1/v/2)(—0.2,-0.25), la tangente est
horizontane et en M (t = 1/2)(—0.25, —0.1875), la tangente est verticale.

Enfin, le rapport y(t)/z(t) ~ t* quand t & +oco et donc la courbe présente une branche parabolique de

direction Oy.
» Tracé : la courbe part du haut a

droite (sous forme d’une branche pa-
rabolique de direction Oy) et descend
vers la gauche en franchissant 1’axe Oz
en M(t = —1)(2,0) jusqu’au point
M(t = —1//2) = (1.2,-0.25), ol
la tangente est horizontale. Puis elle
continue vers la gauche en remontant
et arrive par le dessous en M(t =
0)(0,0), ou la tangente est horizon-
tale. Puis la courbe descend toujours
vers la gauche jusqu’au point M(t = o.of
1/2)(—0.25, —0.1875) ol la tangente est
verticale puis la courbe continue de
descendre mais vers la droite jusqu’au
point M(t = v/2)(—0.2,-0.25), ot la
tangente est horizontale et enfin la
courbe remonte tout en allant vers la
droite et franchit 'axe Ox en M(t =
1)(0,0) et termine par une nouvelle
branche parabolique de direction Oy.

1
V2

1.0r

0.5

—0.51

-0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5
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[Planche 31. CCS 2018]

Déterminons deux solutions particulieres (non nulles) développables en série entiere de I’équation différentielle :

(E): y"(t) +ty'(t) +y(t) = 0.

“+oo
Posons y(t) = Z a,t™ avec un rayon de convergence R & déterminer plus tard. On utilise :
n=0
—+o00 —+o0
y'(t) = Z na,t" et y"(t) = Z n(n — 1)a,t" 2 pour t €] — R, R].
n=1 n=2

Remplagons dans 3" (t) + ty'(t) + y(t), cette expression devient :

+oo +oo +oo
Z n(n — Da,t" 2+ Z nan,t" + Z ant™.
n=2 n=1 n=0

Un glissement d’indice dans la premiere somme et ’on a :

+00 —+o0 +oo
Z(n +2)(n+ Dap4at™ + Z na,t" + Z ant”.
n=0 n=1 n=0
+oo
Comme 0 = Z 0 x t", on identifie les coefficients de chaque membre (deux développements en série
n=0

entiere sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux) et alors pour n =0, on a : 2as+ag =0
et pour n > 1,

(n+2)(n+ Dapt2 + nay, + a, = 0.

Cela donne : (n+2)(n + 1)apr2+ (n+ a, = 0= (n+ 2)an42 + a, = 0.
On remarque que 2as + ag = 0 se retrouve dans 1’égalité précédente. Donc :

Vn 22, a, = _n=2
n
On pose n =2p et :
-1 -1 -1 -1 -1 -1
agp = %GQP_Q = o X ma2p_4 = b X =1 X ... X —-ao.
Donc :
_ =

aop = 2P—p!ao'

On fait de méme pour n =2p+1. On a : agp+1 = %al.

Ainsi, pour tout t €] — R, R|,

( ) f 2p f 2p+1 -’_ZOO (_1);0 2p f (_1)p2pp| 2p+1
y(t) = ao,t°f + aoptit = aogt™® + ——ayt
= P = pt 2l S (2p+1)!
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. — (=1)P » — (=1)P2Pp! op 14
Donc si I'on pose y,, (t) = 1;0 2P—p!t P et yp, (1) = ;;0 mt P ona y(t) = aoyp, (t) +a1yp, (1)
On peut ensuite vérifier que les rayons de convergence de yp, (t) et de yp, (t) sont +oo.

(-1 (=1)P2Pp! 201

P
Il suffit de poser u,(t) = t2 et vy(t) =

2rp| 2p+1)!
: : upt1(t) Up+1(t) : -
Puis de faire les rapports 0 0 et de faire tendre p vers +o0. On trouve 0 pour limite.
Up Up

Ensuite, les deux fonctions t + y,, (t) et ¢ — yp, (¢) sont indépendantes et comme on sait que ’ensemble
des solutions d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 est un espace vectoriel de dimension 2, les
solutions de cette équation sont exactement les combinaisons linéaires de ¢ — y,, (t) et de t — y,, (1).

2
On peut remarquer que yy, (t) = e~ 4.

[Planche 32. CCINP2022]|

Soit la courbe paramétrée I' définie par M (t) = (z(t),y(t)) avec z(t) = 3t2 et y(t) = 2t>.

1. Etude et tragage de I'. On remarque que z est pair et y est impair. Donc la courbe présente une
symétrie orthogonale par rapport & Ox et on étudie pour ¢ € RT seulement. Puis on voit rapidement que
2 et y sont croissantes sur Ry et le point M (0) est stationnaire. Comme M”(0) = 6 et M®)(0) = 127,
le point M (0) est un point de rebroussement de premiére espece et la tangente est axe Oz. Le lecteur
fera le tracé.

Ecrivons une équation cartésienne de la tangente D, & T' en M(a).
r—3a® 1

y—2a3 a =0

Le vecteur (1,a) est colinéaire & M'(a). Et (x,y) € D, si et seulement si

On trouve ax — y = a>.

3. Déterminons les droites & la fois tangentes et normales & I'. Notons T}, la normale & T en M (b).
r—3b% —b
y—20 1

On trouve z + by = 3b% + 2b*. Ainsi, comme la tangente en M (a) est z — 1y = a?, il faut

Le vecteur (—b,1) est orthogonal & (1,0) et (z,y) € Ty si et seulement si

-0

b= —1/a et a®> = 3b* + 2b*

1
On obtient 2b% +3b* — 1 =0 et b = — . On pose X = b? et 2X34+3X2-1=0.
a
On remarque que X = —1 est solution et 2X3 +3X? —1 = (X +1)(2X2 + X — 1) = 0 et on trouve
1
X=—-1let X =—.
¢ 2

1
Finalement, b = i—2b et donc a = Fv/2.

7%

[Planche 33. CCINP 2022]

Soit M la courbe paramétrée définie par : z(t) = (1 + cost) cost et y(t) = (1 4 cost)sint.

1-a Soit g : t — cos®t — sin®t + cost.

Etudions les variations de g sur [0, 7]. On pose o € [7/2, 7] tel que cosa = —1/4. (On ne demande pas
de calculer a.)

g'(t) = —2costsint — 2sint cost —sint = —sin¢(4 cost + 1).

1
Comme t € [0, 7], 4cost +1=0< cost = i t=ca Ona:gla)=-9/8.

Donc comme —sint < 0 pour ¢ €]0,7[, ¢'(t) < 0 pour ¢ €]0,af et ¢’'(t) > 0 pour ¢ €]e, 7.

Ainsi g est décroissante sur [0, o] et comme g(0) = 2, g(7/3) = 0 et g(n/2) = —1, g(t) > 0 pour tout
t €[0,7/3[ et g(t) < 0 pour tout ¢ €]w/3, x].

2 On peut réduire I’étude de M a [0, 7] car x et y sont 2w-périodiques et donc on prend ¢ € [—m, 7] puis
comme 2z est paire et y est impaire, on se ramene bien & t € [0, 7] et on effectuera ensuite la symétrie
orthogonale par rapport a Ozx.
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3 Trouvons les variations de z et de y.

Ona2/(t) = —sint(2cost+1) et donc 2’ s’annulle pour ¢ = 0, 27/3 et 7. Et donc 2’ < 0 pour ¢ € 0, 27/3]
et ¢’(t) > 0 pour t €]27/3, 7[.

Quant & y/(t), on reconnait g(t).

En conclusion, = décroit sur [0,27/3] et croit sur [27/3,7] avec z(0) = 2, z(n/3) = 3/4, z(n/2) = 0,
x(27/3) = —1/4 et z(m) = 0.

Et y croit sur [0,7/3] et décroit sur [r/3,7] avec y(0) = 0, y(7/3) = 3v3/4 ~ 1.3, y(x/2) = 1,
y(27/3) = v/3/4 ~ 0.43 et y(7) = 0.

4 Calculons M'(r), M"(r) et M©®)(x).

2" (t) = —2cos(2t) — cost, (3 (t) = 4sin(2t) +sint, y”(t) = —2sin(2t) —sint, y® (t) = —4 cos(2t) — cost.

On a : M'(r) = (0,0), M"(7) = (=1,0) et M) (1) = (0,-3). Le point M(7) est donc un point de
rebroussement de premiére espece et la tangente en M () est portée par i.

5 Exprimons la longueur de M.

(@' (t))? + (y'(t))* = (—sin(2t) — sint)? + (cos(2t) + cost)? = 2+ 2cost = 4 cos® L.

Etl= 2/0m V' )2+ (y' ()2 dt = 2/01)1 QCos%dt =8.

6 Il reste & tracer enfin M. A faire par le lecteur. Il reconnaitra une cardioide.

[Planche 34. CCS 2019]

1. La fonction t +— t"(Int)? est continue (par morceaux) sur ]0, 1]. Le seul probleme éventuel est en 0.
On écrit avec le changement de variable t = 1/x :

! | dx o0 (Inz)?
n 2 _ 2 —
In/o t"(Int) dtff/ —(Inx) = 7/1 oo dzx.

+oo T
: Inz)? Inz)? Inz)? 1
Puis 22 x (;;il = (;lf)% tend vers 0 quand x tend vers +oo. Et donc (3;—2 =0 <x_%> quand z tend
vers 400, intégrale convergente.
Pour le calcul, on fait une premiere intégration par parties.
1 1 1 1 1 1
Tt 2Int Tt 2
In:/ t”(lnt)th:—/ x 20 dt + (nt)?| =—-——"— / t" Int dt.
0 o n+1 t n+1 0 n+1 Jy
Puis une seconde intégration par parties.
2 L 2 [t ! 2
In:7/ t" dt — Int| = ——.
(n+1)2 Jo n+1l|n+1 o (n+1)3
Int
2. Encore une fois le seul probléme est en +oo. Posons f(t) = DR fonction continue sur [2, +oo.
n

f(t) = e(Int)®—tIn(Int) = t2f(t) — 2lnt+(Int)*~tIn(lnt)

On fait le changement de variable z = Int et f(t) = erta’—e"Inz Op remarque que 2z + 2 — e®Inx ~

1
—e®Ilnz quand ¥ — +oo et donc t2f(t) tend vers 0 et donc f(t) = o (t_Q) quand t tend vers +oo,

intégrale convergente.

(n!)?

on?

3. Comme u, = > 0, on applique d’Alembert.

Un41 n+1 ! 2 2712 —2n—1)1n
u: - ((2(n+1))2) % (n!)? = (n+1)%72nm 2,
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2

(n!)

Cette quantité qui tend vers 0 quand n tend vers +oo et donc la série Z e

n=0

converge.

[Planche 35. CCS 2019]

1
1. Pour tout couple (P, Q) € R[X]?, on pose : ¢(P,Q) = / P(z)Q(z) dx.
0

On a immédiatement ¢(P, Q) = ¢(Q, P). Et ¢ est symétrique.
Puis ¢(P,aQ + R) = ad(P, Q) + ¢(P, R). Et ¢ est linéaire par rapport & la seconde variable.
1

Puis ¢(P, P) = / P(z)*dx > 0 et si ¢(P, P) = 0 alors comme t — P(t)? est positive et continue, et

0
comme son intégrale sur [0, 1] est nulle, P est nulle sur [0, 1] donc sur R (car a une infinité de racines).
En conclusion, ¢ est un produit scalaire sur Ry[X].

1
2. Déterminons inf , 1,)cr2 / (x* — ax — b)? dx.
0

Il s’agit de ||pr(2?) — 22|, ot F est Ry[X] et pr(2?) est la projection orthogonale de z? sur F.
e Commencons par trouver une base orthonormée de R;[X].
Onpose Vi =1let Vo =x+ A

1
1 1
Commegb(Vl,Vg):/ (x+A)dz=0,ona: §+)\:Oé)\:f§.
0

1 2
1 1 1
On a par ailleurs ||[V3]|%2 =1 et || V2|2 :/0 (:z: — 5) dr = 5 alors ||V = m

1
Une base orthonormée de Ry [X] est W) = 1 et Wy = 2/3 <x — 5) .
e Déterminons pr(2?) = ¢(a?, W1)W1 + (2%, Wa)Wa.

1 1 1 1 9
OH a ¢(II]27 Wl) - / IE2 de =—ct Qb(II,'Q, WQ) = / 2\/§$2 <:r — _> dIE — ﬁ
0 3 0 2 12

. 1 2v/3 1 2V3 1 1
insi pr(a?) = 3+ 20 =3 4+ 200V (0= ) o - ¢
! 1\ 1\
e Il reste le calcul de / <J}2 —x+ 6) dz. La quantité <$2 —x+ 6) vaut
0

4 1 1
4_23 =2 - -
x .17+3$ 31:—1—36

1 2 5 4 3 2 1
1 4 1 1
Ainsi/O (wQ—x—i—E) dr = [%—2.%+§.%—§%+%]0:1—% apres calculs.

[Planche 36. CCS 2023]

7) si x>0
0 si <0

8] [~

1
1. Allure de f. On a lim exp (—) = 0= f(0) et donc f est continue en 0.
x

z—0t

1 1 1
De plus, f/'(z) = —3 €XD (_E) > 0 pour z > 0 et f est croissante et le}r_’I_l exp (_E) =1.

oo

1 1
Enfin, 1 ") = lim — —— = 1 —X)=0et1l b t te horizontal
nfin, winohf(x) minoh -2 exp( x) Xiqumexp( ) et la courbe a une tangente horizontale
en O.

2. f est de classe > sur R’} car f est la composée de x > —1L et de exp qui sont € respectivement
€T
sur R% et sur R.

3. On remarque que Py = 1 et que P, = X?2. Supposons le résultat vrai a 'ordre N.

orenie) = (o (2) 7)) =~ (2) 10+ (2) oo (1)
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Ce qui donne fV+1(z) = (—%PZ/\, (1) + iPN (é)) f(z).

x
Ainsi PN+1 = _X2PI/V +X2PN.
4. Montrons que f est de classe € sur R.

Il suffit de vérifier que f est de classe € en 0. Comme f est la fonction nulle pour x < 0, il suffit de
vérifier que lim+ F™ (&) =0 pour tout N € N.
z—0

lim f™)(z) = lim Py(t)exp(—t) =0

r—0+ t——+o00

car ’exponentielle ’emporte sur les fonctions puissances en 'infini.

[Planche 37. CCINP 2023]

1. On pose pour tout n € N* et tout z € R, f,(z) = nz + 1o
e

fn est de classe €2 sur R par somme et composée de fonctions €2 sur R.

e*(e* —1)

R

et donc f//(x) > 0 si et seulement si x > 0.

La fonction f,, est donc strictement décroissante sur R~ et strictement croissante sur R*. Comme f,(0) =
nfi > 0, f/ est & valeurs positives et donc f,, est strictement croissante sur R. Comme lim f,(x) = —oc0
Tr——00

et lim f,(x) = +o0, on complete le tableau de variations.
T—+00

2. L’équation f,,(z) = 0 a une seule solution z,, sur R d’apres le T.V.I car f,, est continue, strictement
monotone et change de signe. Comme de plus f,,(0) = % >0, z, <0.

1 1 1 1
(L) =it —— =1+ ——— <0
f( n) nn+1+6_5 +1+e_5<

1
Donc —— < x,, < 0 et on en déduit la convergence de la suite (x,,) vers 0.
n

—— revient & montrer que —2nx,, tend vers 1.

Montrer que z,, ~
n—+oo 2N

2
=0= -2 =—
14 e*n M 1+ exn’

nr, +

quantité qui tend bien vers 1 quand n tend vers +oc.

1
——, la série Z T, diverge.

1.
Enfin comme E — diverge et comme x,, ~ ,
n n—4oo 2N

[Planche 38. CCINP 2021]

Soient dans R? les surfaces

Si:a?2+4222-1=0etSy: y>?+322—-1=0.

1. Montrons que A;(1,1,0) et Ay ( ) appartiennent aux surfaces.

1L
VERRVE
Clairement 1 —1=0et A1 € 51,1/3+2/3—1=0et A2 €S 1—1=0et A € Sy etenfin3/3—1=0
et As € Ss.

On définit f1 et fo de R® dans R par : fi(z,y,2) = 22 + 222 — 1l et fo(x,y,2) =y + 322 — 1.

2. f1 et fy sont de classe € sur R? car ce sont des fonctions polynomiales.

3. Calculons le gradient de f; et de fa en (zo,yo, 20 € R3.

0 0 0
Vfl(anyOaZO) = (a—'];l(IE(),yo,Zo), a—f;(:ﬁo,yo,ZO), %(x()vy()azo)) = (21'0705420)'
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0 0 0
V fa(x0, Yo, 20) = (a—f(ﬂﬂo,yo,zo), a—f;(ﬂﬂo,yovzo), %(ﬂﬂo,ymzo)) = (0, 2y0,620).

4. Déterminons les points réguliers de S;. Ce sont les points qui n’annulent pas V f;. Seuls les points de
laxe 07 ne sont pas réguliers et comme Oj N S; = @, tous les points de S sont réguliers.

Remarque : De méme, tous les points de S5 sont réguliers.
5. Déterminons les équations des plans tangents a S; et a Sy en A;.
On rappelle que le plan tangent & My(xg, Yo, 2z0) & S1 a pour équation

0 0 0
(= 20) G (a0, 20) + (4 ) (o o ) + (220) (a0 s 20) = 0.

On trouvera (r — 1) x 2 =0 < z = 1. De méme, y = 1 est une équation du plan tangent en A; a Ss.

[Planche 39. CCS 2023]

-1 2 2
Soit A = 1 -1 0

-1 0 -1
1. On montre rapidement que le polynome caractéristique xa(t) = (¢ +1)2. Si A est diagonalisable alors
A est semblable & —I3 donc vaut —I5 et c’est absurde. Enfin, comme x4(t) est scindé dans R, A est
trigonalisable dans R.

-1 1 0
2. Montrons que A est semblable & T' = 0o -1 1
0o 0 -1
-1 2 2 T —x
. y+z = 0
On commence par résoudre AX = - X < 1 -1 0 y | = -y | & { _ &
z 0
-1 0 -1 z —Zz
0
E_1(A) = Vect 1
-1
0 a d
On pose alors P = 1 b e |etonaT=P 'AP ouencore PT = AP.
-1 ¢ f
0 a d -1 1 0 -1 2 2 0 a d
1 b e 0o -1 1 = 1 -1 0 1 b e
-1 ¢ f 0o 0 -1 -1 0 -1 -1 ¢ f
0 —a a—d 0 —a+2b+2c —d+2e+2f
& -1 1-b b-e = -1 a—2>b d—e
1 —-1—c¢c c¢—f 1 —a—c —d—f
0 1 d 0
Alors P = 1 d e et on peut choisir d = e = 0. Et donc P = 1
-1 —d L-e -1

3. Calculons les puissances de A. On a : A” = P~'T"P. Un calcul donne P! =

oo cor
VO = ko O
v oo —

Puis T = —I3 + C et comme C3 = 0, C est nilpotente d’ordre 3.

<Z> CH(~I)"F = i <Z> CH(~I;)" .

" = (C - I;)" =
k

n

0
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Finalement, 77 = (—1)"I3 + n(~1)""1C + 221 (_1)"C?. Le lecteur terminera le calcul.

|Planche 40|

-2 2 -1
Soit A== —1 —2 —2 | . Nature de '’endomorphisme ¢ canoniquement associé a A.
-2 -1 2

Si C1, Cy et C3 sont les colonnes de A, (Cp,Cs,C3) est orthonormé et donc A est la matrice d’une
isométrie. Puis C; A Co = C5 et donc A est la matrice d’'une rotation. Puis AX = X donne (1,1,—3)
pour vecteur dirigeant I’axe. Puis 14+ 2cos@ = Tr(A) donne § = + arccos(—5/6). Puis Det (77, @, (@)
avec @ = (1,—1,0) est positif et on prend 6 = arccos(—5/6).

[Planche 41. CCINP 2019]

E+1\"
Nature de la série Z (Z) (k:—j;2) avec k entier fixé de N.
n=0

E+1\"
Comme u, = (Z) (k—J—it2> > 0, on va tenter la régle de d’Alembert.

(n+1)! E+1\"""
Upp1  Kl(n+1—-k)!\k+2 oon+1 kE+1

w nl ELIN"  n+l—k kt2
Elln — k) \k+2

. iy k+1 -
et cette derniere quantité tend vers PR €]0, 1] et donc notre série converge.

[Planche 42. CCINP 2019]

1. Pour tout M € M, (R), pour tout N € M, (R), pour tout A € R,

F(M + AN) = A(M + AN) = AM + MAN = f(M) + Af(N).

Et de plus f(M) € M, (R).

a b

2. On pose M = ( e d ) et B=(E11,Er2,Es1, Es2) base canonique de Ma(R).

(5 )= (48) (8 1)

a 0 b O
. 0 a 0 b 9 R
On obtient Matg(f) = c 0 d o e Det (f) = (Det (A))* apres calcul.
0 ¢ 0 d

Enfin f est un automorphisme si et seulement si Det (f) # 0 et donc si et seulement si Det (A) # 0 et
donc si et seulement si A est inversible.

[Planche 43. CCINP 2019

1+¢2
On remarque pour commencer que f : ¢ — arctan (ﬁ) est définie pour t # +1. On prend ¢t €] — 1, 1]

car le but est d’avoir un D.S.E donc sur un intervalle centré en 0. Impossible de calculer le D.S.E

directement car ce serait infernal. On commence par dériver f et on fera le D.S.E de f’ puis on 'intégrera.
1+ t2 4t u(t)

Ici f(t) = arctan(u(t)) avec ’LL(t) = 1_ t2. Aprés Calculs, ’U/(t) = m et f/(t) = T’U,Q(ﬁ) OH
obtient : f/(t) = T apres simplification. Il reste a faire le D.S.E sur | — 1,1][.
400 +o0 +oo 4n+2
1 2(—1)™Ant
= —1)"z" ") =) 2(—1)"¢ntt t) = K,ou K € R.
s~ L = 0 = A 5 0 = 3 S KoK e
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Comme f(0) = arctanl =7/4, on a K = 7.

[Planche 44. CCINP 2025]

X1 Xl
Xo Xo
1. Pour commencer X = . = M = ) (X1 X

X, X,
(X:X;), avec i et j variant de 1 a n.
X1 X;
X, X;
Chaque colonne C; de M est ) = XjX.

X, X,

X, ) € Mu(R) et M =

Donc toutes les colonnes sont dans la droite vectorielle de base X et Rg(M) < 1. Ainsi la loi de R est

une loi de Bernoulli.

P(R=0)=P(X=0)=P (ﬁ(xi = 0)) = ﬁP(Xi

i=1

Alors P(R=1) =1 —¢" et R suit la loi de Bernoulli B(1 — ¢™).

2. Ona Tr(M) = X7. Puis pour tout i, P(X? = 1) & P(X; =1).
=1

Ainsi X? suit une loi de Bernoulli et comme P(X? = 1) = p, X? ~ B(p).

=0)=4q"

Les v.a.r X7 sont indépendantes par le lemme des coalitions. Ainsi, Tr(M) ~ B(n,p).
3. M est une projection si et seulement si M? = M. Puis M? = X XTXXT = X(XTX)X7T.

X1
Xo
OrXTX=(X1 X2 ... X ).| . |=X{+..+X2.

Xn

Ainsi : M? = (X2 4+ ...+ X2)XXT = (X? + ...+ X2)M. Et M est une projection si et seulement si

X+, +X2=1

Cela donne que pour tout ¢ fixé entre 1 et n, X; =1 et X; = 0 pour tout j # ¢.

n
P(M projection) = qu"_l = npg" L.
i=1

[Planche 45. CCS 2025]

1. Pour tout P, @, R polynomes, (P, Q) = (Q, P) donc symétrie
Puis (P, @ + AR) = (P, Q) + A(P, R) donc linéarité.
Puis (P, P) est positif malgré son age! (Je sais je la fait tout le temps)

Enfin si (P, P) est nul (a cause d’Alzeihmer), c’est surtout qu’alors tous les ay sont nuls et donc P = 0.

2. Ona: Fi* ={Z €R[X], (Z,1- X) =0}. En prenant Z = » _a;X*, (Z,1-X) =g — a1 =0.

Et donc Z = ap(1+ X) + Y apX*.
k=2

o0
Par ailleurs soit P = Z ap X" € R[X] quelconque. Trouvons a et § réels tels que

k=0

P=ay+aX+) aX"=a(l-X)+p(1+X)+> aX"

k=2

1 suffit que ag = a + 3 et a1 = —a + B. Alors a = 1 (ag — a1) et 8= 1(ag + a1).

Ainsi tout polynome P est bien somme d'un polynéme de F} et de Fi-.

Comme F; et Fib ont nécessairement une intersection nulle, R[X] = F} @ Fi-.
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3. Fyb apour base {1-X,(1-X)X,...,(1-X)X",....}. Prenons P = Zaka € Fit.

k
Ona: (P1-X)=0=ay—a; =0, (Pb,X-X)=0=a; —ay=0, .., (P, X" - X") =0 =
an — an4+1 = 0, etc
Alors Fj- est constitué de polynomes & coefficients égaux. Mais comme de plus si p = deg(P), ap+1 =0
et comme a, = apy1 alors a, = 0 ce qui est absurde. Donc seul le polynome nul est dans Fi-.
L’égalité Fy @ F3- = R[X] est fausse car sinon F, = R[X] ce qui n’est pas le cas.

Remarque : En conclusion F @ F- = E n’est pas toujours vraie si E est de dimension infinie.

[Planche 46. CCS 2025]

2.

2. (En fait il faut aussi montrer par récurrence que u, > 0 mais

1. On fait une récurrence. On a ugy >
2

Supposons u, = 2, Upt1 =2+ — =
Un

c’est le méme process.)
2

2. Rapidement ¢'(x) = —— — 1 < 0 et g est strictement décroissante.
T

3. g(z) tend vers +oc en 07 et g(x) tend vers —oco quand z tend vers +oo.

Comme g est strictement décroissante et continue sur ]0,4+o00[, et change de signe, d’apres le T. V.1, il
existe a € R, g(a) = 0 ou encore f(a) = a.

5. Comme f'(z) = —2/2% |f'(z)] < 1/2.
On utilise I'inégalité des AF.
|f(un) = f(@)] < maxgepp, ool |/ (@)]Jun — 0 = Junt1 — a < glun —af.

Remarque : La question qui manque c’est trouver la limite de (uy,).

1 n
Ona: |u, —al < (—) |up — | et donc lim w, = .
2 n—-+oo

[Planche 47. CCINP 2024]

1. Définition puis dérivée de arctan : vous savez tous que arctan est définie sur R et que arctan’(z) =
1/(1+ 2?).

T
Puis arctan (i) = — et écrivons le D.S.E de arctan.

V3 6
“+oo —+00 2 1
1 (—1)"a®nt
_ § -1 n,.2n t E
1+ 22 n:O( )'z arctan(z) = — 2n+1

Et le rayon de convergence est R = 1.
1

\/r_
2-a Calculons I = / ’ arctan(z) dz. On applique la méthode belge.
0

1
7 =l
_/ ° - i . dz + [z arctan(z)]y” .

1 %1 1\ 1
Ce qui donne I = [—— In(1 4 2?%) + 2 arctan ac)] =-In|1+ (—) +— arctan (—)

Et finalement, I = L In 4 + L.E.
2 3 V36

1 +oo n 2n+1 400 n L 400 k
f (=)™ [v5 , 1 (-1)
2-b t de [ = = gy = - .
On part de /0 -~ 2n+1 ZQn—i—l/ o 623k(2k+1)(k:+1)

+oo 0 t 1 f
2-c Partons de J = / arctant dt —/ are aln( ( ) / arctan( ) dz.
V3 =< zZ

3 T
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sk

1
Or arctan (—) + arctan(z) = g pour tout > 0 et donc J = /
x

; (g - arctan(:z:)) dx.

Et on obtient J = —— — I.

2V/3

[Planche 48. CCINP 2024]

Résolvons yY — 2y +y = 0 en posant z =y’ — 4.
Ona: 2" =y® —y".

y(4)fy(2) — (y(z)—y) =0=2'—2=0.

Il existe (X, p) € R? tel que z(x) = Ae® + pe™® pour tout z € R.
On écrit vy (x) — y(x) = Ae® + pe™ 7.
On commence par I’équation homogene associée, on a : yg(x) = ee® + ne™*.

Puis on cherche une solution particuliere de y;/ (¥) — yp, () = Ae”. On cherche une solution de la forme
A

Yp, () = axe®. En identifiant, on trouve a =  \. Et ainsi y,, (z) = 5:1761.

Puis on cherche une solution particuliere de y,, (7) — ¥y, (z) = pe™*. On cherche une solution de la forme

—x

Yp,(z) = bxe™™ En identifiant, on trouve b = —1 u. Et ainsi y,, (z) = —gme

Il reste a tout regrouper.
4 x —x )\ x K —x
Ae,n, A\, u) € RY Ve € R, y(z) = ee® + ne™* + Sre’ — Jre"

L’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 4.

[Planche 49. CCS 2024]

1. Un petit programme Python.

In [1]: import numpy as np
In [2]: def Planche49(n):
B a=0

for k in range(l,n+1):
a =a + np.arctan(k/(n*x2))
return a

In [3]: [Planche49(n) for n in range(1,10)]
Out[3]:
[0.7853981633974483,
0.7086262721276703,
.6510767214444797,
.6171004176652777,
.595288420890148,
.580222295973621,
.5692275638967339,
.5608634514894312,
0.5542923043862308]
In [4]: Planche49(100)
Out[4]: 0.5049914995100647

O OO O oo

Celui qui a un peu d’odorat sent qu’on tend vers 1/2, celui qui a le nez bouché, je ne peux rien pour lui.
—2z 2(3z% — 1)

2. R, f" = ——— —_
On a pour tout z € R, f"(z) A+ 222) 1+ 22))

, ON pousse jusqu’a f(3)(ac) =
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1
La dérivée tierce s’annule pour z = il/\/ﬁ. Elle est positive sur ]—oo, —— [ et sur ] —, —l—oo[. Elle

V3

Sl

est négative sur }

11

1 1 1 1
Ainsi f” est croissante sur | —oo, ——— | et sur | —, —l—oo[. Elle est décroissante sur ] -, — [
g |-oe 5 o | NERG
1
Comme f”(0) = 0 et comme f” tend vers 0 quand x tend vers o0, on peut en conclure que f” —3) =
—— est le minimum et f” <L> _ 9 est le maximum. Ainsi My = 9
8V/3 Vv3/) 8V3 ' 2T8VB
3. On applique le T.A.F a f', ona: |f'(t) — f/(0)] < [t| max,epo.q |7 (2)].
Cela donne pour tout ¢ > 0, |f'(¢) — 1| < Mat.
4. Partons pour un z > 0 fixé, —aMs < f'(z) — 1 < xMo.
t t t 2 2
/ —zMydx < / (f'(z) —1)dx < / My dx = 75M2 < flt)—t < 5M2.
0 0 0
k2 k k k2 R R
Cela donne ——— M, < arctan | — | — — < — M. Il reste a sommer k de 1 & n.
2n4 n2 n? =~ 2nt
~n(n+1)2n+ 1)]\42 <u, - n(n+1) < n(n+1)(2n + 1)M2.
12n4 2n2 12n4
.  (n+1)(@2n+1) 1 1 (n+1)(2n+1)
Cequldonne.fT Q\Un*§*%<TMQ
1 (n+1)2n+1) 1 (n+1)2n+1) 1 (n+1)(2n+1) 1
0 oo TR gy g — T REN T Qg — = TR D 0
e e 1213 25 9 1213 25Uy 1213 2t o
1 1)(2 1)M.
On a bien : pour tout n > 1, |u, — %| < o (n + )52713—1— ) 2 Eten particulier u,, tend vers %
n n

[Planche 50. CCINP 2024]

1. Posons j = 5. On sait que j3 =1et 1 +j + j2 = 0.
P =0+ =" -1=(=)"-j"-1=->-j-1=0.

2. Comme j% =, j2 est aussi une racine de P.

Puis P/ =7(X +1)° —=7XC% et on a P'(j) = 7(—5%)% — 7j% = 0. Ainsi, j est aussi racine de P’ et par voie
de conséquence j2 est aussi racine de P’. Il reste & passer & P” et on voit que j n’est pas racine de ce
polynéme (le faire). On s’arréte 1a pour j et j2 et on peut déja conclure que (X2 + X + 1)? divise P.
Puis P(0) = 0 et X divise P. Enfin, la formule du bindéme appliquée & P montre que le terme en X7
s’élimine et donc le de gré deP est 6 avec pour ménome de plus haut degré 7X6.

6 6
7 7
Il exist R tel P=7X(X?+X+1)*X . C P = Xk _1= X6 1
existe a € R tel que (X?+ X +1)*(X 4 a). Comme kz_o(k) ; k , le
terme de plus bas degré de P est 7X. Donc a = 1.

Bilan : les racines de P sont —1, 0, j (double) et j? (double).

[Planche 51. CCS 2024]

1. On part d’une solution y développable en série entiére sur | — R, R[ avec R & déterminer.

+00 +oo +oo
y(z) = Z anz”, y'(z) = Z na,z" et y'(z) = Z n(n — 1)ap,z" 2.
n=0 n=1 n=2

La quantité z(x — 1)y" () + 32y’ (z) + y(z) devient :

—+o0 —+o0

+oo +oo
n(n — apz™ — n(n — Dapa™ ' + 3nan,x™ + anz"
=1 =0

n=2 n=2
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Ou encore :
+oo +oo —+oo —+oo
Z n(n — Dapz™ — Z n(n+ Dapt12™ + Z 3na,x" + Z anx”.
n=2 n=1 n=1 n=0
Ou encore
+oo
Z (n(n —1an, —n(n+ Dant1 + 3n + Day) 2" — 2a22 + 3a12 + a1x + ap.
n=2

On applique alors 'unicité du D.S.E .

ap =0, 2a =4aj et Vn = 2, (n(n — 1) 4+ 3n + 1))a, — n(n+)a, =0

n+1
On a donc : ap41 = + an pour tout n > 2 et as = 2a;.
n ><n_1>< ><3><2

an = .. X = X —a; = naj.

"Tn—1 n-2 2 71" !
= aizr
1 P— niil
Il reste y(z) = ng_lnalz 0o

2. Le rayon de convergence est clairement 1.

[Planche 52. CCINP 2019]

1
1. On pose f(x) :/ t7V1 — tdt.

0

1
1) La fonction h, =t — t~*y/1 —t est pour tout x fixé continue sur |0, 1]. De plus h,(t) ~ = quand t

tend vers 0. Donc h, est intégrable pour z < 1 et f est définie sur | — oo, 1[.

Enfin, f(O):/O V1—tdt = [—(1%)2] :;
0

2
Déterminons le sens de variation de f.

r<y=—x>-—y=—zln(t) < —yln(t) = e =00 < ey) = =7 < 4=y,
On en déduit donc que f(z) < f(y) et que f est strictement croissante.

3) Ona:0<+/1—t<+2pour tout t € [0,1].

1
Donc Va €] — o0, 1[, 0 < f(2) < \/5/ t* dt.
0

2
Ce qui donne : 0 < f(x) < 1\/_ .
—x
Quand z tend vers —oo, f(z) tend vers 0.
Quand z tend vers 1, f(1) a pour intégrande /1 — t/t qui est équivalent & 1/t quand ¢ tend vers 0 et
donc f(1) est infinie.

[Planche 53. CCS 2019]

dx

4 T cos (%
On pose pour n € N, I, = / In (2 sin (E)) cos(nz)dz et J, = / sin(nx) — (i)
0 2 0 sin (5)

1. Montrons l'existence de I,, et de J,, : In (2sin (%)) cos(nz) ~ In(z) quand z +— 0.
Comme In(z) est intégrable sur [0, 7], I, existe.

sin (5
Puis %n (925) ~ g = 2n quand z — 0F. Et J,, existe.

sin(3) 5

o ”lcos(%) sin(nzx) [ (T sin(nz)}7r
2., Ona: [, = /0 2'sin(%)' " dr + 1n(2sm(2)) .

n
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1
On en déduit que I,, = ——J,
2n
Calculons J,41 — J,, = / C?S (f) (sin((n + 1))x) — sin(nx)) dzx
o Sin (5)
On rappelle que eP — ¢ = ¢”2" 2; sin <Z%> et donc : sin(p) — sin(q) = 2sin (1%) cos <Z%) )

(2n + 1)1:) _

sin((n 4 1))z) — sin(nz) = 2sin (5) cos ( 5
Il reste Jp41 — Jn = 2/ o8 (5)

2 2o (50 ) it f o (252

Puis encore une formule trigo termine le travail.

ety =2 [ (o (22 o (222)) = [l ) ]

Comme on a divisé par n, on a donc J, 1 = J,, que pour n > 1.
Il reste Jo =0 et J; — Jo = 7 et donc J; = w. La suite (J,,) est une suite arithmétique et pour tout n > 1,
Jn = nm. On peut étendre a Jy = 0.

T

1
Etl, = ——nm=—~
m' T T

[Planche 54. CCINP 2024]|

1.0na X(Q)=[1,n—-2],Y(Q) =[2,n—1] et Z(2) = [3, n]. Le nombre de tirages est (Z)
1
Tous les tirages sont équiprobables et P(X = j,Y =k, Z =1) = —.\ powr lj<k<li<n.
(5
Vke[2,n—1], P(Y =k) = ZP(X:j,Y:k,Z:l):(

n—1
Remarque : On peut vérifier Z PY=k)=1.
k=2

2. Ona B(Y) = i EP(Y = k) = i k(k <12L(>” —k) _ (711) S (K2 — k) (n— )
k=2 k=2 k=2
3 3

On développe : E(Y) = % ni(nk2 k> —nk + k?)

k=2

3
On rappelle que : ;k = w, ,; k? = n(n - 1)6(2717 1), ; L3 — M
Un calcul fou donne E(Y) = ﬁ <n(n -1) <(n + l)éQn - _ n(n; D_ g)) .
3
Ou encore E(Y) = oy 16;(71 5 (n(n1; D (2n+2)2n—1)—3n(n—1) — 6n)) et donc :
E(Y) = 0 n =D gy 1) = 2L

S nn—-1)n-2) 12 2
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[Planche 55. CCINP 2023]

1. Soit f:z+— e qui est paire et F' la primitive de f telle que F(0) = 0.
+oo
La limite de F en +oo est finie car et = o (t%) et 'intégrale / et dt est convergente.
0

2. F est impaire car f est paire.
Comme F'(z) = e~® > 0, F est strictement croissante.
Pour l'allure de F;, c’est a vous.

1 1
3. On pose dans la suite G(z) = / f(tx) dt = / e~ dt. On pose u = at.
0 0

1
1 F
G(z) = / e = du = (x), et cela pour tout z € R*.
0 T T

Fl) _ . F@)-F()

N — 15 _ !/ _
4. Ona.ilg%)G(x)—ilg% x 50 z—0 =F)=1.
Supposons lim F(z) =1>0, alors lim G(z)= lim =0.
T—+00 T—>+400 o400
F F’ F —a*
5. Pour z £ 0, G'(x) = — (f) + () _ (f) 4 e .
x x x x
_ F) 4
6. hmwzhmzizhm (F(l’) _l)
x—0 z—0 x—0 x z—0 2 xT

1
Ona:e‘zz:1—$2+0($2)etF(ac):F(O)+J:—§x3—|—o(m3):x——xs—i—o(acs).
Enﬁn,hmw:hm 17571 —0.

z—0 z—0 z—0 \ T 3 x

7. Pour z > 0, G'(x) = l <612 _ F(x)) '
T

2
—X

r F(x
On a (ft2 dt > x.eiIQ pour x > 0. Et donc >e

0
On en déduit que G'(z) < 0 pour = > 0 et G est strictement décroissante sur R..

P,

8. Pour tout z € R, z G'(z) = +e™® = —G(x) + f(x). On a bien ce qu’on veut.



