Correction DS N°01 Lsur 4

MATHEMATIQUES

| EXERCICE 01 |

-1
On consideére la fonction f: C\ {—1} — C définie par : Vz € C\ {-1}, f(2) = ZJF T
2

On rappelle que iR = {z € C, Re () = 0} désigne ’ensemble des nombres imaginaires purs, et on pose
U= {z €C, |z| =1} Pensemble des nombres complexes de module 1.

Partie A - Lieux de points

1. Soient les nombres complexes ¢ =1, b= -3 et c = %(—3 + 2iV/3).

Calculons f(a), f(b) et f(c) et montrons que les points A, B et C' d’affixes respectives f(a), f(b) et f(c)
forment un triangle équilatéral.

On a rapidement : f(a) =0, f(b) =2, f(c) =iV/3 +1=2¢'5.

On a immédiatement AB = AC' = BC = 2 et I’angle entre AC et AB est 7/3. Ainsi, (ABC') forme un
triangle équilatéral.

2. Ecrivons le lieu des points M d’affixe z tels que f(z) € U.

Il s’agit des z # —1 tels que |z — 1] = |z+1|. Si D(1) et E(—1) alors M parcourt la médiatrice du segment
D, E|.

[On pe]xut le retrouver par le calcul : [z —1|=]z+ 1| z-1)E-1)=(:z+1)(z+1)<2z+z=0.
Clest i R.

3. Ecrivons le lieu des points M d’affixe z tels que |f(z)| = v/2.

On s’inspire du développement précédent :

lz—1=V2z4+1e z-1E-1)=2z+1)E+1) o2 +y2+62+1=0.

Pour ceux qui connaissent, il s’agit du cercle : (z + 3)* + y% = 8 soit le cercle de centre (—3, 0) et de
rayon /8.

Partie B - Etude d’une suite récurrente

1-a. e Montrons que I’équation f(z) = 1 n’a pas de solution.

En effet, sinon, z—1 =2+ 1 et donc —1 =1, ce qui est absurde.

e Montrons que pour tout nombre complexe w # 1, 'équation f(z) = w admet une unique solution, que
I’on exprimera en fonction de w.

14w
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1-b. La fonction f est-elle injective ? Surjective ?

Onécrit: f(z)=wez-1=w(iz+1)ez=

La valeur 1 n’est pas atteinte et f n’est pas surjective. Par contre, la restriction de f de C\{-1} — C\ {1}
est bijective. Par conséquent, f est bien injective.

1-c. Montrons que pour tout nombre complexe z € C\ {—1,0,1}, ona: f(z) € C\ {-1,0,1}.

Ona: f(z)=—-1<2=0et f(2) =0« z=1. Et —1 ne sera jamais atteint. Ainsi, pour tout nombre
complexe z € C\ {-1,0,1},ona: f(z) € C\ {-1,0,1}.

2. Dans la suite, on considere la suite (uy,),en définie par : { V;LOEEN(,CQnE__llz’O}(lgn)

2-a. Résolvons I’équation f(z) = z.

z—1
C’est-a-dire 7 = ou encore 22 = —1 et donc z = +i.
z
2-b Que dire de la suite (uy,) si ug € {—4,i}?
On a f(—i) = —i et f(i) = donc si ug = i, (uy) est la suite constante de valeur i et si ug = —i, (u,) est

la suite constante de valeur —i.
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2-c Siug ¢ {—1i,1}, alors pour tout n € N, u,, ¢ {—i,i}.

En effet, d’apres la question précédente, I'image réciproque f~1(i) est {i} et 'image réciproque f~1(—1)
est {—i}.

Ona:wug ¢ {—ii} < u = fluo) ¢ {—i,i}.

Par récurrence, ug ¢ {—i,i} < up = f(un—1) ¢ {—4,4}.

3-a Démontrons que la suite (v,,) est géométrique de raison —i.

Uy — 1 )
[ R ‘ ' '
On écrit : v,11 = Un 70 _ U, +1 _ —z(un _-’L)+un i
Up + 1 un*1+i i(tn +17) + tn +i
Up +1
R T N S U L) B B

Ou encore : vy41 = = = —iUy,.

B - - - Un T =
Up — 1 +iu, +1  (up+4)(1+14) 1474

Donc la suite (v,) est géométrique de raison —i.
3-b Montrons que la suite (v,,) est périodique de période 4 et que ses termes sont les affixes d’un carré.
En effet, v1 = —ivg, vo = —wg, v3 = vy, v4 = vg. Par récurrence immédiate, pour tout p € N,
Ugp4+1 = —10V0, Vap+2 = —Vg, Vap4+3 = Vg €t vapyrqa = vo.
Enfin, si 'on prend vy (qui est non nul), ivy est déduit de vy par une rotation d’angle 7/2, puis —vg est
issue de ivg par la méme rotation et enfin —ivg toujours par la méme rotation. Les quatre points associés
sont bien les sommets d’un carré.
3-c Montrons que la suite (u,) est également périodique de période 4.

1
Ona:u, =1 + Un

. Et comme (v,,) prend quatre valeurs, il en est de méme de (u,) qui a la méme

n
période.

| EXERCICE 02 |
zvax? +1

r—1

1. Soit f la fonction : x . On a immédiatement Dy = R\ {1}. Pour tout = € Dy,

T X 3 X2
(\/z2+1+7 :E22—+1> (x—1)—ava?+1

5 5 xx%wa 2 1) — o(x?
vV +1<\/z +1+7x2+1>( 1) — a( +1).

(r—1)2vVz?2+1
Ce qui donne :

f/(x)_((1‘2+1)+$2)(1‘71)*1‘(x2+1)_(2x2+1)(z71)71,371'_ 392 1
= (z—1)2V22 +1 B (z — 1)2va2 + 1 ETEEITN

On pose ¢(z) = x3 — 22% — 1.
2. On remarque que ¢'(z) = 3z% — 4z = 2(3z — 4) qui s’annule en # = 0 et « = 3. Donc ¢/(z) < 0 &
x €]0,4/3[. ¢ est croissante sur | — 0o, 0] a valeurs dans | — oo, —1[ puis décroit sur [0,4/3] et a valeurs
dans [—1, $(4/3)] puis croit sur [4/3,400[ et & valeurs dans [¢(4/3), +o0].
D’aprés le T.V.I, ¢ s’annule une et une seule fois en « €]2,3[ car ¢(2) = —1 < 0 et $(3) =8 > 0.
Finalement, ¢ est & valeurs négatives sur | — co, af et & valeurs positives sur [«, +00].
Et f/ ale signe de ¢.
Alors f est strictement décroissante sur | — oo, 1[ et & valeurs dans R. En passant f(0) = 0. Puis f
est strictement décroissante sur |1, o et & valeurs dans | 4+ oo, f(«)] puis est strictement croissante sur
[, +00[ et & valeurs dans [f(«), +00l.

/o2
En passant, f(a) = %irl > 0.

3. Ecrivons le développement limité de f en 0.
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Le DL a l'ordre 2 suffit pour avoir la tangente et la position de I'y par rapport a cette tangente.

On sait que :

T+ %xg + o(z3)

r—1

VIFTE = 14 50+ o(e?) = [(0) =

=—(z4+32% +0(2%)) (1 + 2+ 22 + 23 + o(2?)) .

En développant, f(z) = —x — 2% + o(z?).
En conclusion, y = —z est la tangente et elle est au dessus de I'y.

Remarque : comme f/(0) = —1 et f(0) = 0, on a I’équation y = —a sans DL. Mais si 'on a envie d’avoir

la position locale de cette tangente, il faut faire le DL.

4. Faisons un développement limité généralisé de f en +oo pour trouver les réels a, b et ¢ tels que :

f(a:):ax—l—b—i—g—i—o(é)

quand z tend vers +oc0.

On pose t =1/x et :

zvVr? +1 %\/t%+1 %X

1
t
r—1 1 1-1 t 1t

t

Il reste a passer a un DL en ¢ = 0.

1 Lo 2 2 2
= (1358 o) (14+t+t2+o(t?)).
Il reste :

flz) = % <1+t+gt2+0(t2)> :%+1+gt+o(t)-

Et donc :

f(z)z+1+%+0<%>.

Ona:a=b=1etc=3/2

En conclusion, y = x + 1 est asymptote oblique & I'y qui reste au dessus de son asymptote car 3/(2x)

tend vers 07 quand z tend vers +oo.

Remarque : Procédons de fagon similaire quand x tend vers —co. On pose encore x = 1/t.

x\/xz—ﬂ_%\/%m%_%x——l\/m_ 1V +1

t
1 1
z—1 71 71 t 1—-1¢

On obtient 'opposé du DL de 4. On a :

f(x)x13+o<l>.

2z T

En conclusion, y = —z — 1 est asymptote oblique & I'y qui reste au dessus de son asymptote car —3/(2x)

tend vers 0% quand z tend vers —oo.
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| EXERCICE 03 |

Quelques équations dans C.

1. Résolvons dans C, e€?? 4+ ¢* +1 = 0.

On sait que I'équation X2 + X + 1 = 0 a pour solutions X = j = €25 et X = j2 = e*5, d’apres notre
culture.

o ) o 27
Sie* =e?3, on a: e’ e =23 :e””zlety=?+2k7r,kez.

- ) - 47
Sie* =e*3, ona:e’e¥ =et3 :e””zlety=?+2k7r,kez.

Bilan:Sol{i(%+2kﬂ),i(4§+2kw),k62}.

2. Trouvons les racines carrées de —7 — 24i. On pose z = x + iy = (v +iy)?> = —7 — 24i et |x + iy|? =
| — 7 — 24i].

22 +y? = V625=25

2?2 —y? = _7 =22=91y2=16¢t 2y < 0.

zy <0

Il reste Sol = {—3+ 44, 3 — 4i}.

3. Résolvons I’équation 23 — 222 — iz + 3 — i = 0 sachant que —1 en est une solution triviale.
Indication : on pourra écrire 2% — 222 — iz +3 —i = (2 + 1)(2%2 + az + b), olt a et b sont deux complexes
a déterminer.

(z+D)(22+az+b) =23+ (a+1)22+(b+a)z+b=23—222—iz+3—i.Ona:

at+1 = -2 . _3
bta = —i ﬁ{z — s
b = 34 - !

Résolvons (1) : 22 =32+ 3 —i=0. Son A =9 —4(3 — i) = —3 + 4i. Cherchons les racines carrées de
-3 + 4.

On pose z = x + iy = (v +iy)? = =3 + i et |z +iy|®> = | — 3 + 4.
2> +y? = V/25=5
2 —y? = -3 =22=1,9y2=4et zy > 0.
xzy >0

Il reste Sol = {1+ 2i¢, —1 — 2i}. Et les solutions de (1) sont : 21 =2+1i et 20 =1 —1.
Finalement Sol = {—1, 2+, 1 —i}.

, . 2 Z1 —+ z9 = 2
4. Déterminons (z1,z2) € C? tels que { iz = 17
On sait que z; et 23 sont les solutions de 22 — 2z +17 = 0. Son A = —64 = 82i2 et donc les solutions sont

1+ 4s.



