Correction DI N°02 Lsur 5

MATHEMATIQUES
| EXERCICE 01 |

On note E = M3(R) Pespace vectoriel des matrices de taille 3 x 3 & coefficients réels.
On considere les éléments suivants de E :

1
I=10 et A=1|-1 -1 -1
0

o = O
_= o O

Partie A Etude de I’endomorphisme associé a A

On considere I'espace vectoriel R® muni de sa base canonique notée B = (e, e2, e3) et 'endomorphisme
f de R3 tel que

fle1) =2e; —ex +e3
f(€2) = 261 — €2 + 263
fles) =e1 —e2 +2e3
1. La matrice Matg(f) de ’endomorphisme f dans la base B est évidemment A.

2. Calculons le rang de la matrice Matg(f).
2 2 1

Onpart de A= | -1 —1 —1] et par exemple les opérations élémentaires successives :
1 2 2

L3+ Lo+ L3, Ly < Ly +2Ly, Ly < Ly + L3

0 0 3
donne : 0 1 1 ].C’est une matrice de rang 3.
-1 0 0

Alors les trois colonnes sont une base de Im f et donc [ est surjectif.
3. e Déterminons le noyau de ’endomorphisme f.
On peut résoudre le systeme AX = 0 mais c’est idiot. D’apres le théoreme du rang,

dimR3 = dimKer f + Rg f = 3 = dimKer f = 0 = Ker f = {(0,0,0)}.

Ainsi f est injectif. Et donc f est bijectif.
4-a On pose F = {u € R3: f(u) = u} et les vecteurs e} = (1,0, —1) et e = (1,—1,1).
On va montrer que F est un Vect et on démontre ainsi directement que F' est un sous-espace et on aura
sa dimension.
20 +2y+z2z = =
(z,y,2) € F = —r—y—z =y = c+2y+2z=0.
r+2y+2z =z

Et donc :
(IL',y,Z) €EF= (ZE,y,Z) = ($7y, —Tr — 2y) = IE(I,O, 71) + y(oa 17 72)

Donc F = Vect ((1,0,—1), (0,1,—2)). Et F est un sous-espace vectoriel de R® de dimension 2 car
((1,0,—1), (0,1,—2)) est clairement une famille libre.

4-b Les vecteurs €] et e}, sont dans F car leurs composantes vérifient x + 2y + z = 0. Comme cette
famille (e}, e}) est libre, et comme dim F' = 2, elle forme une base de ’espace vectoriel F'.

1 1 1
5-a B’ = (e],¢eh,e1) est une base de R3. En effet la matrice de B’ dans la base B est 0 -1 0
-1 1 0

On montre rapidement qu’elle est de rang 3.

5-b Ecrivons f(e}), f(eb) et f(e1) en fonction des éléments de B
Déja, f(e]) =€} et f(e) = e} car ces deux vecteurs sont dans F.
Puis f(e1) =2e1 —ea+e3 =€ + e car ef =e; — ea + e3.
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Alors la matrice représentative de f dans la base B’, notée Matp (f) est :

1 00

01 1

0 0 1
1 1 1
5-¢ La matrice de passage de B & B’, notée Pg = 0 -1 0
-1 1 0

. 7’ . . ’
Son inverse peut se déterminer par Gauss-Jordan ou en inversant Pg X = X', on trouvera :

L [0 -1 -1
(PE) ={0o -1 0
12 1

Retrouvons 'expression de Matg: (f) en utilisant ces matrices de passage. Apres calculs :

Matg (f) = (Pg’)_1 x Matg(f) x PE

0 -1 -1 2 2 1 1 1 1 1 00
=10 -1 O x|-1 -1 —-1] x 0 -1 0 )J=(011
1 2 1 1 2 2 -1 1 0 0 01

Partie B Etude d’une suite de matrices

3 4 2 4 4 2
1. A2 = -2 -3 =2 | = -2 =2 =2 | -I=2A-1
2 4 3 2 4 4

2. On écrit :
A2 =2A—T1=2A-A2=1=ARI-A) == A"1=2I- A

3. Soient «, 3,cd/, ' des nombres réels vérifiant al + A = o'T + ' A. Montrons que o = o’ et 5 = f'.
On écrit :

a 0 0 28 28 B a+26 283 B
ol +pA={0 a 0 |+| -8 - 8= -8B a-5 -8
0 0 «a B 28 28 B 26 a+23
De méme,
O/ 0 0 25/ 25/ /8/ Oé/ + 2/8/ 2/8/ ﬂ/
04/1+ﬂ/A: 0 o 0 + _BI _BI _ﬁ/ _BI a’—ﬁ’ _BI
0 0 CY/ B/ 26/ 26/ BI 26/ CY/ + 26/
a+28 28 B o +28 28 g
Il reste a écrire : -5 a-pB =B = —f of — -g
B 28 a+28 B 26" o +2p

On a bien a = o/ et § = 3’ en assimilant les coefficients des deux matrices correspondants.
On définit now la suite (X, )neny d’éléments de E par la condition initiale Xy = A et la relation de
récurrence

X2
VneN, Xy = —" 42] — A
" + n+1+
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4. Montrons (par récurrence) que pour tout entier naturel n, il existe un unique couple (a,,,) de

2 2
Opt1 = M+2

réels tel que X,, = a, I + B, A avec : Vn € N 23 (7}34+41rﬂ) .
b = =gl

Initialisation. On a : Xg=agl + 5pA=0x I+ 1x A. On pose ag =0 et Gy = 1.
Transmission. On suppose vrai a un rang n > 0. On écrit :

X2 (anl + BnA)?

Xppr= o2l — A= 12— A

n+1

gl 4 BEA% 4 20,6, A

+ 21 — A.
n+1
Puis on use de A2=24A—171.0n a:
o2 B2 B2 anf3
Xpy1 = —2-T4+2- 20 A 742 "R A4 2] — A
+ n+1 + n+1 n+1 + n+1 +

On arrange.

Xn+1: (%_FQ)[_i_(w_l)A_

n+1
2 _ 2
a'n,-l—l = an ﬂn
On pose : Vn € N - 2571(7?1:41‘ B,) et le tour est joué.
Bn-i-l -1
n+1

5. Déterminons aq, f1, s, B2, as, et B3 par la formule précédente.

On trouve a; =1 et ;1 =1 en partant den=0et ap =0, Fg = 1.

Puis on trouve s =2 et B3 = 1 en partant de ¢y =l et 1 =1 et n =1.
Enfin, on trouve a3 = 3 et B3 =1 en partant den =2 et ag =2 et S = 1.

6. Au vu du résultat de la question précédente, conjecturons une expression de «, et 3, pour tout entier
naturel n € N :

a, =net B, =1.
Puis on montre tout ca.

Intialisation. clair pour n = 0 (et jusqu'a n = 3).
Transmission. On a :

n?—1 2(n+1)
1= e 4 2=n—14+2=n+1let o1 =2 1=1.
Onr =" +2=n-l+2=n+ et Bni1 1
n+2 2 1
Alors 'expression de X,,, en fonction de n est : X, =nl + A = -1 —-14n -1
1 2 24+n
| EXERCICE 02 |
. . o 1
1-a Soit f la fonction définie sur I =] — oo, 1] telle que f(x) = T
-z
1 1
Alors fO(z) = f(z) = . eT-= et on pose Py = X. Et A(0) est vraie.
-z

Puis pour z € I, f'(x) vaut :
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C’est-a-dire :
1 1 " 1 1
a2 Ty

C’est bien A(1) en posant P = X2 + X3.
1-b On suppose que A(n) est vraie pour un entier n non nul donné, montrons alors A(n + 1) est vraie.

Partons de pour tout z € I, f("™(z) = P, ( ) e™7 . Alors frth) = (f("))/ vaut :

1—=z

1 1 1 1 1 1
P’ =4+ ——xP, ferl
"(1—x>x<1—x>261 Taae” <1—x>el

1 1 1 1 1 1
/ T — [ -2
(n () o (75) ) e - e (5)

Poi1 = X%(P,+ P,).

C’est-a-dire :

Il suffit de poser :

1-c On remarque que deg Py = 1 et deg Py = 3. Si deg P,, = uy,, alors deg P, = u,, — 1 et deg P,,11 =
deg(X?P,) et donc : deg P11 = Upy1 = 2 + u,. C’est une suite arithmétique de raison 2.
On trouve finalement :

deg P, = 1+ 2n.
1-d Ona P, = X2(P{ + P1) = X?(3X? +2X + X3 + X?) = X5 +4X* + 2X3.
Ona:Py=X2%(Pj+P)=X"4+9X%+18X° +6X* (Apres de terribles calculs).
l-e P, = X?+ X? = X?(X + 1) dans C[X] et dans R[X].
Puis :
P=X3(X?24+4X +2) = X3(X +2—-V2)(X +2+?2)

dans C[X] et R[X].
2-a f vérifie la relation : (1) (1 —z)%f'(z) = (2 — 2)f(z), pour tout x € I.
En effet,

"(z) = 1 eTow 1 =
F@) =gzt a—ae

el—=x

= (L= aRf) = e + g ix)eﬁ =22t = 2 0)f()

2-b Gottfried Leibniz dit que si u et v sont deux fonctions n fois dérivables alors uv aussi et

n

(ulepola)® =3 () a @) a).

k=0

Puis :

(@=2)f(@)™ =)
k=

0

(Z) (2 — &) f) () = (g) (2 —a)f™(x) - (T)f("_l)(x)

Et de méme,

CEREOIEES o (W RS LN®

k=

[}

I
N
o 3
~_
—
|
o)
[\v)
=
3
+
=
—
N~—
|
7N

V)2 =070 - (5 )2 ),
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Mis ensemble :

(5) om0 = (1)o@ = () a -0 - (720 -0 + (5)2re )

Plus exactement :
(2 —a)f™(2) = nfC D (z) = (1 - 2)*f O+ (2) - 20(1 — 2) f)(2) + n(n - 1) "D ().
Ou encore :
(2 =) +2n(1 —2)] f™(z) + [-n —n? +n] fOD(2) = (1 —2)2 O ().
Et finalement :
(1 —2)2fD(z) = [2 4+ 2n — (1 + 2n)z] fO) (z) — n2f =D (z).

Ainsi a =2+ 2n, b= —(1+2n) et c = —n?.

Dans le cas n =1,

(1 —x)?f"(x) = (4 = 32)f'(x) — f(x).

Comme f")(z) = P, <1 ! >elz,

— T

1 1 1 1 1 L
1—2)2P. T—= = (4 — 3z)P, = — P =,
a=h () —amaon (7)o n ()

On commence par enlever 1’exponentielle.

oo () s () - ().

Comme Py = X et P, = X2 4 X2, on en déduit :

(1$)2P2<1ix) (43$){(1—1x)2+(1—1x)3} - 1ix'

Et donc :

P (5) = 699 [ ) -

On remarque que 4 — 3z = 1+ 3(1 — z). Ce qui donne :

P 1 B 1 n 1 +3(1—z)+3(1—:p)7 1
\1-z) (Q-2f Q-2 (Q1-2* (Q1-2° @1-z)?
1-— 1-—
Et comme 3( z) = 3 et 3( z) = 3 on en déduit :

1-z)* Q-2 (1-2p5 (Q-2)"

PQ(lix) B e Rl et

On retrouve Py = X° +4X* 4+ 2X3.

Remarque : le matheux fou verra que :

Poi1(X) = [(2n 4+ 1)X + X?] Py(X) — n2X2P,_1 (X).



