DEVOIR LIBRE N°02
OTSI-MATHEMATIQUES

A rendre le Iundi 12 octobre 2026 au plus tard

Les différents exercices sont indépendants, de poids inégaux et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre.

| EXERCICE 01 |

On note E = M3(R) l'espace vectoriel des matrices de taille 3 x 3 & coefficients réels. On considere les
¢éléments suivants de E :

1 0 0 2 2 1
I=[10 1 0fJetAdA=]-1 -1 -1
0 01 1 2 2

Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de maniére indépendante.

Partie A Etude de I'’endomorphisme associé a A

On considere I’espace vectoriel R? muni de sa base canonique notée B = (e;, ez, €3) et 'endomorphisme
f de R3 tel que

f(e1) =2e1 — ez +e3

f(€2) = 261 — €2 + 263
f(e3) = e1 —ea + 2e3

Déterminer la matrice Matg(f) de 'endomorphisme f dans la base B.
Calculer le rang de la matrice A. L’endomorphisme f est-il surjectif 7
L’endomorphisme f est-il injectif 7 Est-il bijectif 7

- Lo

On pose ¢} = (1,0, —1) et €5 = (1, —1,1). Montrer que la famille (e}, €5) forme une base de I’espace
vectoriel F' = {u € R?: f(u) = u}.

(a) Montrer que B’ = (e}, €),e1) est une base de R3.

ot

(b) Calculer la matrice représentative de f dans la base B'.

Partie B Etude d’une suite de matrices
1. Montrer que A2 = 2A4 — I.

2. Montrer que la matrice A est inversible et que A~ = 21 — A.
3. Soient a, B,a’, 3" des nombres réels vérifiant al + A = o/ + 3’ A. Montrer que o = o’ et § = (.

On définit la suite (X,,)nen d’éléments de E par la condition initiale Xy = A et la relation de récurrence

2

X
Vn € N, Xnai1 = n 2 — A
" + n—i—ljL

4. Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un unique couple (o, 3,) de réels tel que

Xn =anl + B,A,

et que ce couple vérifie la relation de récurrence

2 p2
Qi1 = aliiﬂﬂ"”

vn € N

" .. — 2BulantB)
n+1 7’L+1

T.S.V.P —



2sur 2

5. Déterminer Qo, 607 aq, 613 2, BQ; as, et 637

6. Au vu du résultat de la question précédente, conjecturer une expression de «, et (3, pour tout
entier naturel n € N, puis montrer cette conjecture.

En déduire I'expression de X,,, en fonction de n.

| EXERCICE 02 |

1
T l—z

1
el-=z,

Soit f la fonction définie sur I =] — oo, 1] telle que f(x)

1. On veut ici prouver par récurrence que pour tout entier naturel n, il existe un polynéme P, tel que

f(n)(x) =P, (1156) elim7

pour tout « € I. On note A(n) cette assertion.

)
(a) Montrer que A(0) et A(1) sont vraies et expliciter Py(X) et P;(X).
)

(b) Montrer alors que si A(n) est vraie pour un entier n non nul donné, alors A(n + 1) est vraie.
On explicitera P,,4+1(X) en fonction de P, (X), P, (X) et X.

(¢) Montrer que u,, = deg P,, suit une suite arithmétique dont on donnera la raison.
En déduire deg P,

(d) Expliciter Py(X) et P3(X).
(e) Décomposer en facteurs irréductibles dans C[X] et dans R[X] les polynémes P; (X)) et Py(X).
2. Montrer que f vérifie la relation : (1) (1 —x)%f'(x) = (2 — 2) f(z), pour tout x € I.

3. Enoncer la formule de Gottfried Leibniz.
En dérivant n fois (2—z) f(z) d’une part et (1—2)2f’(z) d’autre part en utilisant la formule énoncée
a l'instant, trouver, pour tout n € N*, une égalité du type :

(B) (1= alf (@) = (a+ba) £ (o) + cf * D (a).

On explicitera les valeurs des réels a, b et c.
En appliquant avec n = 1 cette égalité (E) et en utilisant les valeurs trouvées pour Py et P,
retrouver la valeur de Ps.



